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泛 函 分 析 


Functional Analysis 


非常 适合 作为 研究 生 教 材 ， 对 其 他 数学 研究 者 也 很 有 帮助 。” 
一 一 《数学 评论 》 


还 包含 了 对 未 来 的 乐观 展望 。 本 书 已 经 经 过 课堂 检验 ， 的 确 是 容易 使 用 的 。 行文 简洁 流畅 ， 立 
场 别具一格 ， 习 题 非常 丰富 。 学 生 应 该 掌握 的 内 容 ， 恰 是 这 本 书包 含 的 内 容 。” 
一 一 亚马逊 读者 评论 


本 书 是 在 Lax 教 授 多 年 来 为 纽约 大 学 柯 朗 数 学 研究 所 二 年 级 研究 生 授课 的 讲义 基础 上 整理 而 成 的 。 书 
中 除了 泛 函 分 析 的 基本 内 容 外 ， 还 介绍 了 一 些 非常 重要 的 深刻 论题 ， 比 如 自 伴 算 子 的 谱 分 解 和 谱 表 示 、 紧 算 
子 理论 、 不 变 子 空间 和 强 连续 单 参数 半 群 等 。 本 书 还 涉及 了 对 于 计算 拓扑 不 变量 十 分 重要 的 算 子 的 指标 、 强 
有 力 的 分 析 工 具 Lidskii 迹 公式 、Fredholm 行 列 式 及 其 推广 ， 以 及 源 自 于 物理 的 散射 理论 及 其 他 特殊 论题 。 

本 书 理论 内 容 紧 密 联 系 具体 应 用 ， 包 含 了 大 量 习题 和 例题 。 书 中 还 给 出 了 一 些 历史 注 记 。 这 部 优美 简 
洁 的 著作 已 被 很 多 学 校 用 作 教材 或 主要 参考 书 。 


Peter D. Lax ”当代 最 杰出 的 数学 家 之 一 ，2005 年 阿 贝尔 奖 和 1987 年 沃 尔 夫 奖 得 主 ， 美 国 科学 院 院 
士 ， 于 1986 年 荣获 美国 国家 科技 奖章 。Lax 1926 年 5 月 1 日 生 于 匈牙利 ，1941 年 随 父母 定居 纽约 ， 自 
1958 年 开始 就 一 直 在 纽约 大 学 从 事 教学 与 研究 工作 ， 曾 担任 柯 朗 数 学 研究 所 所 长 。 他 在 纯 数学 与 应 
用 数学 的 诸多 领域 都 有 卓越 的 建树 ， 影 响 深远 。 同 时 ， 他 一 生 致力 于 数学 教育 ， 独 立 撰写 或 与 他 人 
合 著 教材 20 多 部 。 
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内 容 提 要 


本 书 根据 作者 多 年 来 在 纽约 大 学 柯 朗 数学 研究 所 教授 二 年 级 研究 生 泛 函 分 析 课 程 的 
讲义 撰写 而 成 ， 给 出 了 泛 函 分 析 的 基本 内 容 以 及 数学 中 一 些 不 可 缺少 的 深刻 论题 ， 包括 自 
伴 算 子 的 谱 分 解 和 谱 表 示 、 紧 算 子 理论 Krein-Milman 定理 、Gelfand 的 交换 Banach 代数 
理论 、 不 变 子 空间 、 强 连续 单 参数 半 群 等 . 书 中 各 章 短小 精辟 ， 并 配 有 习题 ， 易 于 读者 充 
分 理解 所 学 内 容 ， 

本 书 适合 理工 科 专 业 、 数 学 专业 的 本 科 生 、 研 究 生 阅读 . 
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本 书 根据 我 多 年 来 在 纽约 大 学 柯 朗 数学 研究 所 教授 二 年 级 研究 生 泛 函 分 析 谍 
程 的 讲义 撰写 而 成 . 它 不 是 论文 集 也 不 是 专 论 , 而 是 一 本 研究 生 教 材 . 书 中 大 多 数 
章节 都 短小 精辟 , 为 的 是 易于 读者 消化 所 学 内 容 . 当然 并 非 所 有 内 容 都 可 以 用 简短 
的 语言 描述 出 来 , 因此 有 些 章节 相对 较 长 . 在 每 章 中 , 定理 、 引 理 和 方程 都 是 按照 
顺序 连续 标号 的 . 

前 23 章 的 内 容 对 读者 的 要 求 不 是 很 高 , 是 很 好 的 研究 生 阶段 泛 函 分 析 入 门 课 
程 的 教材 . 余下 的 内 容 可 以 用 于 研究 生 泛 函 分 析 或 者 Hilbert 空间 理论 高 级 课程 的 
教学 . 

当 我 还 是 个 学 生 的 时 候 , 当时 仅 有 的 泛 函 分 析 教 材 就 是 Banach 在 1932 年 所 
写 的 那 本 最 早 的 经 典 教材 ; Hille 所 著 的 书 直到 我 毕业 的 时 候 才 面 世 , 像 是 给 我 的 毕 
业 礼 物 . 有 关 Hilbert 空间 理论 的 教材 , 有 Stone 于 1932 年 出 版 的 Colloquium 和 
Sz.-Nagy 的 Ergebnisse. MBUR, 泛 孙 分析 的 书籍 越 来 越 多 , 先是 出 现 了 Riesz 
和 Sz.-Nagy. Dunford 和 Schwartz 以 及 Yosida 所 著 的 书 ; 后 来 又 出 现 了 Reed 和 
Simon 以 及 Rudin 的 书 . 对 于 Hilbert 空间 理论 , 出 现 了 Halmos 的 优美 而 又 简明 的 
著作 以 及 Achiezer 和 Glazman 的 教材 , 我 十 分 欣赏 这 些 书 , 它们 让 我 受益 菲 浅 . 此 
后 又 出 现 了 许 许多 多 好 的 教材 . 但 是 我 相信 , 本 书 还 是 给 出 了 一 些 新 东西 : 在 内 容 
编排 顺序 上 , 理论 内 容 之 后 紧 跟 具体 的 应 用 , 这 使 得 抽象 的 内 容 变 得 有 血 有 肉 ; 同 
时 , 书 中 还 包含 了 可 以 用 泛 函 分 析 的 观点 澄清 和 解决 的 非常 丰富 的 数学 问题 . 

在 选择 论题 时 , 我 听从 了 我 的 老师 Friedrichs 的 警告 : “如果 你 想 把 所 知道 的 有 
关 某 论题 的 全 部 内 容 都 放 进去 , 那么 写 一 本 书 是 很 容易 的 .本 书 给 出 了 泛 函 分 析 的 
基本 内 容 以 及 数学 中 一 些 不 可 缺少 的 深刻 论题 ,比如 自 伴 算 子 的 谱 分 解 和 谱 表 示 、 
紧 算 子 理论 、Krein-Milman 定理 、Gelfand 的 交换 Banach 代数 理论 、 不 变 子 空间 、 
强 连续 单 参数 半 群 . 本 书 还 涉及 对 于 计算 拓扑 不 变量 十 分 重要 的 算 子 的 指标 , 强 有 
力 的 分 析 工 具 Lidskii 迹 公 式 , 沉睡 近 百 年 的 Fredholm 行列 式 及 其 推广 , 还 有 源 自 
物理 的 散射 理论 . 与 此 同时 , 本 书 还 包括 了 一 些 (但 不 是 全 部 ) 与 我 的 研究 很 接近 的 
特殊 论题 . 

那么 , 哪些 内 容 被 省 略 了 呢 ? 非 线 性 泛 函 分 析 , 为 此 我 推荐 Zeidler 的 四 卷 本 专 
35. BR Gelfand 的 交换 Banach 代数 理论 以 外 的 算 子 代数 理论 , 还 有 Banach 空间 几 
何 理 论 , 让 人 高 兴 的 是 , 由 Bill Johnson 和 Joram Lindenstrauss 编著 的 有 关 此 论题 
的 一 本 手册 已 经 由 North Holland 出 版 社 出 版 . 
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阅读 本 书 需要 哪些 预备 知识 呢 ? 每 位 二 年 级 研究 生 以 及 许多 本 科 生 都 应 该 了 
解 如 下 知识 . 
e. 朴素 集合 论 . 可 数 集 , 连续 统 假设 , Zorn 引 理 . 
。 线性 代数 . 线性 映射 , 矩阵 的 迹 和 行列 式 , 矩阵 和 对 称 矩 阵 的 谱 理论 , 矩阵 函 
A 
e 点 集 拓 扑 . 完备 度量 空间 , Baire ARA, Hausdorff 空间 , KR, Tychonov © 


理 . 

e. 单 复 变 函数 的 一 般 理 论 . 

e 实 分 析 . Arzela-Ascoli 定理 , 及 上 测度 的 Lebesgue 分 解 , 紧 集 上 的 Borel W 
度 . 

历史 上 , 测度 论 比 泛 函 分 析出 现 得 早 . 测度 论 中 的 通常 表述 没有 用 到 泛 函 分 析 
的 概念 和 构造 . 在 关于 Riesz-Kakutani 表示 定理 的 附录 中 , 本 书 说 明了 如 何在 测度 
论 中 应 用 泛 函 分 析 的 工具 . 另 一 个 附录 总 结 了 Laurent Schwartz 的 广义 函数 理论 
的 基本 内 容 . 

本 书 中 的 许多 应 用 都 是 关于 偏 微分 方程 问题 的 . 在 这 里 , 熟悉 一 点 Laplace 方 
程 和 波动 方程 理论 将 会 有 所 帮助 , 对 这 些 内 容 了 解 不 多 的 读者 也 能 够 从 这 些 应 用 中 
学 到 一 些 基 本 知识 . 

像 大 多 数 数学 家 一 样 , 我 也 不 是 历史 学 家 . 然而 在 某 些 章 中 , 我 还 是 给 出 了 一 
些 历 史 注 记 , 主要 是 在 我 有 第 一 手 资料 时 , 或 者 涉及 1930~1940 年 欧洲 恐怖 时 期 许 
多 泛 函 分 析 鼻 祖 的 悲惨 命运 的 地 方 . 

我 要 感谢 许 许 多 多 的 人 .从 我 的 老师 Friedrichs WE, 我 学 习 了 泛 函 分 析 的 基 
础 以 及 如 何 应 用 它们 . 后 来 , 我 的 观点 受到 Tosio Kato 工作 的 影响 , 他 应 用 泛 函 分 
析 这 一 有 力 的 工具 解决 了 许多 问题 . 还 有 与 Ralph Phillips 的 长 期 而 又 愉快 的 合作 
给 出 了 泛 函 分 析 中 一 些 不 寻常 的 应 用 . 从 Israel Gohberg WE, 我 学 到 了 许多 东西 ， 
特别 是 Toeplitz 算 子 的 指标 理论 ; 从 Bill Johnson 和 Bob Phelps 那里 又 分 别 学 到 了 
Banach 空间 的 几何 知识 和 Choquet 定理 .感谢 Reuben Hersh 和 Louise Raphael, 
他 们 对 涉及 广义 函数 的 附录 提出 了 意见 ; 感谢 Jerry Goldstein 对 半 群 和 散射 理论 的 
内 容 提 出 的 中 肯 建 议 . 我 对 上 述 所 有 人 士 以 及 Gabor Francsics 表示 衷心 的 感谢 . 

Jerry Berkowitz 和 我 在 柯 朗 数学 研究 所 轮流 讲授 泛 函 分 析 课 程 . 如果 他 还 活 
着 并 能 批阅 本 书 的 手稿 , 这 本 书 将 会 更 加 完善 . 

感谢 Jeff Rosenbluth 和 Paul Chernoff 仔细 阅读 了 本 书 前 面 的 一 些 章节 ; 感谢 
Keisha Grady 用 TEX 打印 了 手稿 并 做 出 了 最 后 的 修改 和 订正 . 

泛 函 分 析 课 程 讲义 在 柯 朗 所 的 研究 生 中 非常 受 欢迎 . 我 希望 本 书 保留 了 原 讲义 
ir. 


Peter D. Lax 
2001 411 月 于 纽约 
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fle 线性 空间 


WFT, X 是 一 个 非 空 集合 . 称 X 是 数 域 上 的 线性 空间 , 是 指 在 
X 中 定义 了 两 种 运算 : 加 法 和 标量 乘法 . 
其 中 , 加 法 运算 用 + 表示 : 任 给 X 中 的 元 素 x 与 y, 在 X 中 存在 唯一 的 元 素 


rcty 


与 之 对 应 . 加 法 满足 交换 律 


TY=Y+Y, 


zr+(y+z)=(r@+y)+2, 


FH Xx 按照 加 法 构成 一 个 群 , 甚 零 元 用 0 表示 : 


2 十 0 一 2. 


加 法 的 逆 运 算 记 为 一 : 


z-c(—-x)zr-z-0. 


第 二 种 运算 是 数 域 F PALK ko X 中 的 元 素 x 的 标量 来 法 : 


ka 仍 是 


ka. 
X 中 的 元 素 . 标量 乘法 满足 结合 律 
k(ax) = (ka)a, 


k(x +y) = kz + ky, 
(a+ b)x = ax + bz. 


而 且 数 域 F 中 的 单位 元 1 与 X 中 元 素 的 标量 乘法 是 恒 等 作 


1r -—z. 


以 上 规则 是 线性 代数 中 的 公理 . 由 此 我 们 可 以 推导 出 一 些 
FE (8) RPR o — 0, 则 对 X. 中 所 有 的 x， 


在 ( 


2k 


限 维 线性 空间 , 即 不 是 有 限 维 的 线性 空间 . 数 域 Fo ae SE Ba R 或 复数 域 C. 下 面 


Ox = 0. 


用 : 


(10) 


8) 式 中 取 a= 1, b= 一 1. 利用 (9) RM (10) A, 我 们 得 到 , 对 所 有 的 z, 


(—-1)z = —z. 
代数 课程 中 处 理 的 空间 都 是 有 限 维 线性 空间 . 在 本 


2 


我 们 给 出 一 些 线性 空间 的 例子 . 


H 


(11) 


P, 我 们 重点 研究 无 
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例 1 单个 变量 s 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 X 是 数 域 FP = R 上 的 一 个 线性 空间 . 
例 2 n 个 变量 51, ,sn 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 X 是 瓦 = 及 上 的 一 个 线性 空间 . 


例 3 KG 是 复 平面 上 的 一 个 区 域 , 则 G 内 的 复 解 析 函 数 的 全 体 X JE P= Cb 


的 一 个 线性 空间 . 

例 4 JC T SCA EUIS © = (a1, a2,…) 构成 的 集合 
X-—(z-(a,a5,):a; € R} 

是 五 = 民 上 的 一 个 线性 空间 . 


例 5 设 @ 是 一 个 Hausdorff 空间 , 则 Q 上 的 实 值 连续 函数 的 全 体 X 是 FF= 民 


上 的 一 个 线性 空间 . 


例 6 KM 是 一 个 Ce? 微分 流 形 , 则 M 上 可 微 函 数 的 全 体 X = Co (M) 是 一 个 


线性 空间 . 


例 7 设 @ 是 一 个 测度 空间 , m 是 @ 上 的 测度 , 则 x = L'(Q,m) 是 一 个 线性 空 


间 . 


例 8 设 @ 是 一 个 测度 空间 , m 是 Q 上 的 测度 , X = LQ, m) 是 一 个 线性 空 


间 . 
例 9 上 半 平 面 内 的 调和 函数 的 全 体 X 是 一 个 线性 空间 . 


例 10 一 个 线性 偏 微 分 方程 在 给 定 区 域内 的 解 的 全 体 X 是 一 个 线性 空间 . 


例 11 给 定 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函 数 的 全 体 是 F = C 上 的 一 个 线性 空间 . 


我 们 从 最 基本 的 构造 和 概念 开始 发 展 线性 空间 的 理论 . 给 定 线性 空间 X 的 两 


MTE SAT, RIRES (ry 2:y€ S,ze TVA S RIT Hyde, WA ST. 


MEF (r--y:yeS) A S 的 负 集 , WA 一 5. 


给 定 同一 数 域 上 的 两 个 线性 空间 Z 和 U, 它们 的 直 和 是 1 


所 有 有 序 对 (z,)， 


ze Z, u € U 构成 的 线性 空间 , iA Z eU; 其 加 法 和 标量 乘法 分 别 按 分 量 进行 相 


加 和 标量 相 乘 . 


EX ” 设 了 是 线性 空间 X 的 一 个 子 集 . AY 中 元 素 的 加 法 和 标量 乘法 仍 属 于 Y, 


则 称 Y Æ X 的 一 个 线性 子 空间 . 

定理 1 
(i) 集合 {0} de X RA X 的 线性 子 空间 . 
(ii) 任意 一 族 子 空间 的 和 仍 是 线性 子 空间 . 
Gu) 任意 一 族 子 空间 的 交 仍 是 线性 子 空间 . 
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(iv) 若 线 性 空间 X 的 一 族 子 空间 按照 由 集合 的 包含 关系 定义 的 偏 序 是 一 个 全 
序 子 集 , 则 它们 的 并 仍 是 X 的 线性 子 空间 . 
习题 1 证 明定 理 1. 


WS 是 线性 空间 X 的 一 个 子 集 . (Y,) 是 由 X 的 所 有 包含 5 的 线性 子 空间 构 
成 的 集 族 . 由 于 X 属于 此 集 族 , 因此 它 是 非 空 的 . 
定义 ” 称 所 有 包含 集合 5 的 线性 子 空间 Yo 的 交 NY, 为 5 的 线性 张 . 
定理 2 

(i) 集合 S 的 线性 张 是 包含 S 的 最 小 线性 子 空间 

(ii) S 的 线性 张 由 所 有 形 如 


t= 5 Aiti, Ti E S, Qi € F, n 是 任意 的 自 然 数 (12) 
1 


的 元 素 r 构成 . 

WEAR (i) 只 是 线性 张 定义 的 重新 描述 . 为 了 证 明 (ii), 一 方面 , 我 们 注意 到 形 
如 (12) 的 元 素 构成 了 一 个 线性 空间 ; 另 一 方面 , 形 如 (12) 的 元 素 x 包含 于 任 一 包 
含 5 的 子 空间 了 中 . 
iki 形 如 (12) 的 元 素 m 称 为 点 z1,… ms 的 线性 组 合 . 因此 定理 2 可 以 重新 叙 
述 为 : 

FHS 的 线性 张 是 由 5S 中 元 素 的 所 有 线性 组 合 构 成 的 线性 空间 . 
定义 ” 设 XX 是 一 个 线性 空间 ,Y X 的 线性 子 空间 . 若 X 中 的 两 个 点 mi 和 zo 
满足 zi - za CY, 则 称 a, 和 zs ERY FM, WA zl = za (mod Y). 
由 加 法 的 性 质 可 知 , mod Y 等 价 是 一 个 等 价 关 系 , 即 它 是 对 称 的 、 自 反 的 和 传 
递 的 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 把 分 解 为 mod Y 的 不 同 的 等 价 类 . 我 们 用 X/Y 
表示 所 有 等 价 类 的 集合 , 在 其 上 有 一 个 自然 的 线性 结构 . 两 个 等 价 类 的 和 定义 为 从 
每 个 等 价 类 中 任 取 一 个 元 素 相 加 的 和 所 在 的 等 价 类 . 容易 证 明 , 等 价 类 的 和 与 代表 
元 的 选取 无 关 , BIZ zi = zi, £2 = z2, 则 zi 十 x2 = z1 +22 modY. 类 似 地 ,我们 
把 数 与 等 价 类 中 任意 元 素 的 标量 乘法 所 在 的 等 价 类 定义 为 等 价 类 的 标量 乘法 . 由 
于 z1 =a, W kr = kz mod Y, 因此 标量 乘法 也 与 代表 元 的 选取 无 关 . 当 商 集合 
X/Y 赋 以 这 个 自然 的 线性 结构 时 , 我 们 称 X/Y 2g X BEY 的 商 空 间 . 我 们 定义 
codim Y = dim X/Y. 
习题 2 验证 上 述 结论 . 

和 所 有 代数 结构 一 样 , 对 线性 空间 我 们 有 同 构 的 概念 . 
定义 EX ALY 是 同一 数 域 上 的 两 个 线性 空间 . 如 果 存 在 从 X 到 了 上 的 一 对 一 
的 映射 工 把 元 素 的 和 映 为 象 的 和 , 把 元 素 的 标量 乘法 映 为 象 的 标量 乘法 , 即 
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T(24 +22) = T (21) + T(z2), 
T(kzr) = KT(x), (13) 
则 称 x 和 YY 是 同 构 的 . 
类 似 地 , 我 们 可 以 定义 同 态 的 概念 . 在 本 书 中 我 们 称 同 态 为 线性 映射 . 
定义 de X MU 是 同一 数 域 上 的 线性 空间 . 若 映射 M:X 一 > U 把 元 素 的 和 映 为 
象 的 和 , 元 素 的 标量 乘法 映 为 象 的 标量 乘法 ; 即 对 X 中 所 有 的 v y, F 中 所 有 的 k, 
都 有 


M(x + y) = M(x) + M(y), 


M(kx) = kM(z), (14) 
则 称 M 是 一 个 线性 映射 , X 为 M 的 定义 域 , U 为 M 的 终点 . 
注 2 "" 空间 的 同 构 是 一 个 一 对 一 的 映 到 上 的 线性 映射 . 


定理 3 
(i) € M:X—U 是 一 个 线性 映射 , N x 的 线性 子 空间 站 在 M 下 的 象 是 
U 的 一 个 线性 子 空 间 . 
(i) U 的 线性 子 空间 V 在 M 下 的 原 象 是 X 的 一 个 线性 子 空间 . 


习题 3 证 明定 理 3. 


凸 性 是 实 线性 空间 中 一 个 非常 重要 的 概念 . 

定义 KX 是 一 个 实 线性 空间 , KEX 的 一 个 子 集 . 如 果 对 K 中 任意 的 元 素 x 
Ally, 以 x A y 为 端点 的 线段 
ac+(l-a)y, O<a<l (15) 
上 的 点 都 属于 K, 则 称 K b md. 

平面 上 凸 集 的 例子 有 圆 盘 、 三 角形 和 半圆 盘 . 凸 集 的 下 列 性 质 是 其 定义 的 直接 
Eie. 
定理 4 AK 是 实 线性 空间 X 的 一 个 凸 子 集 . 若 21 En 属于 K, 则 形 如 


X 一 Noo Qj > 0, Ya = 1, (16) 
1 j=l 


的 每 个 r 都 属于 K. 
习题 4 证 明定 理 A 


形 如 (16) 的 x MA x1,x2,… ,zn 的 一 个 凸 组 合 . 
定理 5 设 久 是 一 个 实 线 性 空间 , 则 
(i) BRAG. 
(i) 单 点 集 为 凸 集 . 
(iii) X 的 每 个 线性 子 空间 都 是 凸 集 . 


EX 


m1 


+ 


线性 空间 5 


习题 5 
定义 WS 是 实 线性 空间 X 的 一 个 子 集 . 


(iv) 两 个 西子 集 的 和 为 凸 集 . 

(v) È K DŘ, N -K a S. 
(vi) 任意 一 族 凸 集 的 交 仍 是 凸 集 . 

) 


(vii) Æ {Kj} 按照 由 集合 的 包含 关系 定义 的 偏 序 是 一 个 全 序 子 集 


集 UK; ROR. 


(viii) 凸 集 在 线性 映射 下 的 象 是 凸 集 . 


(ix) 廿 集 在 线性 映射 下 的 逆 象 是 辐 集 . 


证 明定 理 5. 


S 的 凸 包 记 为 s. 
定理 6 


习 


(i) S 的 西 包 是 包含 S 的 最 小 凸 集 . 


称 


, 则 它们 的 并 


包含 5 的 所 有 凸 集 的 交 为 S 的 凸 包 


(i) S 的 西 包 由 S 中 的 点 的 形 如 (16) 的 凸 组 合 构成 . 


题 6 证 明定 理 6. 
EM wie K 的 子 集 已 满足: 


(i) E 是非 空 凸 集 ; 


(i) “4 E "P AL © 可 以 表示 为 == 地 


五 是 天 的 一 个 极 子 集 . 


y+z 


只 包含 一 个 点 的 极 子 集 称 为 K 的 极 值 点 . 
x K 是 区 间 {x :0 乏 z 科 1. 区间 的 两 个 端点 是 E 的 极 值 点 . 


K 
例 2 设 天 是 闭 圆 盘 


E 


(y,z € K) IN, y I z 都 属于 E, WEK 


{(z,y): £? 3? & 1). 
圆周 (x,y): +y — 11 上 的 每 一 个 点 都 是 KK 的 极 值 点 . 


例 3 [oi] Zt 


没有 极 值 点 . 


例 4 


子 集 . 


定理 7 KÆ- ERK YRFREPF RE ORT 


极 子 集 . 


习题 7 证 明定 理 7. 


设 K 是 多 面体 (包含 所 有 的 面 ). K Bru. Ww. DUUM K B 


ton) eae <1} 


Fibs K 的 极 


集 , 则 万 是 KK 的 
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定理 8 GEM 是 从 线性 空间 X 到 线性 空间 U 的 一 个 线性 映射 . EEK AU 的 一 

MGF R, E Æ KATR, I 媚 的 逆 象 是 空 集 或 是 K 的 逆 象 的 一 个 极 子 集 . 

习题 8 证 明定 理 S. 

习题 9 ”举例 说 明 极 子 集 在 线性 映射 下 的 象 未 必 是 象 的 极 子 集 . 
当 线 性 空间 U 是 一 维 的 时 候 , 我 们 得 到 如 下 推论 . 

推论 8 3X HARMS X 的 一 个 西子 集 ,& 是 从 瑟 到 下 的 一 个 线性 映射 , Hus 

和 Haa DEATH 中 使 得 0 达到 最 小 值 和 最 大 值 的 点 构成 的 集合 . 

断言 X Hause Hmax 非 空 时 , 它们 都 是 H 的 极 子 集 . 
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2.1 ”线性 映射 生成 的 代数 


由 第 1 章 我 们 知道 , 如 果 从 线性 空间 X 到 同一 个 数 域 上 的 另 一 个 线性 空间 U 
的 上 映射 M: X > U 是 一 个 代数 同 态 , BI 
M(x + y) = M(x) + M(y), 
M(ka) = kM(z), (1) 
则 称 M HEM X El U 内 的 线性 映射 . 本 节 上 只 考虑 由 纯 代数 结构 (1) 所 决定 的 线性 
映射 的 性 质 , 而 对 线性 空间 X IU 不 加 任何 拓扑 上 的 限制 . 
从 六 到 UU 内 的 两 个 线性 映射 M 和 的 和 与 标量 乘法 分 别 定 义 为 
(M+ N)(z) = M(z) + N(x), (2) 
(kM)(x) = kM(x). (3) 
这 使 得 从 六 到 上 U 内 的 所 有 线性 映射 构成 了 一 个 线性 空间 . 我 们 把 这 个 空间 记 
为 A(X,U). 给 定 两 个 线性 映射 M: X —U 和 N:U >W, 我 们 定义 这 两 个 映射 
的 复合 


(NM)(z) = N(M(2)) (4) 
为 它们 的 乘积 . 由 于 映射 的 复合 满足 结合 律 , 线性 映射 的 复合 也 满足 结合 律 . 我 们 
将 会 看 到 , 映射 的 复合 不 满足 交换 律 . 
从 现在 开始 , 我 们 省 略 括号 而 把 线性 映射 M 在 > 上 的 作用 表示 为 
M(x) = Mz. 
这 个 符号 表明 映射 M 在 x 上 的 作用 是 一 种 乘法 . 事实 上 , (1) 和 (2) 说 明 这 种 乘法 
满足 分 配 律 
习题 1 验证 两 个 线性 映射 的 复合 仍 是 线性 映射 而 且 满 足 分 配 律 : 
M(N + K) = MN+ MK, 
(M+ K)N — MN+ KN. 


EN GA X BU 的 映射 M 把 XX 一 对 一 地 上 映 到 UU 上, 则 称 M J&vr3é 63. 
车 M up, 则 它 的 逆 MO 满足 
M M= Ix, MM '=I, 
这 里 Ix M Ip 分 别 表示 X MU 上 的 恒 等 映射 . 若 M 是 线性 映射 , 则 M 也 是 
线性 映射 . 
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定义 ”被 M 映 为 零 的 点 构成 的 集合 称 为 MRZE, 记 为 Nm. X 在 映射 M 下 
的 象 称 为 M 的 值 域 , 记 为 Rm. 
定理 1 设 JM:X-U 是 一 个 线性 映射 . 


(i) RZA Nm 是 X 的 线性 子 空间 , 值 域 Rm Æ U 的 线性 子 空间 . 
Gi) M 是 可 逆 的 当 且 仅 当 Nm = {0} E Rm =U. 
(iii) M 把 商 空 间 X/N. 一 对 一 地 映 到 Ry, E. 

)&#M:X-UrK:U-W ARTEN, 则 它们 的 乘积 也 是 可 遂 的 , 并 
且 


(iv 


(KM)!—-MK.'. 
(v) & KM 是 可 逆 的 , 则 Nm = (0), Re = W. 


习题 2 证 明定 理 1. 


我 们 注意 到 , 当 X =U =W 均 为 有 限 维 时 , 乘积 NM 的 可 逆 性 意味 着 N 和 


M 都 是 可 逆 的 . 但 是 在 无 限 维 的 情形 下 此 结论 不 成 立 . 例如 , 设 X 是 由 所 有 无 穷 
序列 


x 一 (alya2…) 


构成 的 线性 空间 , 定义 及 和 工分 别 为 右 平 移 和 左 平移 : Rr = (0,41, 42,---), Lr = 
(a2,a3,::-). 显然 , LR 是 恒 等 映 射 , 但 是 R 和 工 都 不 可 逆 , 而 且 RL 也 不 是 恒 等 
映射 . 


有 关 的 一 些 有 用 的 记号 和 结果 . 


A 


我 们 现在 给 出 与 线性 空间 X 到 自身 内 的 映射 
M:XoX 


WNEMNIAHNFEN: 


定理 2 由 (5) 式 定 义 的 子 空间 N, 满足 : 
对 所 有 的 j NjCN;a (6) 
对 所 有 的 Js dim(N;/N;—1) > dim(N;+1/N;). (7) 


证 明 (6) 是 (5) 的 直接 推论 . 为 证 (7), 我 们 首先 证 明 M 把 Nj41/Nj 一 对 一 


地 映 到 N/N; 内 . 为 此 , 注意 到 Ni /N; 的 一 个 非 零 元 由 属于 Ny 1 但 不 属于 
N; 的 一 个 点 z 表示 . 显然 , Mz 属于 N 但 不 属于 Ni a, 这 证 明了 MEN; /N; 
一 对 一 地 上 映 到 N,/N;-ı 内 . 由 此 可 知 , WHIAN 和 N;/N; a 的 一 个 子 空间 同 构 , 从 


而 (7) 式 成 立 . 当 Nj41/N; 是 无 限 维 时 , Nj/N;_1 也 是 无 限 维 的 . 


下 面 的 结论 是 (7) 式 的 直接 推论 . 
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定理 2/ 若 存 在 i 使 得 
N; = Nu (8) 
WERE k > d, 
N; = Np. (8) 
定义 ” 设 Y 是 线性 空间 X 的 一 个 线性 子 空间 . FRIERI M :和 一 和 把 了 映 
到 YY rp, 则 称 Y 是 M 的 一 个 不 变 子 空间 . 
定理 3 GE Y 是 线性 映射 MS XOX 的 一 个 不 变 子 空间 . 则 
(i) M TA ARANA X/Y > X/Y 的 一 个 映射 ; 
(ii) 车 映射 


M:YY 和 M:X/Y 5 X/Y 
ATHY, 则 M: X — X 4, 9| 3 69. 
证 明 RAHE G) 的 证 明 留 给 读者 . 在 (ii) 中 , 我 们 首先 证 明 M: X o X 的 
零 空 间 是 平凡 的 . 为 此 , 假设 


Mz — 0. 

PE M: X/Y > X/Y 的 零 空 间 是 平 几 的 , 故 > JR T Y. 但 是 M :并 一 了 的 
空间 也 是 平凡 的 , 故 z = 0. 

下 面 我 们 证 明 M: X > X ÆRA ERI, 即 对 X 中 每 个 uo, 
M zo = uo (9) 

都 有 一 个 解 co. 为 此 , 我 们 分 两 步 解 方程 (9). 首先 我 们 解 同 余 式 

Mx = uo(mod Y), 

由 于 M Æ X/Y Ws] X/Y E, 这 是 可 解 的 . Ye zi 是 解 所 在 等 价 类 中 的 一 个 元 素 ， 
即 zi 满足 


—> 


Mxı=w+t2, z €Y. 
因此 (9) 的 解 co 是 
£o = £1 — Y, 
这 里 , y 是 方程 
My = z 
fr Y 中 的 解 . 由 于 假设 M dE Y BRE y E, 这 样 的 解 y 是 存在 的 . 


我 们 注意 到 , 虽然 MÆ Y M X/Y 上 的 可 逆 性 保证 了 MM 在 X 上 的 可 逆 性 ， 
但 是 此 命题 的 逆 在 无 限 维 空间 的 情形 下 不 成 立 . 例如 , dx X 是 由 了 下 上 所 有 的 有 界 
连续 函数 构成 的 线性 空间 , S 是 移 位 算 子 
(Sz)(t) = z(t — 1), 
是 由 在 负 实 轴 上 为 零 的 函数 z(t) 构成 的 子 空 间 . 显然 ,Y 在 移 位 算 子 作用 下 是 
不 变 的 , 同样 很 明显 , S 在 X 上 是 可 逆 的 , 其 逆 为 左 单位 移 位 . 但 是 S EY 上 和 
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X/Y 上 都 不 是 可 逆 的 : 在 Y 上 它 的 值 域 由 所 有 当 t < 1 时 取 值 为 零 的 函数 z(t) FJ 
成 , 在 X/Y 上 它 有 非 平凡 的 零 空间 . 


习题 3 S dE X/Y 上 的 零 空间 是 什么 ? 
第 25 章 将 会 构造 不 变 子 空间 , 这 里 , 我 们 把 下 列 有 用 的 事实 放 在 一 起 . 


定理 4 设 M: 针 一 久 是 一 个 线性 映射 . 

(i) 对 X 中 任意 的 y, 集合 {p(M)y :p 是 任意 的 多 项 式 } 是 M 的 不 变 子 空间 . 

(i) i T: X 9 X 是 线性 映射 且 了 与 M 可 交换 : TM = MT, W THRE 
间 是 M 的 不 变 子 空间 . 

证 明 (i) 的 证 明基 于 如 下 事实 : VE p(M) 是 多 项 式 , W Mp(M) 也 是 多 项 

式 . (ii) 由 以 下 事实 得 出 : FMA TKH zz 在 工 的 零 空 间 中 , 即 Tz = 0, 则 

T Mz = MTz = M0 = 0. 


22 ”线性 映射 的 指标 


下 面 一 组 定理 描述 了 一 类 重要 的 特殊 映射 
定义 “ 若 线性 映射 G 的 值 域 是 有 限 维 的 , 即 
dim Ra < oo, (10) 


则 称 G 是 退化 的 . 
定理 5 退化 映射 在 如 下 意义 下 构成 了 一 个 理想 . 
(i) 两 个 退化 映射 的 和 还 是 退化 的 . 
(ii) 在 退化 映射 的 左 端 或 右 端 来 以 任意 线性 映射 所 得 到 的 映射 仍 是 退化 的 , BP 
若 G 是 退化 的 , 则 当 MG 和 NG 有 意义 时 ,MG 和 NG 都 是 退化 的 . 


习题 4 证 明定 理 5. 


定义 WM:X SUM L:UOX 是 线性 映射 , Ix 和 分别 是 上 和 UU 上 
的 恒 等 映 射 . 如 果 存 在 退化 映射 Gi: X —^ X 和 G2 :U UV, 使 得 
LM= Ix + Gi, ML= Iy + Go, (11) 

则 称 M 4L HAI. 
习题 5 ”证明 定理 1 后 面 描述 的 右 移 位 和 左 移 位 在 所 有 序列 构成 的 空间 上 互 为 伪 
定理 6 

(i) 若 工 和 M 互 为 伪 逆 , 则 对 任意 的 退化 映射 Gi 和 Go, L+ Gi FF M+ G2 

也 互 为 伪 逆 . 
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(让 若 M:XX 一 U 和 4A:U 一 W 分 别 有 伪 送 工 和 B, 则 AM fe LB £7) 
ME. 

习题 6 证 明定 理 G. 

回忆 一 下 , 线性 空间 U 的 线性 子 空间 R 的 余 维 数 定义 为 

codim R= dim(U/ R). 
定理 7 线性 映射 MIX OU AA, 5 BAR 
dim Nm < oo, codim Rm < oo. (12) 

WEBB ”为 了 证 明 “ 必 要 性 ”, 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

ES 车 G:X 一 X 是 退化 映射 , 则 


dim NT+G < oo, codim Rr,q < oo. (13) 
WEBB 对 Nra 中 的 每 个 x, 有 
t+ Gaz -— O0. 
这 说 明 
Nite C Re; 


结合 (10) A, 这 证 明了 (13) 式 的 第 一 部 分 . 
由 定理 103), G 把 Z/Ne 一 对 一 地 映 到 Re 上, 故 


codim Ng = dim Re. (14) 
显然 , T+G 把 Ne 中 的 每 个 z 映 到 Ne 中 ; 这 说 明 Rra 5 Ne, 由 此 可 知 
codim Rria 和 codim Ne. (14) 


(14) AA (14^) 3X, 我 们 断定 codim Rr+a < dim Re. 由 (10) 3X, 我 们 得 到 (13) 
式 的 第 二 部 分 . 
现在 假设 M HA, 则 (11) 式 成 立 . 由 (11) 中 的 第 一 个 关系 式 , 我 们 推 
出 Nm C Nig, 从 而 dim Nm < dim Nryci; 结合 (13) 的 第 一 部 分 , 我 们 得 到 (12) 
式 的 第 一 部 分 . 由 (11) 中 的 第 二 个 关系 式 , Ry 2 Rra. 因此 
codim Rm € codim Rııc. 
结合 (13) 中 的 第 二 个 关系 式 即 得 (12) 式 的 第 二 部 分 . 
为 了 证 明 “ 充 分 性 ”, 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 9 线性 空间 X 的 每 个 子 空间 N 都 有 一 个 补 子 空 间 Y, 即 存在 X 的 子 空 间 
Y F X-NoY. 这 意味 着 X 中 的 每 个 z 都 可 以 唯一 地 分 解 为 
z=n+y, neN, yey. (15) 


证 明 考虑 X 的 所 有 与 N 的 交 为 (0) 的 子 空间 Y 构成 的 集 族 F, 在 多 中 
集合 的 包含 关系 定义 偏 序 . F 的 每 一 个 全 序 子 集 Q5) 均 以 所 有 Y; 的 并 为 上 界 . 
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Zorn 引 理 说 明 , 在 多 中 存在 一 个 最 大 元 Y; Y 显然 满足 引 理 中 的 性 质 . 如 果 某 个 
a 不 能 表示 成 (15) 的 形式 , 我 们 可 以 把 x 加 到 了 rp, 这 与 了 的 最 大 性 矛盾 . 
注意 , 补 子 空间 Y 不 是 唯一 确定 的 . 在 确定 了 _ 的 一 个 特殊 的 补 子 空间 Y 
后 , 通过 (15) 我 们 定义 从 和 到 N 上 的 投影 P: 

Pr=n. 


习题 7 证 明 书 是 线性 映射 . 
习题 8 证 明 当 N 的 余 维 数 有 限时 , dim Y = codim N. 
现在 我 们 回 到 定理 7 中 “充分 性 ”的 证 明 . 由 (15) 式 可 知 , X 的 每 个 mod N 
的 等 价 类 都 恰好 包含 Y 中 的 一 个 元 素 , 而 且 这 个 对 应 是 一 个 同 构 : 
Yo X/N. 
假设 M : X — U 满足 条 件 (12). 选取 M 的 零 空 间 的 补 子 空间 和 M 的 值 
域 的 补 子 空间 V: 


X=NMSY, U=RmeV. (16) 
根据 定理 1(1), M 把 X/Ny 一 对 一 地 映 到 Ru E. 由 于 X/Nm 5 Y 同 构 , 故 


M:Y Hw 


ETÄ. 记 其 逆 为 MC! 并 定义 映射 K 如 下 : 


1 
ra=] Mr, xe Rm, (17) 
0, z ET 
利用 (16) R, 我 们 可 以 把 K 延 拓 到 整个 U 上 . WR, 
L EYE I, 在 Rm 上 ， 
KM = MK = 17 
人 0， 在 Nm 上 ， | 0， 在 V 上 . oo 


把 Q7) 重新 写 为 


KM-I-P, MK-I-Q, 
XE, P 是 XX 到 NN 上 的 投影 , QU BV 上 的 投影 . 由 此 可 知 , K 和 在 (11) 
式 意义 下 互 为 伪 逆 . 由 于 P 和 Q 是 退化 的 , 这 就 完成 了 定理 7 的 证 明 . 
定义 WM:X U 是 有 伪 逆 的 线性 映射 . 称 

ind M = dim Nm — codim Rm (18) 


为 映射 M 的 指标 . 

由 定理 7, 这 个 定义 是 有 意义 的 . 

定理 10 3 M: X OU de L:U OW 是 两 个 有 伪 逆 的 线性 映射 , 则 乘积 LM 
有 伪 逆 且 
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ind( LM) =ind L+ind M. (19) 

证 明 定理 6(ii) 可 知 , IM 有 伪 逆 . 为 证 (19) sh, 我 们 以 正 合 列 作为 计数 

手段 . 

定义 给 定 线性 空间 Vo, Vi, ae) V, 和 线性 映射 T; : Vj — Vi. Hr T; 的 值 域 是 
Ti+1 的 零 空间 , 则 称 


To T, "D T. 4 


Vo Vi 
是 一 个 正 合 列 . 


引 理 11 假设 在 上 面 的 正 合 列 中 , 每 个 V; 都 是 有 限 维 的 , mE 


dim Vo = 0 = dim Vn, (20) 
则 
y (-17dim V; = 0. (20^) 
了 
证 明 ”把 V; 分 解 为 
Vi = Nj @ Yj, 


这 里 Ni 是 Ty 的 零 空间 , Y; 是 Ny 的 补 子 空间 . 正 合 的 条 件 说 明 Tj Z5 Y; 和 Nj 
之 间 的 同 构 . 由 于 dim V; = dim N, + dim Y;, 故 
dim V; = dim Ni +dim Njjj, 0<j<n-1. (21) 


根据 (20), 
dim No =0, dim V,., = dim Ny-ı. (21) 
将 (21) 和 (21^) 代入 (20^) 的 左边 就 证 明了 交错 和 为 零 . 
为 了 证 明定 理 10, 我 们 构造 下 面 的 正 合 列 : 
0> Nm EN ON SD Be WORT EW/RL > 0. (22) 
映射 Ip 把 Nw SIBI Nem 的 一 个 子 空间 Q 是 把 U 中 的 点 映 到 包含 它们 的 
U mod Rm 的 等 价 类 的 自然 映射 . BE W mod Rem 的 等 价 类 映 到 mod Rg 的 
等 价 类 的 映射 . 
习题 9 ”验证 (22) 是 一 个 正 合 列 . 
我 们 把 关系 (20) 应 用 到 正 合 列 (22) E, 此 时 
Wo=0, Vy — Nu, Vo = Nim, Va — Nr, 
Va =U/Rm, Vs =W/Rim, Vo — W/Rp, V; —0. 
利用 余 维 数 的 定义 , 我 们 把 (20) 写 为 
dim Nm — dim Nr + dim Nr, — codim Rm + codim Rım — codim Rr, = 0. 
利用 指标 的 定义 (18), 我 们 得 到 了 指标 的 乘积 公式 (19). 
下 面 的 结果 称 为 指标 的 稳定 性 . 
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定理 12 设 M:XX 一 U 是 有 伪 逆 的 线性 映射 , G: X U 是 退化 的 线性 映射 , 则 
M+ GA TÉ, 
ind (M+ G) =ind M. (23) 
WEBB ”我 们 首先 验证 (23) AH U = X A M — I Wh pea. 为 此 , 我 们 需要 下 
面 的 引 理 . 
引 理 13 ik X 是 一 个 线性 空间 , KX CU AAMX BU AMA ARH. 
ik Xo 是 X 的 一 个 余 维 数 有 限 的 线性 子 空间 , 则 KE Xo 上 的 限制 Ko: Xo — U 
Hin, EL 


ind Ko — ind K — codim Xo. (24) 
证 明 把 Ko 分 解 为 
Ky = KIo, (24") 
这 里 Ip: Xo 一 X 是 黏合 映射 . TA, Nr = (0), Rr, = Xo, 于 是 
ind Ip = —codim Xo. (25) 


Hid (24) 应 用 乘积 公式 (19) 即 得 (24). 


设 G:X 一 X 是 一 个 退化 的 映射 ;  K:Xo XA 


K=-I+G. (26) 
显然 , 了 是 KAM. EN 为 G 的 零 空 间 ; 
Xo = Ne. (27) 


根据 (14), Xo 的 余 维 数 有 限 . 因为 G YE Xo E2958, KE Xo 上 的 限制 Ko LAS 
映射 Io. 因此 , 由 (25) XX, 
ind Ko = ind Io = —codim Xo. 
88 13. 由 (24), 
ind Ko = ind K — codim Xo. 
由 上 述 最 后 两 个 关系 式 可 知 , 对 形 如 (26) 的 每 个 K, 
ind K — 0. (28) 
这 在 M= 工 的 情形 下 证 明了 (23) X. 
现在 取 M 为 有 伪 逆 的 任意 映射 , 用 L:U 5 X 表示 M MW. 由 定义 ， 
LM-K-I-«G', 
这 里 G 是 一 个 退化 的 映射 . 由 (28) XX, 
ind (LM) = ind (I+ G’) =0. (29) 
利用 乘积 公式 (19), d (29) 知 


对 K MAGS 


H 


ind L 2 —ind M. (30) 
正如 我 们 在 定理 6(i) 中 看 到 的 , 对 退化 的 G, 五 也 是 M+ G KAX. 因此 , 再 次 
利用 (30) sh, 我 们 得 到 
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(307) 


ind L = —ind (M + G). 


结合 (30) 和 (30), 我 们 得 到 了 (23) XX. 


注 记 
本 章 的 第 一 部 分 是 标准 的 . 非 标准 的 内 容 如 下 . 
(i) 有 伪 逆 的 线性 映射 的 指标 的 概念 , 定理 7. 
Gi) 指标 的 乘积 公式 , 定理 10. 
(ii) 指标 在 退化 映射 摄 动 下 的 不 变性 , 定理 12. 
奇怪 的 是 , 这 些 线性 代数 的 结果 最 早 来 源 于 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 映射 . 
它们 的 成 立 不 依赖 于 拓扑 结构 的 存在 , 所 以 很 具有 普遍 性 . Donald Sarason 第 一 次 
在 论文 中 给 出 了 可 乘 性 的 结论 及 其 证 明 . 这 里 利用 正 合 列 给 出 的 证 明 属 于 Sergiu 


Klainerman. 


参考 文献 
Sarason, D., The multiplication theorem for Fredholm operators. Am. Math. Monthly 


94(1987): 68-70. 


第 3 章  Hahn-Banach 定理 


3.1 延 拓 定理 


Hahn-Banach 定理 由 于 它 的 简单 性 及 由 其 导出 的 意义 深远 的 结果 而 著名 . E 
处 理 线性 泛 函 的 延 拓 . 
EN We PBK 上 的 线性 空间 X 到 下 的 一 个 映射 . 如 果 对 X 中 任意 的 x, y, 

(x + y) = L(x) + L(y); 


WHER kecF, 
(kz) = kl(x), 
则 称 2 是 X 上 的 一 个 线性 泛 函 ， 
在 本 节 中 , 我 们 主要 研究 实 线性 空间 和 实数 值 的 线性 泛 函 . 
定理 1(Hahn-Banach Æ) iX X 是 实 线性 空间 ,p 是 EI KEBKE 
p 满足 下 列 性 质 . 
(i) EA: 对 X 中 的 每 个 m, 


Va > 0, plar) = ap(x). (1) 
(ii) 次 可 加 性 : 对 X 中 所 有 的 x 和 yy， 
ple + y) < p(x) + ply). (2) 
BY E x HREP SM, CRY 上 定义 的 受 p 控制 的 一 个 线性 泛 函 : 
对 YY PAHI y, (y) < ply). (3) 
断言 《可 以 延 拓 为 X 上 的 受 p 控制 的 线性 泛 函 ( 仍 记 为 0: 
对 X 中 所 有 的 a, C(x) € p(x). (3) 


证 明 Ay DERD X, WE X 中 存在 z 不 属于 Y. HE Z 表示 和 和 > 
的 线性 张 , 即 由 形 如 


ytaz, yeY, acR 
的 点 构成 的 集合 . 我 们 的 目标 是 把 4 延 拓 为 Z 上 的 一 个 线性 泛 函 , 使 得 (3) 对 2 
中 的 z 都 成 立 , BID Y 中 所 有 的 y 和 所 有 的 实数 a 都 有 
(y + az) = L(y) + at(z) < ply + az). 
由 (3) 知 , 上 述 不 等 式 对 a = 0 成 立 . 由 于 p 是 正 齐 性 的 , 我 们 只 需 证 明 上 面 的 不 
等 式 对 a = +1 成 立 : 
L(y) +22) < ply + z), ly’) - Lz) < ply’ — z). 


3.2 H 
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这 等 价 于 对 YY 中 所 有 的 y 和 y, 均 有 
(y) — ply’ — z) < «(2) < p(y 


+z) - L(y) (4) 


成 立 . 这 样 的 (2) 存在 , 当 且 仅 当 对 Y 中 任意 的 y 和 y, 
(y) — p(y — z) < ply + z) — (y). (5) 


此 即 


L(y’) + L(y) = Ly +y) < ply + z) + ply’ — 2). (5^) 


T yy JAF Y, (3) 式 成 立 : 


p 的 次 可 加 性 ， 
ply +y')=ply+z+y — z) < ply 


(y +y) < ply * y). (6) 


+2) + oy 2). (7) 


(6) 和 (7) 合 在 一 起 给 出 了 (5) sh, 这 证 明了 我 们 可 以 把 延 拓 到 Z 上 , 所 以 (3) 


仍然 成 立 . 


F=1(Z,0):Z 是 包含 Y 的 线性 空间 ， 
LE Z 上 的 延 拓 ( 仍 记 为 4) 满 足 不 等 式 (3)}. 


在 F 上 定义 偏 序 TRES 


意味 着 Z 包含 Z, & 在 Z 上 的 限制 与 4 相等 . 
WU 6) 是 F 的 一 个 全 序 子 集 . RNE 


Z=UZ, 上 定义 & € dE Z, 上 的 


限制 与 6, 相等 . 显然 , C 在 Z 上 满足 (3); 同样 显然 , 对 所 有 的 v, (Z,6,) « (2,2). 


这 说 明 多 的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 . 因此 根据 


Zorn 引 理 , 多 中 存在 一 个 最 大 的 


延 拓 . 但 是 根据 前 面 的 证 明 , 最 大 的 延 拓 所 对 应 的 线性 空间 2 一 定 是 整个 空间 X. 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


3.2 Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 


尽管 Hahn-Banach 定理 的 证 明 是 非 构造 性 的 , HB 定理 仍 有 大 量 非常 基体 的 应 


Hj. 其 中 最 重要 的 应 用 之 一 是 关于 凸 集 的 分 离 定理 , 有 时 也 称 为 Hahn-Banach 定理 


的 几何 形式 . 


定义 KX 是 一 个 实 线性 空间 , S 是 X 的 子 集 . 


依赖 于 vy 的 e, 使 得 


对 所 有 满足 [t| < e 的 实数 t, 


如 果 对 x 中 任意 的 y, 存在 一 个 


zo d- ty € S, 


W OK AEG 7 RAISE, 不 妨 设 此 内 点 为 原点 . 用 px 表示 K 关于 原点 的 


度 规 i 
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pr(x) = inf{a | a2 0,2 € K}. (8) 
由 于 假设 原点 是 K 的 一 个 内 点 , 对 每 个 m, 
pK(7X) < oo. 


定理 2 在 实 线性 空间 X 中 , SRK 的 度 规 pk 满足 正 齐 性 和 次 可 加 性 . 

证 明 由 定义 (8), 即使 K 不 是 凸 的 , 正 齐 性 也 成 立 . 为 证 次 可 加 性 , 设 zx 和 
y 是 X 中 的 任意 两 点 , a Mb IER, 使 得 
Tek, ŽEK. (9) 
正如 第 1 章 定义 的 那样 , K 的 凸 性 意味 着 K 中 点 的 任意 凸 组 合 属于 K. SEX 
z/a Al y/b MAR, 权 分 别 是 a/ (a +b) Al b/(a +b). 它们 是 和 为 1 的 非 负数 . 故 

a m. b y_ X 
a+ba a+bb a+b 

由 于 (a@+y)/(a+b) 属于 K, 根据 定义 (8), p(z +y) <at+tb. 由 于 这 对 满足 (9) 的 
所 有 正 数 All b 均 成 立 , 故 有 
DK(Z 十 妇科 inf (a+b) =inf a+inf b= p(x) + p(y), 
在 最 后 一 步 我 们 又 一 次 用 到 (8). 这 就 证 明了 pac 的 次 可 加 性 


定理 3 AK EE. 


K. 


Z rcK, N|pk(x)«l. (10) 
DK(Z) «1e ră K 的 一 个 内 点 . (10^) 
证 明 (10) 是 pk 的 定义 (8) 的 直接 结论 . 


习题 1 证 明 (10). 


定理 3 的 逆 命题 也 是 对 的 . 
定理 4 设 p 是 实 线性 空间 X 上 的 一 个 满足 正 齐 性 的 次 可 加 函数 . 


(i) 满足 
p(x) <1 
的 点 zx 构成 的 集合 是 X 的 西子 集 且 0 为 其 内 点 . 
(i) 满足 
p(z)&1 


的 点 z 构成 的 集合 是 X 的 凸 子 集 . 
习题 2 证 明定 理 A 


现在 我 们 给 出 超 平面 的 定义 . 假设 4 是 一 个 不 恒 等 于 0 的 线性 泛 函 , 对 任 
Be X 中 所 有 的 点 z 属于 且 只 属于 下 列 3 个 集合 中 的 一 个 : 


Ed 


将 
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{a:&(x) <c}, {x: l(a) =ch}, (x:4(x) > c). 
所 有 满足 
f(zx)-—c 
的 点 z 构成 的 集合 称 为 超 平 面 ; 满足 Lx) < c( 或 C(x) > c) 的 点 z 构成 的 集合 称 为 
开 的 半 平 面 . 满足 
f(x) 2c 或 Ux) <e 
的 点 构成 的 集合 称 为 闭 的 半 平 面 . 
定理 5( 超 平面 分 离 定 理 ) KK 是 实 线性 空间 X 的 一 个 非 空 凸 子 集 且 KK 中 的 每 
个 点 都 是 内 点 . 则 不 属于 数 域 K 的 任意 点 y 都 可 以 通过 超 平面 llz] 0 5 KD 
B. 即 存在 依赖 于 y 的 线性 泛 函 L 
Va € K, t(r)«c; Uy)=c. (11) 

证 明 ”不妨 假 设 0€ K, px 是 天 的 度 规 . 由 于 天 中 的 点 均 为 内 点 , 由 定理 3 

可 知 , 对 K 中 的 每 个 x, pg(z) <1. $ 


(y) — 1, (12) 
则 7 对 所 有 形 如 ay 的 元 素 z AEX, 
f(ay) = a. (12’) 


我 们 断定 , 对 所 有 这 样 的 >， 
&(z) < px (2). 

对 a < 0, 由 于 ez) < 0 而 pr > 0, 故 这 是 显然 的 . 由 于 y 不 在 K 中, 由 (8) 知 
pr(y) 2 1. 由 正 齐 性 可 知 , 对 a > 0, px (ay) > a. 

于 是 我 们 证 明了 , 在 一 维 子 空间 (ay : a € R} EXE XU € 受 px 控制 . 由 HB 

定理 , 4 可 以 延 拓 到 整个 X 上 且 仍 受 px 控制 . 由 此 以 及 (107) 可 知 , 对 K 中 任意 


化 


L(x) € DK(Z) < 1. 
取 c= 1, 这 就 证 明了 (11) 的 第 一 部 分 ; (11) 的 第 二 部 分 就 是 (12) XX. 


推论 5 设 天 是 至 少 有 一 个 内 点 的 凸 集 , 则 对 不 属于 K 的 任意 y, 存在 一 个 非 零 
线性 泛 函 0, 使 得 


对 K 中 所 有 的 x, U(x) < L(y). (13) 
定理 6( 广 义 超 平面 分 离 定 理 ) KX 是 一 个 实 线性 空间 , 甩 和 MX 的 两 个 不 
ROTH, 且 其 中 至 少 有 一 个 有 内 点 , 则 H e M 可 以 被 一 个 超 平面 U(x) = c 分 
离 , 即 存在 非 零 线性 泛 函 l 和 数 c, 使 得 对 万 中 所 有 的 wu de M T FÜR 3 v, 
Ku) € c < Lv). (14) 
WEBB ”根据 第 1 章 定理 5, AE H - M = KEW. 由 于 五 或 者 M 包含 一 
个 内 点 , K 也 包含 一 个 内 点 . 
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由 于 五 和 MM 是 不 交 的 , Od K. Xt y = 0 应 用 推论 5' 的 (13), 存在 一 个 线性 
泛 函 4 使 得 


X K PARI x, e) < (0) = 0. (15) 
HF K =H- M 中 的 所 有 元 素 z IÉU x= u- vlu Æ H P, v E M 中 ), (15) 


Ku) < £v), 
取 c= sup eg llu) 即 得 到 (14) XX. 


3.3 Hahn-Banach 定理 的 延 拓 


下 面 的 HB 定理 的 延 拓 既 实用 又 漂亮 , 此 结果 属于 R. P. Agnew 和 A. P. Morse. 
定理 7 设 X 是 一 个 实 线性 空间 , A 是 由 一 族 互 相交 换 的 线性 映射 A, XX 
构成 的 集 族 , 即 对 A 中 任意 两 个 映射 A, 和 ALL HA 

A, A, = A,A. (16) 
Kp me X EN FH, ERMA. KTh (参考 (1) 和 (2)) 函数 并 且 在 每 个 4 
作用 下 不 变 : 

p(A,x) = p(x). (17) 

设立 是 X 的 一 个 线性 子 空间 , & Æ Y 上 的 线性 泛 函 且 满足 下 列 3 条 性 质 . 

(i) £ & p 控制 , Ft Y PA y, 


L(y) < ply). (18) 

(ii) Y 在 每 个 映射 A, FRE, 即 
I Y Pay, A,ycY. (19) 

(iii) 《 在 每 个 映射 A, FRE, BP 
Y Pay, UA,y)= (y). (19) 


断言 《可 以 延 拓 到 整个 X 上 使 得 4 受 p 控制 (在 (18) 式 意义 下 ), 且 在 每 个 映射 
A, FARR. 
WEBB # (17) 对 集 族 A 中 的 两 个 映射 A4 和 B 成 立 , 则 对 它们 的 乘积 A BOE 
义 为 它们 的 复合 ) 也 成 立 . 类 似 地 , A (19) 和 (19) 对 A A B por, 则 对 它们 的 乘 
积 AB 也 成 立 . 同样 , 若 A 和 B 与 所 有 的 A, 交换 , 它们 的 乘积 也 与 所 有 的 A, 
交换 . 因此 我 们 可 以 把 恒 等 元 T 和 A 中 元 素 的 有 限 乘积 加 入 到 A 中 . 这 个 扩充 的 
集合 构成 了 一 个 半 群 . TE, 若 4 和 B 属于 这 个 半 群 , 则 它们 的 乘积 AB 也 属于 
这 个 半 群 . 从 现在 开始 , 我 们 假设 A 是 一 个 乘法 半 群 . 
我 们 在 X 上 定义 一 个 新 的 函数 9 为 
g(x) = inf p( Cz), (20) 
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这 里 C 是 4 中 映射 的 一 个 凸 组 合 , 即 形 如 

C= >》 a; Aj, a; > 0, X aed A, ATA 
AUR. 由 于 A 是 半 群 , 4 中 映射 的 凸 组 合 的 乘积 仍 是 4 FR. 
由 次 可 加 性 、 章 性 和 不 变性 (17), 我 们 得 到 


由 于 在 (20) 中 我 们 可 以 取 C 为 恒 等 元 , 故 


因为 p 是 正 齐 性 的 , 由 (20) 知 9 也 是 正 齐 性 的 . 下 面 证 明 9 是 次 可 加 的 . 


设 x 和 yy 是 X 中 的 任意 元 素 . 由 定义 (20), 对 任意 e > 0, 在 映射 4 的 凸 包 中 


存在 映射 C 和 D, 使 得 


p(Cr) =p (So a;A;«) < Y wpiz)=plz) (21) 


g(x) < p(x). (21^) 


p(Cx) < g(x) + e, p(Dy) < gly) +€. (22) 


对 映射 CD 应 用 (20) sk, 由 于 C 和 DAR, 我 们 得 至 


AL 


g(x +y) < n((CD(x + y)) = p(DCz + CDy). (23) 


利用 次 可 加 性 和 (21) A, 可 以 看 到 (23) 式 右 端 满足 


利用 (22) 式 去 估计 (24) 式 , 我 们 断定 
glz +y) < g(x) + gly) +28, 
由 于 e 是 任意 的 , g 的 次 可 加 性 成 立 . 


p(DCx) + p( CDy) < p( Cx) + p( Dy). (24) 


根据 (19), Y 上 的 4 在 每 个 A, 的 作用 下 是 不 变 的 , 因此 , 对 A 中 映射 的 任意 


HAS C 和 YY 中 的 任意 元 素 y, 
(y) = t (Y aj Ayy) = Y aitC As) = Y atly) = €). 


的 y, 
((Cy) € p( Cy). 
由 于 已 经 证 明了 Cy) = (y), WA 
L(y) < p( Cy). 
g 的 定义 (20), X Y 中 所 有 的 y, 


(19) 式 知 , Æ y BF Y, 则 Cy 也 属于 YY. 对 Cy 应 用 (18), 我 们 得 到 , 对 站 中 


L(y) < gly). (25) 


现在 应 用 Hahn-Banach 定理 证 明 , 0 可 以 延 拓 到 整个 X 上 使 得 (25) 式 成 立 . 
我 们 断言 , 在 (19) 式 意 义 下 , 这 样 延 拓 的 上 在 A 中 所 有 了 映射 A 作用 下 是 不 变 的 . 
对 A 中 任意 A 和 任意 自然 数 n, 我 们 定义 C, = 156 | AP. 由 于 A 是 半 群 , 故 


C, 属于 A 的 凸 包 . 根据 几何 级 数 的 基本 公式 , C(I 一 A) = +I- A"). 
ia te X 中 任意 点 , 由 g 的 定义 (20) 式 可 知 ， 
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gle — Az) < (C, (s — A2)) = p(C,(T- A)z) = Lp(z ~ hn (26) 


在 最 后 一 步 中 我 们 用 到 了 几何 级 数 的 公式 以 及 7 的 正 齐 性 . 由 次 可 加 性 和 (17), 我 
们 推出 


zp(z = A"x) < ^[p(z) + p( —4"2)] = lipa) + p(-a)]. 


结合 (26) XX, 我 们 得 到 


1 
n 


gle — Az) < *[p(x) + »(-2] (26?) 
4 n oo, 由 于 (26) 右 端 趋 于 0, 
g(a — Ax) <0. (27) 
由 于 g 控制 2, 由 (27) n t, 
f(x — Ax) « 0. 
£ 的 线性 意味 着 对 所 有 的 x, 
l(a) < (Az). (27) 


以 —z 代替 r, 我 们 得 到 

=a) < L(—Az), 
这 正好 是 不 等 式 (277) 相反 的 不 等 式 . 故 (277) 中 等 号 成 立 , El 4 在 每 个 A 下 不 变 . 
上 面 的 构造 可 知 2 受 g 控制 , 从 而 由 (21) Al £ 5£ p 控制 . 


习题 3 WEN: 若 条 件 (17) 改 为 p(Ax) < ple), 定理 7 AKL. 
我 们 最 后 给 出 HB 定理 在 复线 性 空间 情形 下 的 一 种 形式 , 它 来 自 于 Bohnen- 
blust 和 Sobezyk, 以 及 Soukhomlinoff. 
定理 8 设 久 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ,p 是 铸 上 的 实 值 函 数 , 它 满足 下 列 性 质 . 
(i) 对 所 有 的 复数 a 和 X 中 任意 的 z， 
plaz) = lalp(2); (28) 


(ii) 次 可 加 性 ， 
plz +y) < p(x) + ply). 
jk Y EX &j—^- A AE SM, CRY EMRE BA OR 
wl € py), yey. (29) 
断言 L 可 以 延 拓 到 整个 X E, 使 得 (29) EX 上 仍 成 立 . 
证 明 把 2 分解 为 实 部 和 虚 部 : 
L(y) = 41 (y) + ifa(y). (30) 
显然 , {1 和 45 是 实 线性 的 且 
£1 (iy) = —bo(y). (31) 
反 过 来 , EF 4 是 实 线性 泛 函 , 则 
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l(a) = &à(x) — i6 (ix) (31^) 
是 复线 性 的 . 
现在 我 们 延 拓 4. 由 (29) 和 (30) 可 知 ， 
f(y) < ply). (32) 


根据 实 HB 定理 , 4, 可 以 延 拓 到 整个 X 上 使 得 (32) 成 立 . 在 X. 上 用 (30) 定义 4. 
显然 , 是 复线 性 的 , 我 们 断定 (29) 也 成 立 . 为 此 , 记 
L(x) = or, r 是 实数 , |a| = 1, 


则 
\€(x)| =r 2 a(x) = l(a tr) = à(o^!z) € p(a^!x) = p(x). 
这 完成 了 复 HB 定理 的 证 明 . 


Gerard Buskes 在 他 的 综述 性 文章 中 给 出 了 HB 定理 的 历史 


u 


顾 和 现代 形式 . 
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#43 Hahn-Banach 定理 的 应 用 


4.1 正 线 性 泛 函 的 延 拓 


WS 是 任意 抽象 的 集合 , B = B(S) 是 S 上 所 有 有 界 的 实 值 函数 构成 的 集 
合 , 即 满足 


Iz(s)| <c, Vses (1) 
的 函数 构成 的 集合 . B 是 一 个 实 线性 空间 . 
B 中 元 素 之 间 存 在 一 个 自然 的 偏 序 : x < y 意味 着 对 S 中 所 有 s 均 有 x(s) < 
y(s). 4$ x > 0, WRK x 为 非 负 函数 . 
WY 是 BMA RCE fme, Ce 是 了 上 的 线性 泛 函 . 如 果 对 
Y 中 所 有 的 非 负 函数 y, A ((y) > 0, 则 称 £ 是 正 线性 泛 函 . 每 个 正 线性 泛 函 2 都 
是 单调 的 : 


y < yo 意味 着 Ly) < (yo). (2) 
定理 1 GY X B 的 一 个 线性 子 空间 且 包 含 一 个 大 于 某 正常 数 (不 妨 设 为 1) 的 
e AC Yo: 


Vs € S, 1< yo(s). (3) 
设 2 是 了 上 的 一 个 正 线性 泛 函 . 
断言 4 可 以 延 拓 为 整个 B 上 的 一 个 正 线性 泛 函 . 
证 明 在 BB 上 定义 函数 p 如 下 : 对 B PINTER x, 


P(t) = _ ue): (4) 
因为 由 (1) 和 (3) 可 知 
—cyo € t < cyo, (5) 


这 说 明 (4) AH inf 是 定义 在 一 个 非 空 集合 上 的 ， 从 而 函数 p 是 良 定义 的 ; 而 


p(t) € cl(yo)， 这 里 c 是 满足 (1) 的 任意 常数 .最 小 的 这 样 的 常数 是 c = 


supscslz(s|， 由 (5) 可 知 , 任意 y > x 满足 -cyo < x < y. HF € 是 线性 的 
是 正 的 , 对 这 样 的 y, 由 (2) 可 知 —cl(yo) < Uy), 从 而 由 (4), 
—cl(yo) < p(x). (6) 


引 理 2 d (4) 定义 的 函数 p 是 
(i) 正 齐 性 的 . 
(i) 次 可 加 的 . 
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(iii) 负 的 , 对 z « 0, p(x) « 0. 

(iv) SY 中 的 2, p(x) = L(x). 
证 明 

(i) BEX, x <y 意味 着 对 a > 0, az € ay. IEZETE 

(ii) War, 和 x. 是 B 中 任意 两 个 函数 , y 和 yo 是 了 中 满足 

TI1SY, Tel yo 

的 任意 两 个 函数 . 此 两 式 相 加 得 到 zi + zz < yi t+ yo. HH p 的 定义 (A), 

p(zi-cz3)-— inf Zl(y) < inf Lyi + y2) 


xı+272<y zı Sy1,02SYy2 
Z tt, n , Ma) = plzı) + plz). 


这 证 明了 p 是 次 可 加 的 . 


这 证 明了 (ii). 
(iv) 假设 x 属于 Y, 由 (2) 知 , x < y 意味 着 C(x) < L(y), 
代入 (4) 给 出 p(x) = Ue), (iv) 得 证 . 


IK 


Vx € B, l(a) € p(x). 
假设 x < 0. 由 (iii), p(x) < 0, 故 由 (8), 
X r0, &(x) <0 
这 证 明了 是 正 的 , 定理 1 证 毕 


定理 1 是 Mark Krein 的 一 个 非常 一 般 的 定理 的 特殊 情形 , 参看 Kelley 和 


Namioka 的 书 第 20 页 . 


4.2 Banach 极限 


x = (01,02, -) 


定义 (A) 可 得 . 


(iii) 假设 x < 0, 则 在 (4) 式 右 端 取 inf 时 让 yw = 0 是 容许 的 , 故 p(x) < 


由 引 理 2 An, 我 们 可 以 应 用 Hahn-Banach 定理 将 £ 延 拓 到 整个 B E, 使 得 4 


(7) 


£(0) = 0. 


y-ıN DES 


(8) 


(9) 


(10) 


构成 的 空间 . 当 B 中 的 向 量 的 加 法 和 标量 乘法 按 分 量 定 义 时 , B 是 一 个 实 线性 空 


间 . 我 们 在 B 上 定义 函数 如 下 : 对 由 (10) 给 出 的 x, 
p(x) = hmsup Qn. 


定义 可 知 是 x 的 正 齐 性 的 函数 ， 我 们 把 p 是 次 可 加 的 证 明 留 给 读者 . 
定义 4 为 左 平 移 , 即 


Ax = (dg, a3,.…). 


(11) 


(12) 
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定义 (11) 直接 推出 p 是 平移 不 变 的 , BH 
p(Az) = p(x). (13) 
设 Y 是 由 所 有 收敛 的 实数 列 构成 的 线性 空间 . 显然 , Y 是 B 的 一 个 线性 子 空 
间 . 在 了 E, 我 们 定义 线性 泛 函 € 为 


L(y) = lim bn, (14) 
这 里 iig 
y = (bi, bs, -). (14) 
显然 , 0 是 线性 的 . 比较 定义 (11) 和 定义 (14), 我 们 得 到 
Vy € Y, L(y) = ply). (15) 
显然 , 平移 映射 把 Y 映 到 YY 中 ; 同样 显然 , £46 Y. 上 的 作用 是 平移 不 变 的 : 
Vy € Y, (Ay) = L(y). (16) 
现在 应 用 第 3 章 定 理 7, 我 们 可 以 把 £ 延 拓 到 B 中 所 有 有 界 数 列 zx b, 使 得 


(i) £ 是 线性 的 . 
(ii) £ 是 平移 不 变 的 . 
(iii) £5 p 控制 . 
定理 3 ”对 每 个 有 界 数列 (10), 可 以 定义 一 个 广义 极限 (或 Banach 极限 ), 记 为 
LIM an, 使 得 
” “(i) 对 收 化 数列 , 广义 极限 与 通常 的 极限 一 样 ， 
(ii) 


LIM(a, + bn) = LIMa, + LIM b,,. 
(iii) ERM E, 7 ID 
LIM ank = LIM an. 
(iv) =. TM 
lim inf An X LIM an € lim sup a4. 
WEBB X} x= (a1,a2,…), 我们 令 
LIM an = x). 
(i) 由 (14) 和 (14^) 可 得 ; (Gi) 表示 了 的 线性 ; (Gii) 是 € 的 平移 不 变性 ; (iv) 表示 了 
£ 受 由 (11) 定义 的 p 控制 , 并 应 用 到 C(x) 和 edle) E: 
-p(-2) < L(x) < plz). 


习题 1 iA: EE 4.1 节 中 取 3 — (EH, Y AKKA R E SH, 由 
(14) XXE XC, 则 由 (4) 给 出 的 p 和 由 (11) 定义 的 p 相等 . 


习题 2 ”证明 : 我 们 可 以 选择 一 个 Banach 极限 , 使 得 对 任意 的 Cesaro 可 加 和 的 有 
界 数列 (cl cz, …), 均 有 
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LIM Cn = C, 
即 其 部 分 和 的 算术 平均 收敛 到 c. 


习题 3 证 明 , 存在 上 一 co 下 的 一 个 广义 极限 , 使 得 对 定义 在 (teR:t>0} 上 的 
所 有 有 界 函 数 c(t), 该 广义 极限 满足 定理 3 中 的 性 质 (i) 到 (iv). 


4.3 ” 有限 可 加 的 不 变 集 函数 


单位 圆 上 的 Lebesgue 测度 在 旋转 下 是 不 变 的 . 这 个 测度 可 以 扩充 到 比 单位 圆 
上 的 Lebesgue 可 测 集 更 大 的 o 代数 上 并 保持 旋转 不 变 . 但 是 , 众所周知 且 容易 证 
明 的 是 , 如 果 我 们 承认 选择 公理 , 那么 在 单位 圆 的 所 有 子 集 上 , 不 存在 旋转 不 变 的 
可 数 可 加 的 测度 . 
定理 4 ”我 们 可 以 在 单位 圆 的 所 有 子 集 P 上 定义 一 个 非 负 的 有 限 可 加 的 集 函 数 
m(P), 使 得 它 是 旋转 不 变 的 . 

证 明 ”我 们 取 5 为 单位 圆 , BES 上 所 有 有 界 实 值 函数 构成 的 集合 . 取 Y 为 
S 上 有 界 的 Lebesgue 可 测 函 数 构成 的 有 界 空 间 , 并 取 (y) 为 y 的 Lebesgue 积分 : 


a) = f wove (17) 


空间 Y 包含 函数 yo = 1, We 4.1 节 定 理 1 的 条 件 (3) 满足 . 因此 , 由 (4) RE 
义 的 函数 p 是 恨 定义 的 . 


我 们 用 {4。} 表示 对 圆周 上 的 函数 旋转 p 的 作用 . 正如 上 面 注意 到 的 , 4 是 旋 
转 不 变 的 : 
(Apy)(9) = v(0 + p), Apy) = Ey). (18) 
由 于 关系 x <y 也 是 旋转 不 变 的 , 故 由 (4) 式 定 义 的 p 是 旋转 不 变 的 : 
p(Apx) = pl). (18°) 


圆周 上 的 旋转 是 互相 交换 的 , 从 而 线性 映射 CAS) 构成 了 一 个 映射 的 交换 群 . 
由 第 3 章 的 定理 7, £ 可 以 延 拓 到 整个 B E, 使 得 4 是 

(i) 线性 的 . 

(ii) 旋转 不 变 的 . 

(iii) 受 p 控制 的 . 

Xx P 是 圆周 S 的 任意 一 个 点 集 ; 用 cp 表示 它 的 特征 函数 : 


ur e (19) 


m(P) = (cp). (19) 
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与 定理 1 中 的 证 明 一 样 , 由 f(x) < p(x) 可 知 上 是正 的 . 由 于 cp 是 非 负 函数 ， 


的 定义 (19^) 知 , m 是 非 负 的 : 
m(P) 0. 


设 p 是 任意 旋转 , 用 已 + p 表示 集合 已 旋转 p 得 到 的 集合 . 


cp 的 定义 (19) 


可 知 
cp+, = Apcp. 

于 是 旋转 不 变 的 , 由 m 的 定义 (19) 知 
m(P+p)= m(P), 


即 m 是 旋转 不 变 的 . 
WP, All Pp 是 不 交 的 子 集 . 由 定义 (19), 
CP UPa = Cp, t Cp,. 
代入 m 的 定义 (19), 并 利用 的 线性 , 可 知 
m(Pı UP) = m(Pı) + m(P:). 
这 证 明了 m 是 有 限 可 加 的 . 


(20) 


注 记 单位 圆 上 的 旋转 是 互相 交换 的 , 从 而 算 子 A, 互相 交换 ， 


这 在 应 用 第 3 章 定 


TE 时 是 需要 的 . 三 维 球面 的 旋转 不 是 交换 的 , 从 而 对 应 的 算 子 


A, 也 不 是 交换 的 . 


因此 上 述 证 明 不 能 用 来 将 定理 4 推广 到 三 维 的 情形 . 事实 上 , Hausdorff 证 明了 在 


三 维 情形 下 定理 4 是 错误 的 ; 在 2 球面 上 不 存在 旋转 不 变 的 有 限 可 加 的 集 函 数 . 证 
明基 于 2 球面 的 一 个 有 限 分 解 , 有 时 也 称 为 Banach-Tarski (W. 
总 之 , 我 们 指出 , Banach 空间 的 对 偶 理 论 构成 了 Hahn-Banach 定理 最 丰富 的 


应 用 . 这 将 在 第 8 章 和 第 9 章 中 给 出 . 


历史 注 记 。 ”Hausdorff 的 名 字 深 深 地 舱 入 了 现代 分 析 , Hausdorff 


空间 、Hausdorf 最 


大 原理 和 Hausdorf 测度 都 是 家 喻 户 晓 的 概念 . 他 是 一 位 德国 数学 家 , HEF 1868 


年 . 年 轻 时 , 他 出 版 了 多 卷 诗集 和 格言 . 他 职业 生涯 的 大 部 分 时 
恩 度 过 的 . 由 于 他 是 犹太 人 , 在 1942 年 被 驱逐 出 境 , 这 其 实 是 德 


间 是 作为 教授 在 波 
国 纳粹 为 杀 死 欧洲 


所 有 犹太 人 的 “最 后 解决 方案 ”的 一 部 分 . Hausdorf、 其 妻子 和 
待 他 们 的 是 什么 , 于 是 一 起 自杀 身亡 
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cox MEERES 


5.1 % ZU 


Ww X ER Ba C 上 的 一 个 线性 空间 . X 上 的 范 数 , 记 为 |z|, EX  R 的 满 
足以 下 性 质 的 实 值 函数 . 


(i) 正 性 
X x #0, |x| >0; |0| = 0. (1) 
(ii) 次 可 加 性 ， 
lz + yl < |x] + lyl. (2) 


(iii) 齐 性 . 对 所 有 的 标量 a, 


laz| = lallzl. (3) 
借助 于 范 数 , 我 们 可 以 通过 定义 两 点 间 的 距离 
d(x,y) = |x — y (4) 


在 X 上 引入 一 个 度量 . 容易 验证 , d 具有 度量 的 所 有 性 质 . RZ, 容易 证 明 线性 空 
间 上 具有 平移 不 变性 和 齐 性 的 度量 : 
d(x + z,y + 2z) = d(x,y), d(ax,ay) = |aļd(x, y) (4^) 
都 可 以 由 一 个 范 数 通过 (4) 给 出 . 

有 了 度量 (4), 我 们 可 以 引入 诸如 收敛 级 数 、 开 集 、 闭 集 和 紧 集 等 拓扑 概念 . 这 
些 概念 是 非常 关键 的 . 
定义 ”假设 在 线性 空间 X 上 定义 了 两 个 不 同 的 范 数 |zl: 和 zo. 如 果 存 在 常数 c, 
使 得 对 X 中 所 有 的 zx， 


ez < |zl2 < c |zh, (5) 
这 个 概念 的 重要 性 在 于 等 价 的 范 数 诱导 出 相同 的 拓扑 . 
在 第 1 章 中 我 们 考虑 了 构造 新 线性 空间 的 不 同方 法 , 同样 的 方法 可 以 用 来 构 
造 新 的 赋 范 线性 空间 . 特别 地 , 我 们 注意 到 以 下 几 点 . 
(i) 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 Y 也 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 
(ii) 给 定 两 个 线性 空间 Z ALU, MEM Z @U = {(z,w) :z€ 2,ueU} 表示 它 
们 的 笛 卡 儿 积 . 当 Z 和 7 都 是 赋 范 线性 空间 时 , Ze U 也 可 以 赋 范 , 比如 令 


30 ”第 5 章 赋 范 线性 空间 


I(z,u)] = |z| + ul, HC u)| = maxt[z] lul}, È (2,4) = (lz? + ul). (6) 
习题 1 

(a) 证 明 (6) EN TIER. 

(b) 证 明 它们 在 (5) 式 意 义 下 是 等 价 的 . 


WX 是 一 个 赋 范 线性 空间 , Y 是 其 子 空间 . 在 第 1 章 中 我 们 定义 了 它们 的 商 
空间 X/Y, 它 是 线性 空间 . 现在 我 们 问 : 在 商 空间 中 是 否 有 引入 范 数 的 自然 的 方 
法 ? 答案 是 肯定 的 , 只 需 假设 Y 是 闭 的 子 空间 : 
定理 1 设 Y 是 赋 范 线性 空间 X 的 一 个 闭 子 空间 . 设 {xj} X X mod Y 的 一 个 
等 价 类 . 我 们 定义 


|{z;}| = m |z;j]. (7) 
断言 (7) 定义 了 商 空间 X/Y 上 的 一 个 范 数 . 
WEBB ”性质 (3) 一 一 齐 性 一 一 是 显然 成 立 的 . 为 证 明 次 可 加 性 , We {ej} 和 {z} 
是 两 个 等 价 类 . 由 定义 (7), 对 任意 s > 0, 可 以 选取 代表 元 , 使 得 
[zj| < oy +e, Izl < Hz} + e. (8) 
由 X/Y 中 加 法 的 定义 , zj +2; 属于 {vj} + {2;}. 因此 由 定义 (7), 
{zj} + 5H < |e; + 2;l 
E x 中 范 数 的 次 可 加 性 和 (8), 
Hez + {2} < lezl + ley] < [test] + He} + 2e. 
这 对 任意 的 s > 0 都 成 立 , 从 而 有 范 数 (7) 的 次 可 加 性 . 
显然 (7) 是 非 负 的 . 为 证 正 性 , 设 Hej = 0. 由 定义 (7), 存在 (m5) 中 元 素 zn 
的 序列 , 使 得 


lim |z,| = 0. (9) 
由 等 价 的 定义 , 等 价 的 元 素 m, 相差 属于 Y 中 的 元 素 . 特别 是 , 我 们 可 以 记 
Tn = 434—9n, n= 2,3,.…, Inte Y H, 


代入 (9) 5X, 我 们 有 


Jim |z1 — ya] = 0, 
由 (4) 可 知 , 在 度量 空间 的 语言 下 ， 

Jim Yn = $1. (9) 
在 度量 空间 中 , TRY 中 一 列 点 的 极限 属于 Y 的 闭 包 . 由 于 假设 Y 为 闭 的 , (9) 
意味 着 zi JAF Y. 但 是 由 此 可 知 , 整个 等 价 类 {x;} d Y 中 的 元 素 构 成 , 从 而 是 
X/Y 中 的 零 元 . 
定理 2 设 久 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,Y 是 X 的 线性 子 空间 . my 的 闭 包 是 和 的 
线性 子 空间 . 


习题 2 证 明定 理 2. 


为 了 分 析 方 便 , 在 通过 极限 过 程 构造 具有 所 需 性 质 的 对 象 时 , 我 们 需要 度量 空 
间 是 完备 的 , 即 每 个 Cauchy 列 都 有 一 个 极限 . 在 赋 范 线性 空间 的 情况 下 也 是 如 此 . 
EX Banach 空间 是 完备 的 赋 范 线性 空间 . 

我 们 回忆 一 下 度量 空间 完备 化 的 过 程 . 每 个 度量 空间 5 都 可 以 先入 到 一 个 完 
备 的 度量 空间 5 中 , 5 由 S 中 的 Cauchy 列 的 等 价 类 构成 . S 在 5 中 是 稠密 的 , 即 
S 的 闭 包 是 S. 
定理 3 ” 赋 范 线性 空间 X 在 度量 (4) 下 的 完备 化 于 有 一 个 自然 的 线性 结构 , 使 得 
X 是 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 . 

证 明 注意 到 度量 空间 的 完备 化 中 的 点 是 Cauchy 列 的 等 价 类 . 两 个 Cauchy 
列 逐 项 相 加 的 和 仍 是 一 个 Cauchy 列 , 等 价 的 Cauchy 列 的 和 仍 是 等 价 的 . 


习题 3 ik: db X Z— ^^ Banach ZH, Y Æ X 的 闭 子 空间 , 则 商 空 间 x/Y 是 
完备 的 . (提示 : 利用 X/Y 中 满足 lm — dnl < 1/n? 的 Cauchy 列 {qn}.) 

赋 范 线性 空间 的 完备 化 过 程 是 得 到 完备 赋 范 线性 空间 的 主要 方法 之 一 . 这 在 泛 
函 分 析 中 是 至 关 重 要 的 . 下 面 我 们 给 出 一 些 重要 的 赋 范 线性 空间 的 例子 . 这 些 是 现 
代 分 析 中 大 家 都 熟知 的 内 容 . 

(a) 满足 sup|a;| < oo 的 所 有 问 量 

x = {a1,42,---}, aj; EC 
构成 一 个 线性 空间 . 在 其 上 定义 范 数 为 
|Zloo = sup lajl. (10) 

此 赋 范 线性 空间 记 为 be, 它 是 完备 的 . 

(b) & p > 1, 是 一 个 固定 的 数 . 满足 ^ laje < oo 的 向 量 z = (a1,a2,…) 构成 
了 一 个 线性 空间 . 在 其 上 定义 范 数 为 
e = (Sis) ^. (11) 
此 赋 范 线性 空间 记 为 P, 它 是 完备 的 . 

(c) ES 是 一 个 抽象 集合 , X 是 由 S 上 所 有 有 界 复 值 函数 f 构成 的 线性 空间 . 
在 X 上 定义 范 数 为 


flo = sup [f (5)I. (12) 
此 赋 范 线性 空间 是 完备 的 . 
(d) 设 Q 是 一 个 拓扑 空间 , x 是 由 Q 上 所 有 连续 的 有 界 复 值 函 数 f 构成 的 线 
性 空间 . 在 X 上 定义 范 数 为 


|f] = sup [f (a)]. (13) 
Q 
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这 个 赋 范 线性 空间 是 完备 的 . 

(e) & Q 是 一 个 拓扑 空间 , x 是 由 Q 上 所 有 具有 紧 文 撑 的 复 值 连续 函数 £I 
成 的 线性 空间 . 在 X 上 定义 范 数 为 
[flmax = max |f(g)]. (13°) 
这 个 赋 范 线性 空间 不 是 完备 的 , 除非 Q 是 紧 的 . 

(£) 设 D 是 R” 中 的 一 个 区 域 , x 是 由 D 上 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 构成 的 线 
性 空间 . 在 X 上 定义 范 数 为 


= (f moras). 165 (14) 


这 个 赋 范 线性 空间 不 是 完备 的 , 它 的 完备 化 记 为 IP. 
(g) 设 D 是 R^ 中 的 一 个 区 域 , k 2179888 pe 1. BX HD Liat POPE 
质 的 Ce 函数 构成 的 集合 ， 


对 所 有 |a| € k, / |ð“ f |Pdx < oo, 

D 

这 里 O° 是 任意 偏 导 数 : 
ge = O71...0%, 0; = 
WW x 是 线性 空间 . 在 X 上 定义 范 数 为 


1/p 
ie (E J eae) | (15) 


lal<k 


ö 
a la| 2 o1 +: + an, 


Ox: 


此 赋 范 线性 空间 不 是 完备 的 , 它 的 完备 化 记 为 WEP, WO Sobolev 空间 . 

定理 4 例 (a) 至 例 (g) 中 定义 的 范 数 满足 范 数 定义 中 的 性 质 (1) E MUR (3). 
证 明 ”性质 (1) 和 性 质 (3) 一 一 正 性 和 齐 性 一 一 是 容易 验证 的 . 下 面 我 们 证 

明 性 质 (2), 次 可 加 性 . 为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 例 (a) 和 例 (b). 注意 到 例 (a) 可 以 

视 为 例 (b) 当 p — oo 时 的 极限 情形 . 


设 


x = {a1,42,.…}, y= (1,03, 
则 
x+y = {a1 +b1,a2 + bo,---}. 
我 们 首先 取 p = oo. 由 (10), 
er SUBIRE Pn 


和 sup la; +sup |b;| = [æl + lylo. 
j j 


下 面 我 们 证 明 p = 1 的 情形 . 由 (11), 


let yh = Y la; + jl < Y las + Ibi] = lh + lyh: 
对 1 «p «oo 的 情形 , 我 们 需要 Holder 不 等 式 . 为 了 叙述 它 , 我 们 引入 具有 有 
限 q 范 数 的 向 量 u: 
1/ 
u- (ec (Mol) = lul «oo. (16) 
这 里 q 和 p feli Fi XC RSME: 


NM 


i4 S24; (17) 
p q 
我 们 现在 定义 刀 和 & 的 向 量 之 间 的 内 积 如 下 : 
(x,u) = 》 ajc. (18) 
Hölder 不 等 式 对 包 中 的 z 和 4 中 的 网 定义 内 积 (18) 的 级 数 收敛 且 
(25, u)| < |o ula; (19) 


假设 p Al q 在 (17) AEX FIR. 
对 此 的 证 明 , 可 以 参考 Courant 的 《 微 积分 》 第 2 8. (19) 式 中 等 号 成 立 , 当 
且 仅 当 


arg ajc; 和 |ajl?/lejl? 关于 了 是 独立 的 . (20) 
于 对 OP 中 给 定 的 oc, 我 们 总 是 可 以 选取 08 中 的 u, 使 得 (20) RH. |u|, = 1, 
因此 我 们 可 以 把 Holder 不 等 式 重 新 叙述 如 下 . 
定理 5 对 4 妇 中 任意 c, 


ea er) (21) 


注意 到 内 积 (18) 作为 Au 的 函数 是 双 线 性 的 . 在 (21) RPA z y 代替 

利用 线性 独立 性 , 我 们 得 到 
Er ee 

根据 Holder 不 等 式 (19), 对 |u|; = 1, 


(2, w)| < |l». |(y. < lul». 


x 并 


$ 


ma (a, u)| + |(y, u)l. (22) 


代入 (22) 得 到 
|x E yl» < [zlp Ae |yly, 


这 证 明了 定理 4. 


EBENE, 即 p = = 2 的 情形 , 是 范 数 的 一 个 及 其 重要 的 例子 , 将 会 在 第 6 
章 讨论 


nun 


Bl (£) 和 例 (g) 中 定义 的 范 数 满足 属于 Sobolev 的 重要 不 等 式 : # 
mp<n H pax 5 (23) 


H. Q 是 一 个 立方 体 , 则 
|fla <elfla,p (23^) 
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这 里 常数 c 只 依赖 于 pq, k,n. 这 些 不 等 式 对 所 有 立方 体 在 光滑 映射 下 的 象 Q 当 
然 也 成 立 . 更 一 般 地 , 这 些 不 等 式 对 满足 锥 条 件 的 所 有 区 域 D 也 成 立 . 证 明 参 考 
Adams 或 Mazya 的 书 . 
由 于 空间 Ze 和 WEP 是 光滑 函数 构成 的 空间 在 适当 范 数 下 完备 化 得 到 的 , 故 
若 条 件 (23) WE, Wwe? 包含 在 Le P. 
我 们 在 分 析 中 研究 和 应 用 的 赋 范 线性 空间 都 是 无 限 维 的 . 根据 Cantor 的 集合 
论 , 在 无 限 中 也 有 分 次 , 它们 中 最 小 的 是 可 数 集 . 
定义 ” 赋 范 线性 空间 X 称 为 是 可 分 的 , 如 果 它 包含 着 一 个 可 数 的 稠密 的 子 集 , B 
闭 包 是 整个 空间 X 的 点 集 
分 析 中 用 到 的 空间 大 多 数 (但 不 是 全 部 ) 都 是 可 分 的 . 下 面 是 一 个 不 可 分 空间 
的 重要 例子 . 
(h) 设 X 是 由 区 间 [0,1] 上 的 所 有 全 质量 有 限 的 带 号 测度 m 构成 的 线性 空间 . 
我 们 定义 m 的 范 数 为 m 的 全 质量 : 


1 
m= | [dm]. 
0 


H m, 表示 在 y 点 有 单位 质量 的 测度 . 显然 , y zz, |my 一 mz| = 2. 由 于 在 
区 间 [0,1 中 有 不 可 数 个 点 y, 所 以 X 是 不 可 分 的 . 


E 


5.2 ”单位 球 的 非 紧 性 


有 限 维 空间 中 的 许多 存在 性 定理 都 基于 闭 单位 球 
Bı = {z : |æ| < 1) (24) 

是 紧 的 这 一 事实 , 也 就 是 说 , Bi PIER RIRA AATA. F. Riesz 证 明 
了 此 性 质 刻 化 了 有 限 维 空 间 . 
定理 6 KX ZAMAN MTA SA, 则 由 (24) 定义 的 闭 单位 球 B, 不 是 
Au. 

WEBB ”我 们 首先 需要 一 个 引 理 . 
引 理 7 若 Y 是 赋 范 线性 空间 XX 的 一 个 闭 的 真子 空间 , MAX 中 存在 长 度 为 1 
的 向 量 z, 


> 


lz| =1, (25) 
使 得 
Vy € Y, |z-y|> a (25) 
证 明 TY 是 XX 的 真子 空间 , 在 X 中 存在 点 x 不 属于 Y. dT Y 是 闭 
的 , 2 到 YY 的 距离 是 正 的 : 
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TEE Y 中 存在 点 yo 使 得 


由 (26) 式 可 知 


^ 


(25) 显然 成 立 , 结合 (27) 和 
iO WA, (25) 右 端的 数 4 


Wz =g- y 于 是 我 们 可 以 把 (27) 式 写 为 


inf —y|=d>0. 26 
abs y|=d> (26) 
|£ — yo| < 2d. (27) 
|z'| < 2d. (27) 
Vy € Y, |’-y 2 d. (28) 
z 
之 一 ler 


(28) 得 到 (25^). 
可 以 换 成 任意 小 于 1 的 数 . 


现在 证 明定 理 6 我们 如 下 递归 地 构造 一 列 单 位 向 量 (uu). TERE yy. 假设 


2 ,Yn_1 已 经 选 好 ; 用 Yn 表示 它们 张 成 的 线性 空间 . 由 于 Ys 是 有 限 维 的 , 它 
是 闭 的 ; 因为 X 是 无 限 维 的 , MY, 是 X 的 一 个 真子 空间 . 因此 由 引 理 7, 存在 z 


满足 性 质 (25) 和 (25’). W 


由 于 y; (<n) 属于 Yn, 


Yn ZZ. 


1 . 
ly. =Y > 3 «n 


这 说 明 两 个 不 同 的 y; 之 间 的 距离 超过 1, 从 而 (y, PRA TIT UAE Cauchy 列 . 由 


于 所 有 的 v, 都 属于 单位 球 


Bi, 故 Bi 不 是 紧 的 . 


习题 4 证 明 赋 范 线性 空间 的 每 个 有 限 维 子 空间 都 是 闭 的 . (提示 : 利用 有 限 维 空 


间 上 的 所 有 范 数 都 是 等 价 的 
下 面 我 们 给 出 单位 球 中 
EX WARS a Aly 中 


这 一 事实 , 证 明 每 个 有 限 维 子 空间 都 是 完备 的 .) 


所 缺少 的 紧 性 的 一 种 蔡 代 . 
一 个 是 另 一 个 的 非 负 常数 倍 的 情形 以 外 , (2) 式 中 的 不 


等 式 严格 成 立 , 则 称 赋 范 线性 空间 X 上 的 范 数 是 严格 次 可 加 的 . 


习题 5 EHA (a). Al (c) 


习题 6 HHA (b) 和 例 (f 


、 例 (d) 和 例 (e) 中 的 上 确 界 范 数 不 是 严格 次 可 加 的 . 
) 中 的 上 确 界 范 数 当 卫 = 1 时 不 是 严格 次 可 加 的 . 


751 « p « oo IN, Bi (b) 和 例 (£) 中 的 所 有 范 数 都 是 严格 次 可 加 的 . 而 且 对 每 
一 个 这 样 的 范 数 , 在 下 述 意 义 下 是 一 致 成 立 的 . 

对 每 对 单位 向 量 z 和 y, (æ+ y)/2 的 范 数 严格 小 于 1, HS 1 之 间 只 相差 一 个 
依赖 于 lz 一 y| 的 常数 . 更 确切 地 , 存在 正 数 7 的 单调 增 函 数 e(r), 
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e(r) > 0, lim e(r) =0, (29) 
使 得 对 单位 球 lz| <1, |y| < 1 中 所 有 的 z, y 不 等 式 

T+Yy 

I &1-e(lz — yl) (30) 


定义 ”如 果 对 赋 范 线性 空间 X 中 的 所 有 单位 向 量 x Ay, 范 数 满足 (30) sh, 则 称 
赋 范 线性 空间 X 为 一 致 凸 的 , 这 里 elr) 是 满足 (29) 的 函数 . 
定理 8 设 怀 是 一 致 凸 的 Banach Z), K Æ X -AAL FR, z eX PE 
点 , 则 在 K 中 存在 唯一 点 y, 它 到 z 的 距离 比 K 中 其 他 点 到 z 的 距离 更 近 . 

证 明 “如果 假设 0 不 在 K N, 则 我 们 可 以 取 z = 0. H s 表示 0 到 K 的 距 
离 , 即 


— 


s int [y]. (31) 
由 于 0 不 属于 天 且 天 是 闭 的 ,s>0. > {yn} 是 (31) 的 一 个 极 小 化 序列 , BI 
Yn EY, [Yn] = Sn > s. (31^) 
定义 单位 向 量 En 为 
Ln = = (31^) 
我 们 有 
Tn Em 1 1 
2 T 25, Unt 35 Ym 
= (z- + =) (CnYn + CmYm)- (32) 
28, 2S5 


显然 ， Cm 和 Cm 是 正 的 ， Cm 十 Cm =1. HT K 是 凸 的 ， CnUn + CmYm 属于 K. 因 
此 由 (31) 式 知 


|CnYn + CmYm| 2 5. 
代入 (32) A, 我 们 得 到 
Zub S | 8 
| 2 | > Dsn 2sm” (33) 
由 于 {yn} 是 (31) 的 一 个 极 小 化 序列 , s, 一 s, 因此 (33) 式 右 端 趋向 于 1. 由 (33), 
极 小 化 序列 (y, 是 Cauchy 列 . 由 于 X 是 完备 的 且 天 是 闭 的 , 序列 {yn} 收敛 到 
K 中 的 点 y. 显然 , ly| = s. 类 似 地 可 以 证 明 y 的 唯一 性 . 


定理 8 的 作用 在 于 , 它 保证 了 当 我 们 想 最 小 化 的 集合 K 不 是 紧 集 时 最 小 范 数 
元 的 存在 性 . 根据 定理 6, — Banach 空间 有 许多 闭 的 但 非 紧 的 有 界 集 K. 

一 致 凸 的 概念 是 由 Clarkson 引入 的 , 同时 他 证 明了 当 1 <p<o IN, L? 是 一 
致 凸 的 . 
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现在 我 们 给 出 一 个 例子 , 说 明 在 不 是 一 致 凸 的 空间 C 中 (事实 上 , 最 大 值 范 数 
甚至 不 是 严格 次 可 加 的 ), 定理 8 的 结论 不 成 立 . 
取 C 为 由 闭 区 间 [-1,1] 上 的 所 有 实 值 连续 函数 构成 的 空间 C[-1,1]. 设 天 是 


满足 
kdt — 0, / kdt = 0 (34) 
—1 0 
的 所 有 函数 k(t) 构成 的 集合 . K 是 一 个 线性 子 空间 , 因此 是 凸 的 , 而 且 K 明显 
闭 的 . 
设 z(t) 是 C 中 任意 满足 


Au 


0 1 
zdt= 1, I zdt = —1 
0 


一 1 
的 函数 . 由 (34) 可 知 , 对 K 中 任意 的 k, 
0 


| (Nat= 1, [e-ma=-ı. 


由 此 可 知 
max z(t) — ki] 2 1, (35) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 
W-1<t<0, z(t) -k(t) 81. (35/) 
类 似 地 ， 
Bin le) — &(9]  —1, (36) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 
对 0O<t<1, 2(t)-k(t)=-1. (36^) 


条 件 (35^) 和 (36) Æ t — 0 点 不 可 能 同时 成 立 , 因此 (35) 和 (36) 中 至 少 有 一 个 不 
等 式 成 立 . 这 证 明了 对 K 中 任意 k, 

|z— kl > 1. (37) 

另 一 方面 , 我 们 能 够 选取 K 中 的 , 使 得 (35) 和 (36) 中 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 与 

1 和 —1 靠 的 要 多 近 就 多 近 . 故 

inf [oS Rl mae = (37) 

此 式 与 (37) 式 合 在 一 起 证 明了 在 K 中 没有 和 2 距离 最 近 的 点 . 


5.3 等 距 


我 们 现在 研究 Banach 空间 X 到 自身 上 的 等 距 , BOM X BX 上 的 保持 任意 
两 点 间 的 距离 的 映射 M: 
Xp x PMA x,y，|M(x) - M(y)|= |x — yl. (38) 
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显然 , 对 固定 的 u, 平移 M(x) = x -- u 是 等 距 , 而 且 X 上 的 所 有 等 距 构成 了 一 
个 群 . 我 们 想 研 究 那些 把 0 映 为 0 的 等 距 , 其 他 的 等 距 可 以 通过 这 些 等 距 与 平移 的 
复合 得 到 . 
定理 9 设 针 是 一 个 有 严格 次 可 加 范 数 的 实 线性 空间 . M 是 和 到 自身 的 把 0 
映 为 0 的 等 距 , 则 M 是 线性 的 . 

证 明 ”为 简便 起 见 , 记 M (a) 为 a^. 任 取 两 点 x I y, 定义 

rcty 


z= : (39) 
2 
利用 等 中 的 定义 (38) 和 的 定义 , 我 们 有 
ja! -z|- je- z = FH 
2 , 
Be z- = E, (40) 
Ja! -y'= le -vl (av) 


I-y|-i'-z-z-y|I-lz -z--lz-wyl. 
于 范 数 是 严格 次 可 加 的 , z — 2! Iz — y 一 定 互 为 对 方 的 正 的 常 倍数 . 由 (40) 
式 知 它们 的 范 数 相同 , 故 它们 一 定 相等 : ao! — 2! = 2! — y. 因此 
2z =x +y". (41) 


习题 7 由 (41) 推出 M 是 线性 的 . 


事实 上 , 有 些 Banach 空间 有 很 多 的 等 距 , 而 有 些 则 几乎 没有 等 距 . 存在 很 多 

等 距 的 Banach 空间 中 包括 了 在 第 6 从 的 Hilbert 空间 , 几乎 没有 等 距 

的 Banach 衬 间 包括 赋 以 极 大 值 范 数 的 函数 空间 . 下 是 由 Schur 给 出 的 一 个 例子 . 
记 X 为 所 有 复数 的 零 序 列 构成 的 空间 : 


x= {an}, lim a, =0, (42) 
|x| = max lan. (42’) 


习题 8 证 明 X 是 完备 的 . 
W {bn} 是 任意 一 列 绝对 值 为 1 的 复数 : on] = 1. 定义 映射 U A 
Uz = {bnan}. (43) 
GBR, UE XI X 上 的 线性 映射 , 且 满 足 |Uz| = |z|, 因此 U 是 一 个 等 距 . 
设 p 是 正 整 数 集 的 一 个 置换 . 定义 映射 P 
5 (44) 
显然 , PEM Xx EX 上 的 一 个 线性 映射 且 是 一 个 等 距 . 


AR 
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定理 10 ”由 (42) 和 (42)' 定义 的 Banach 空间 X 上 的 每 个 线性 等 距 都 是 形 如 (43) 
和 (44) 的 等 距 的 复合 . 
WEB] Wu, 是 一 个 单位 向 量 , 其 第 ; 个 分 量 的 绝对 值 为 1, 其 余 分 量 全 为 0. 
H T; 表示 X 的 由 第 7 个 分 量 为 0 的 所 有 问 量 构成 的 子 空 间 . 显然， 
7 是 闭 的 有 codim T} = 1, (45) 
lu; +tl=1 对 T; PATA t, |t| <1. (46) 
反之 , 我 们 有 下 面 的 引 理 . 
引 理 11 ik wx X PHS, |u| 二 1,T 是 久 的 一 个 余 维 数 是 1 的 满足 (45) 和 
(46) 的 子 空间 , 则 u 是 一 个 单位 向 量 且 T 是 对 应 的 子 空间 T). 
证 明 范 数 的 定义 (42), 存在 指标 m, 使 得 
1 = |u| = [us]. 
(46), 在 工 中 不 存在 第 m 个 分 量 取 0 的 向 量 t. 由 于 假设 了 的 余 维 数 为 1, T H 
第 m 个 分 量 为 0 的 所 有 零 序 列 构成 . 由 此 , 根据 (46) 可 知 u 除了 第 m 个 分 量 以 
外 的 所 有 分 量 均 为 0. 


W M 是 和 到 X 上 的 线性 等 距 , 并 设 u, 是 任意 单位 向 量 且 T; 是 对 应 的 子 空 
al. 由 于 M 是 线性 的 、 到 上 的 等 距 , wj IT; 在 M FIR u ALT; 满足 (45) 和 
(46). 由 引 理 11, w 是 一 个 单位 向 量 , 由 此 及 等 距 的 线 ' 生 即 证 明了 定理 10. 


我 们 用 下 面 的 属于 Mazur 和 Ulam 的 结果 来 结束 本 章 . 
定理 12 A X Fo X' 是 两 个 实 的 赋 范 线性 空间 , M E. X 8| X’ 上 的 把 0 RA 
0 的 等 距 映 射 . 则 M 是 线性 的 . 

证 明 ” 范 数 是 严格 次 可 加 的 情形 包含 在 定理 9 中 . 对 一 般 的 情形 , 和 以 前 一 
FE, 我 们 任 取 两 个 点 zx 和 y 以 及 它们 的 中 点 z: 
rcty 

us 

和 前 面 一 样 , 在 (40) P, z Æ xz 和 yy 的 中 间 , 但 是 当 X 上 的 范 数 不 是 严格 次 可 加 
IN, 这 不 再 刻画 中 点 z. 可 能 有 男 外 的 点 u 也 在 x 和 的 中 间 : 


r-—y 
e-ul = ly- u = EZ (47) 


我 们 用 A 表示 这 样 的 点 构成 的 集合 . 我 们 断定 这 个 集合 A 关于 中 点 z 是 对 称 
a9, BÆ u 属于 A, 则 


v=2z-u (48) 
也 属于 A. 为 此 , 我 们 注意 到 22 = x 十 y, 从 而 
v-2z=y-u Hv-y-2z-u. 
HH (47) Al v TE z 和 wy 的 中 间 . 
我 们 定义 4 中 两 点 间距 离 的 最 大 值 为 4 的 直径 da: 
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da= sup u-w). (49) 
u,weA 
由 于 A 关于 2 是 对 称 的 , 对 4 中 所 有 的 
u-z] € Is. 
当然, 可 能 有 4 中 其 他 的 点 p 也 具有 此 性 质 ; 
RAT lu 一 pl < ida. (50) 


我 们 用 Ay 表示 这 样 


的 点 p 构成 的 集合 . 我 们 断定 A X 


于 中 点 z 也 是 对 称 的 . B 


Tip AN 
q—-2z—p (51) 
也 属于 A. 为 了 应 用 (48), 对 4 中 的 任意 u, RNA 
g-u=2z-u-p=v-p. (51°) 
由 (51^, 我 们 断定 lg — ul = |v — pl. 因为 当 ww 属 于 A 时 w 也 属于 A, H (50) 可 知 
|u — q| < żda. 
FH (50) 可 知 , A; 的 直径 不 超过 4 的 直径 的 一 半 : 
da, < 5 da (52) 
我 们 重复 这 一 构造 , BET TRINKEN FI AD A12 As 2 .… 每 个 都 包含 中 
点 oz, 每 个 都 关于 z 对 称 , 且 它 们 的 直径 满足 
dA, x da. 
EA, da, BT 0, 由 此 可 知 所 有 这 些 A, 的 交集 只 包含 单 点 z. 这 在 X 的 度量 结 
构 中 刻画 了 xz, y 的 中 点 z. 
设 M 是 从 XX 到 X' 上 的 等 距 映 射 , 则 M 的 逆 映 射 把 X" 等 距 地 映射 到 X E. 
Hoa! 和 y 分 别 表示 x Aly 在 M 下 的 象 , 用 A, Al, A, 表示 和 XX 中 定义 的 


集合 类 似 的 集合 . 注意 到 集合 4 由 (47) 定义 , 集合 A 由 (49) 和 (50) EX. 由 于 
这 些 不 等 式 上 AREN M 是 等 距 , 故 M 把 A, 中 的 每 个 点 映 到 AT, 中 . 由 于 
M 的 逆 映 射 是 等 距 , 它 把 AL, 中 的 每 个 点 映 到 A, A. 因此 M 把 A, 映 到 A, 上 
从 而 把 A, 的 交 映 到 AT, 的 交 上 . 由 于 它们 的 交 分 别 是 rir quocuv. 故 有 
Ed 5 
取 y = 0 并 利用 假设 MO) = y = 0, 我 们 得 到 M(x/2) = a'/2. 把 这 应 用 到 方 
程 (53) 上 , 我 们 得 到 
Mz * y) 2 7 * y' = M(x) + M(y). 
这 是 线性 的 第 一 个 性 质 , 见 第 2 章 方程 (1)， 由 此 我 们 推出 , 对 所 有 的 有 理 数 k, 
M(kz) = kM(x). 由 于 M 是 等 距 , 它 是 连续 的 , 故 对 所 有 的 实数 k, 上述 关系 式 都 
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#6 Hilbert 空间 


6.1 内 积 


设 x 是 实数 域 及 上 的 线性 空间 . EX 上 的 关于 x 和 y 的 实 值 函 数 (a, y) W 
足 如 下 性 质 : 
(i) RAH EE y, (x,y) Æ x 的 线性 函数 , 固定 v, (v, y) 是 y 的 线性 函数 ; 
(ii) TARE (x,y) = (y, x); 
(iii) 正 性 xX z Zz 0, (a,x) > 0, 
则 称 (x, y) 是 X 上 的 一 个 内 积 , BR X 是 一 个 内 积 空间 . 
当 数 域 为 C 时 , (z,y) 是 复数 值 且 性 质 (G) 和 (ii) ERIS: 
(i) 半 双 线性 ”固定 y, (x,y) 是 x 的 线性 函数 , E XE x, (m, y) 是 y 的 针线 性 


函数 , 即 
(az, y) = a(z,y), (2,ay) = az, y); (1) 
(i) &ps ARE 
(y, x) = (x,y). (2) 
对 于 在 X 上 定义 的 一 个 内 积 , 我 们 可 以 定义 
||z]| = (z, x)". (3) 


我 们 断定 || 是 一 个 范 数 : 
正 性 由 (iii) 可 知 , 齐 性 由 (1) 可 知 . 为 了 证 明 次 可 加 性 , 我 们 需要 下 面 的 定理 . 
定理 1 (Schwartz 不 等 式 ) ”线性 空间 X 上 满足 (i), (ii) 和 (ui) 的 内 积 满足 
(x,y)| < llzllllyll (4) 
对 任意 的 rye X RÈ, 这 里 || || 由 (3) 定义 . FAK r= ay Ry =0 时 成 立 . 

WEAR 设 t 是 任意 实数 ,y A 0. 由 双 线 性 和 和 斜 对 称 性 ， 

Iz + tyll? = ||x||? + 2tRe(z, y) + t||yl]|?. (5) 
FH (iii), 这 是 非 负 的 . Ht = —Re(z, y)/|lyl|?, 并 且 两 边 乘 以 ||u||?.. 我 们 得 到 
(Re(z, y))? < [lell Iul". 

选取 |a| = 1 使 得 ala, y) 是 实数 , 并 用 az 代替 c, 我 们 得 到 了 (4). ER, (4) 中 等 
式 成 立 , 4AM z 和 y 互 为 常数 倍 . 
推论 1 ”对 内 积 空间 中 的 每 个 向 量 a, 


lac] = max |(a5, y)]. 
Ilyll=1 


现在 我 们 可 以 证 明 || || 是 次 可 加 的 . 在 (5) PR t — 工 并 用 (4) 式 估计 中 间 项 


的 值 , 我 们 得 到 
læ + yll? < (zl| + Iyl, 
此 即 || || 的 次 可 加 性 . 
我 们 在 (5) RPE t= +1 并 相 加 , 得 到 平行 四 边 形 恒等式 : 
lg + vll? + [le — yll? = 2||a||? + 2]|u]]?. 


(6) 


习题 1 证 明 满 足 (6) 的 范 数 可 以 由 一 个 内 积 诱导 出 来 . 这 个 结论 属于 von Neu- 


mann. 


习题 2 证 明 内 积 连 续 地 依赖 于 它 的 因子 , HE zn 一 z, yn 一 ARRE |en 一 


«|| — 0, |lyn — yll — 0); M (an, yn) — (x, v). (利用 Schwartz PER.) 
EX WR (x,y) = 0, 则 称 zx M y 是 正 交 的 . 


定义 ”关于 由 内 积 诱导 出 来 的 范 数 是 完备 的 内 积 空间 称 为 是 一 个 Hilbert 空间 . 


给 定 一 个 内 积 空间 , 它 可 以 关于 由 内 积 诱导 出 来 的 范 数 完备 化 . 由 Schwartz 不 
等 式 可 知 , 内 积 是 其 因子 的 连续 函数 , 因此 它 可 以 延 拓 到 完备 化 后 的 空间 上 . 故 完 


备 化 后 的 空间 是 一 个 Hilbert 空间 . 
下 面 给 出 一 些 内 积 空 间 的 例子 . 


为 
1 
= a(tyy(t)dt. 
ey I (t)y(at 
X 是 不 完备 的 内 积 空间 . 


例 2 设 


8 = {x = (a1,a3,::.), ) al? < oo). 
对 刀 中 的 向 量 
x = (a1,02,::-), y = (b1,05,---), 
定义 
(x,y) = X ajb;. 
习题 3 证 明 刀 是 完备 的 内 积 空间 . 


例 1 设 X 是 由 区 间 [0,1] 上 的 所 有 连续 函数 z(t) 构成 的 空间 , EX 上 定义 内 积 


例 3 在 RR” 的 某 一 区 域内 关于 Lebesgue 测度 平方 可 积 的 所 有 函数 构成 的 空间 记 


为 L?. 这 个 空间 是 完备 的 内 积 空间 . 


其 他 的 一 些 例子 会 在 后 面 几 间 的 应 用 中 出 现 . 
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6.2 MAR PA a ie 


定理 2 X K X Hilbert 空间 H FI NE ZA FE xe H, MEK 中 存在 
唯一 一 点 y, 使 得 y 到 c 的 距离 比 K 中 其 他 点 到 e 的 距离 近 . 
uERB Ww 


inf || — al| =d. (7) 
BLK 中 的 {ya} 是 极 小 化 序列 : 
Jim d, = d, d, = ||x — ynl]. (8) 
XJ a = (x — yn)/2 Al y = (£ 一 ym)/2 应 用 平行 四 边 形 恒等式 (6): 
n Um 1 1 
ll - Er e lg, — ul = 5 (2 dE. (9) 


由 于 是 凸 的 , (yn + Ym)/2 属于 K, 故 由 (7) XX, ||z — (ya + vs )/2]| 2 d. 把 此 式 
和 (8) RIRA (9) 3X, 我 们 推出 {yn} 是 Cauchy 7. 由 于 H 是 完备 的 且 K 是 闭 的 ， 
y —lim y, 属于 K. HT ||z — y|| = lim ||r — y.|| = d, W y 到 zx 的 距离 最 近 . 最 小 
距离 元 y 的 唯一 性 可 由 (6) 式 推 出 : 假设 y 是 另 一 个 最 小 距离 元 , X e- y, x — y 
应 用 (6) XX. 


定理 2 是 第 5 章 定 理 8 的 一 个 特殊 情况 . 
EX WY Æ Hilbert 空间 H 的 一 个 线性 子 空间 . 所 有 与 Y 正 交 的 向 量 ( 即 满足 
(v, y) = 0(Vy € Y) 的 向 量 v) 构成 的 集合 称 为 Y 的 正 交 补 , 记 为 了 上. 
定理 3 KH X —^- Hilbert ZH, Y CAHSEE, Yt X Y 的 正 交 补 , N 

(i) Yt 是 五 的 闭 线性 子 空间 . 

(ii) YY 和 YH 是 互补 的 子 空间 , 即 每 个 z 可 以 唯一 的 分 解 为 了 中 的 向 量 和 了 + 

中 的 向 量 的 和 . 
(ii) (Y+)+ =Y. 


证 明 ”由 内 积 的 双 线性 可 知 , 与 Y 中 的 所 有 向 量 都 正 交 的 向 量 v 构成 了 一 个 
线性 空间 . 这 证 明了 Yt 是 一 个 线性 空间 . 设 fog} 是 YS 中 一 列 收 敛 的 向 量 : 
lim v; — v. (10) 
jo 


我 们 断定 v 属于 Y+, BH 
Vz € Y, (v,z) — 0. 


于 vj 属于 YE, 
(v, z) 二 (v — vj, z) + (vj, z) =F (v — vj, z). 
对 右 端 用 Schwarz 不 等 式 ， 


(v, z)| < lle — v;ll Illl; (11) 


(10), ||v — v| EFE. (11) RBH (v, z) = 0, HI Y^ 是 闭 的 , 这 证 明了 (i). 

下 面 证 明 (i). 任 给 H 中 的 c, 由 定理 2, 存在 Y 中 向 量 y 到 z 距离 最 近 . 令 
v—qgz-— y. (12) 
y 的 最 小 性 意味 着 对 Y 中 任意 z 和 任意 实数 t, 

vl? < llv + t2||?. 

利用 (5), 我 们 可 以 把 右 端 重新 写 为 [lv]? + 2tRe(v, z) + ?||z||2, 从 而 得 到 
Vz cY, Re(v,z) = 0. (13) 
这 说 明 v AF YL, (12) 把 z 分 解 为 Y 中 向 量 y M Yt 中 向 量 z 的 和 y v. 

这 个 分 解 是 唯一 的 , NA £= yvy +v, W y-y =z -z EEF Y 
又 属于 Yt, 因此 与 自身 正 交 . 由 内 积 的 正 性 , y 一 yy —z'—z —0, 故人 SHE. (iii) 
是 (i) 的 直接 推论 . 
评述 ”由 定理 3 可 知 , Hilbert 空间 的 每 个 闭 线性 子 空间 都 有 一 个 闭 的 正 交 补 . 这 
对 Banach 空间 来 说 一 般 是 不 对 的 , 例子 将 在 后 面 给 出 . 


6.3 #4 lt iz & 


Hilbert 空间 H 中 的 每 个 向 量 都 可 以 确定 五 上 的 一 个 线性 泛 函 . 固定 ye HY, 
L(x) = (x,y) 是 r INDRA, BU 4 是 从 HE C 的 一 个 线性 映射 .根据 
Schwartz 不 等 式 (4), C(x) 是 有 界 的 , 界 为 ell 的 一 个 常数 倍 . 反 过 来 , 我 们 有 下 面 
的 定理 . 
定理 4 设 (a) X Hilbert 空间 H 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 即 存在 常数 c 使 得 


Ve € H, |é(x)| < elle], (14) 
则 存在 唯一 的 ye H, 使 得 
Vx € H, &(x) = (x,y). (15) 
证 明 ”我 们 将 要 用 到 下 面 的 事实 . 


引 理 5 
(i) 一 个 不 恒 等 于 0 的 线性 泛 浮 的 替 空 间 是 一 个 余 维 数 为 1 的 线性 子 空间 . 
(i) 如 果 两 个 线性 泛 函 0 和 m 有 相同 的 零 空 间 , 则 它们 互 为 常数 倍 : 即 存在 
常数 c 使 得 
L= cm. (16) 
(ui) 在 (14) 式 意义 下 的 有 界线 性 泛 函 的 零 空 间 是 一 个 闭 子 空间 . 


习题 4 证 明 引 理 5. 


注意 引 理 5 对 任意 的 Banach 空间 都 成 立 , (2) 和 (ii) 对 任意 的 线性 空间 都 成 
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现在 假设 不 恒 等 于 0, 则 的 零 空间 是 五 的 一 个 余 维 数 为 1 DATEI Y. 
Y 的 正 交 补 Y+( 见 定理 3) 是 一 维 的 . Ve p æ Y+ 中 任意 一 个 非 零 向 量 , 定义 线性 
泛 函 m 为 


m(x) = (x, p). 
显然 , m 的 零 空间 是 Y. 由 引 理 Gi), 存在 常数 e, 使 得 
L(x) = em(x) = (a, cp). 


定理 4 称 为 Riesz-Frechet 表示 定理 . 
下 面 有 用 的 推广 是 由 Milgram 和 Lax 给 出 的 . 
定理 6 (Lax-Milgram 引 理 ) iX H X —^- Hilbert 空间 , B(x, y) X x de y 的 函 
数 , 满足 
(i) 对 固定 的 y, B(x,y) X r 的 线性 函数 , 对 固定 的 v, Ble, y) Æ y HHA 


BK: 
(ii) B 是 有 界 的 , 即 存在 常数 c, 使 得 对 HP PA v Fe y, 
|B(x,y)| < cllzllllyll; (17) 
(iii) 存在 正 数 b, 使 得 Vy € H, 
IB(y, y)| > bllyll?. (18) 


断言 对 万 上 每 个 在 (14) REITER ZEE S EH PRE-MADE y 
使 得 
(x) = B(x,y), Vy € H. (19) 
证 明 (i) 和 (ii), 对 固定 的 y, B(x,y) 是 r 的 一 个 有 界线 性 泛 函 . 因此 由 定 
XE 4, 存在 唯一 的 ze H 使 得 


B(x,y) = (2,2). (20) 
由 于 z H y 唯一 确定 , 它 是 y 的 一 个 函数 . 由 (20), z 关于 y 是 线性 的 . 因此 , 当 
y HORE H 时 , (20) 式 中 的 z 构成 的 集合 是 五 的 一 个 线性 子 空间 . 我 们 断定 它 是 H 
的 闭 线性 子 空间 . 为 此 , 在 (20) RPR z= y: 


IB(y, y)| = (y, 2). (207) 
对 左 端 应 用 (18) 式 , 对 右 端 应 用 Schwarz 不 等 式 , 除 以 [ol] 后 我 们 得 到 
bllyll < IIa]. (21) 
W {en} 是 在 (20) 中 出 现 的 一 列 向 量 , yn 是 与 z 对 应 的 向 量 : 
B(x, Yn) = (£, Zn). (22) 


从 而 B(x, yn — Ym) = (£, Zn — zm). (21) XX, b|lys — ym|| € ||zn — 2m||. 由 此 可 知 ， 
E {en} NEE z, 则 对 应 的 (ys) 是 一 个 Cauchy 列 . 由 于 H 是 完备 的 , {yn} 收敛 
到 极限 y. 由 (17) 式 知 , (22) 的 左 端 收敛 到 B(x,y), 由 (4) RA, 右 端 收敛 到 (zx, z). 
故 
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B(x, y) = (2,2), 
这 证 明了 (20) 式 中 出 现 的 z 构成 的 的 集合 是 H 的 一 个 闭 子 空间 . 
我 们 断定 这 个 闭 子 空间 是 整个 H; 否则 , 由 定理 3 可 知 , 存在 非 零 向 量 v 与 所 
有 的 z TEAS. 由 (20) 知 , 对 所 有 的 y, x 满足 Blz, y) = 0. 令 y=zx 得 到 B(x,x)=0. 
利用 (18), 我 们 得 到 x = 0, 与 x 40 WIA. 
根据 定理 4, 所 有 的 线性 泛 函 L(x) 都 能 表示 为 (a, z)(z € H) 的 形式 . 结合 (20), 
这 证 明了 (19). 由 (18), y 是 唯一 确定 的 . 


6.4 线 性 张 


由 第 1 EA, 点 集 S = {yj} 的 线性 张 是 包含 S 的 最 小 的 线性 子 空间 ， 在 
Hilbert 空间 H P, 点 集 S 的 闭 线性 张 定义 为 包含 S 的 最 小 的 闭 线性 子 空间 , 即 包 
E S 的 所 有 闭 线 性 子 空间 的 交 . 


习题 5 证 明 一 个 集合 的 闭 线性 张 是 它 的 线性 张 的 闭 包 ， 


定理 7 Hilbert 空间 H 中 的 点 y 属于 集合 {y} 的 闭 线 性 张 Y, 当 且 仅 当 与 所 有 
y; ERGE z 也 和 yy IER: 

Vj,(yi,2)=0 YZ, (yz)-0. (23) 

证 明 ”我们 断定 , 与 所 有 y; 都 正 交 的 向 量 z 构成 的 集合 Z 是 了 的 正 交 补 . 由 

于 和 所 有 y; 都 正 交 的 z 也 和 所 有 v; 的 线性 组 合 正 交 , 再 由 连续 性 , > 和 线性 组 合 

的 极限 正 交 , 故 Z C YA. RZ, Y+ 中 的 每 个 向 量 都 和 每 个 y; EX, 故 属 于 Z. 这 

证 明了 Z—Y-. 由 定理 aii), Y = (Y+)+ = Zt, 这 证 明了 定理 7. 


我 们 在 第 5 章 中 证 明了 Banach 空间 到 自身 上 的 把 0 映 到 0 的 满 等 距 是 线性 
的 . 我 们 现在 给 出 此 结论 在 Hilbert 空间 情形 下 的 一 个 新 证 明 . 
用 x 一 a! 表示 Hilbert 空间 上 的 把 0 映 到 0 的 等 距 . x z,y 是 任意 两 个 向 
量 , a! 和 y! 分 别 是 它们 的 象 . 由 于 保持 距离 , d(0,z) = d(0, x), d(0, y) = d(0, y) 
d(v,y) = d(x", y), 这 些 关 系 式 可 以 表示 为 


le] = Hall. Hull = lly’, (24) 
Ila — vll? = liz — vy]. (24^) 

把 (24^) 两 边 展 开 并 利用 (24), 我 们 得 到 
(x,y) = (z^. y). (25) 


记 z+y 为 z, 设 wu 是 五 中 任意 向 量 . 利用 (25), 我 们 有 
(2^, u') = (z, u) = (£ t y, = (x,u) FY) = (a, u') + (y, w) = (x + yw). 
于 是 对 所 有 的 ul, 
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(z' — a’ — y',w) =0. 
这 只 有 当 z = x! +y 时 才能 成 立 . 
这 个 证 明 的 好 处 在 于 : 即使 内 积 不 是 正 的 , 只 要 内 积 是 非 退 化 的 , 即 不 存在 和 
所 有 点 都 正 交 的 u 时 也 可 以 应 用 . 
现在 我 们 讨论 标准 正 交 集 
EN FREI X 中 的 一 族 向 量 {zj} 满足 
对 了 天 有 (zje) =0, AMPA j, |e; =1, (26) 
则 称 (25) 是 一 个 标准 正 交集 . 
定义 ” 若 内 积 空间 X 中 的 一 族 向 量 {x} 是 标准 正 交 的 
ASX, WFK {aj} 是 X 的 一 个 标准 正 交 基 
引 理 8 ik H X —^- Hilbert 空间 , {aj} & H 的 一 个 标准 正 交集 . 则 {zj} 的 闭 
线性 张 由 所 有 形 如 


B. (25) 的 闭 线性 张 是 整 


z= 5 aj£j (27) 
的 向 量 构成 , 这 里 a, 是 复数 且 满 足 
3 lal? < oc. (27!) 
e X, (27) 在 Hilbert 空间 范 数 意义 下 收敛 . 进而 有 
I|] 3 Jas (28) 
aj = (Œ, £j). (28) 


习题 6 证 明 引 理 &. 


定理 9 每 个 Hilbert 空间 都 包含 一 个 标准 正 交 基 . 

证 明 设 多 是 由 五 中 的 所 有 标准 正 交 集 构成 的 集 族 . 在 多 上 按 集合 的 包 
含 关系 定义 偏 序 . 给 定 F 的 一 个 全 序 子 集 族 , 此 子 集 族 中 所 有 集合 的 并 包含 子 集 
族 中 的 每 个 子 集 且 仍 在 F 中 . 由 Zorn 引 理 , 存在 一 个 最 大 的 标准 正 交 和 集 . 我 们 断 
XE, 每 个 最 大 的 标准 正 交集 {xj} 的 闭 线 性 张 X 是 整个 空间 . 我 们 采用 反 证 法 : 假 
设 存在 y 不 属于 {zx;} 的 闭 线 性 张 X. 定义 


N 


aj = (y, æj). (29) 
我 们 断定 Bessel 不 等 式 成 立 : 
>? < yl (30) 
因为 考虑 : 
lly -Doo (31) 
F 


这 里 Ze 的 一 个 有 限 集 合 . 利用 {x;} 的 标准 正 交 性 , 我 们 发 现 (31) 式 等 于 
lul? — Y aly, æ) -X ala, y) + > |oP， 
F F F 


根据 (29), 这 等 于 
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llyll? — > la;l?. 
由 于 (31) 是 非 负 的 , 对 每 个 有 限 子 集 F, (30) 都 成 立 , 从 而 对 无 限 和 也 成 立 . 
引 理 8, (27) 式 定 义 了 一 个 向 量 z = ajz; He JT. X. 现在 应 用 (29) 和 
(28^), 我 们 有 


(y — x, £j) = (y, xj) — (x, xj) = aj — aj — 0, 
这 说 明 y -r 与 所 有 的 e; EX. 由 于 假设 y 不 属于 X, 而 m T X, y-er APS. 
故 


Y— Tr 
一 化 

可 以 加 到 正 交 集 (m;) rh, 从 而 得 到 了 个 化 {aj} 更 大 的 集合 , 这 与 {a,j} 的 最 大 
性 矛盾 . 
假设 H 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 , 即 五 包含 一 个 可 数 的 稠密 点 集 . 此 时 , 每 
个 正 交 其 都 是 可 数 的 , 而 且 标 准 正 交 基 可 以 直接 构造 出 来 , 无 需 利用 诸如 Zorn 引 
理 之 类 的 超越 论证 . 
定理 9 Æ {y;} X Hilbert 空间 H 中 的 一 列 向 量 , 其 闭 线性 张 为 整个 H, MAH 
中 存在 一 个 标准 正 交 基 (m; 使 得 (ai, an} 的 线性 张 包含 (yi, y, 


习题 7 证 明定 理 9.. 
在 定理 Of 中 构造 标准 正 交 基 {xj} 的 过 程 称 为 Gram-Schmidt 过 程 . 
习题 8 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 . 证 明石 的 任意 两 个 标准 正 交 基 的 基数 相同 . 


定理 10 GR H X —^- Hilbert 空间, {2j} 和 {y} 是 两 个 标准 正 交 基 . 根据 定理 
8, 每 个 z 可 以 写成 


2=) 0%, aj = (£, £j), 


aoy=S ayy, 
AH $| H Eide 0 映 到 0 的 等 距 ,而且 H A) H Laie 0 映 到 0 的 满 等 距 
都 可 以 用 此 方法 得 到 . 
习题 9 证 明定 理 10. 
习题 10 ”证 明 , 每 个 可 分 的 无 限 维 Hilbert 空间 都 同 构 于 空间 (2, 其 中 P Xu 
X ||? = X la; < oo 的 向 量 æ = (a1,az,…) 构成 的 线性 空间 . 


注 记 ”本 章 中 描述 的 Hilbert 空间 的 抽象 概念 是 由 von Neumann 在 1929 年 给 出 的 . 
在 此 之 前 , Hilbert 和 他 的 学 派 已 经 应 用 了 例 2 和 例 3 中 描述 的 具体 空间 ，Hilbert 
空间 也 由 此 得 名 . 


则 映射 
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在 一 个 具体 的 情形 下 , 定理 2 在 本 质 上 来 自 于 Beppo Levi. 
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47: Hilbert 空间 结果 的 应 用 


7.1 Radon-Nikodym 定理 


Bev 和 人 是 同一 个 o 代数 上 的 有 限 非 负 测 度 . 如 果 每 一 个 /测度 为 零 的 集合 ， 
其 ”测度 也 为 零 , 则 称 v 关于 u 是 绝对 连续 的 . Radon-Nikyodym 定理 断定 这 样 的 
测度 v 可 以 表示 为 


rn 
m 
— 


v(E) = I gdp, 


这 里 9 是 一 个 关于 u 可 积 的 非 负 函数 . 
Von Neumann 利用 Hilbert 空间 上 线性 泛 函 的 Riesz 表示 定理 证 明了 这 个 结 


y 


设 H ASK Hilbert 空间 L?(u+v), 其 范 数 为 
lel2 = / sPd(u-- v). (2) 
为 简单 起 见 , 我 们 假设 全 空间 的 u 测度 和 测度 都 是 有 限 的 , 于 是 根据 Schwarz 不 
等 式 , 每 个 平方 可 积 的 函数 是 可 积 的 . 线性 泛 函 
(c) = f zan (3) 
关于 Dhu) 范 数 和 L2( + v) 范 数 都 是 有 界 的 ， 于 是 根据 第 6 章 定理 4 存在 
y € L? (u+ v) 使 得 (x) = (x,y): 


[ran = [its 


这 里 y 只 依赖 于 测度 u Av. 我 们 把 上 式 重新 写 为 


J Be J did: (4) 


我 们 断定 , 除了 在 一 个 u 测度 为 零 的 集合 上 外 ， 


0<y<1. (5) 
为 此 , 我 们 用 F 表示 使 得 y < 0 的 点 构成 的 集合 并 断定 
p(F) = 0. (6) 


EF ES r=1, Æ F 9b} x — 0, 这样 (4) REN 


Ja - man = f var (7) 
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HFE F 上 wy <0, (7) 式 右 端 «0, 而 左 端 > WF), 这 证 明了 (6) 式 . 
用 G 表示 使 得 y > 1 的 点 构成 的 集合 , 假设 uG) > 0. 在 G EP »-1, ÆG 
外 令 x =0, 则 (4) 式 化 为 


] a f var (8) 


由 于 在 G 上 yy > 1 (8) 式 左 端 是 负 的 , 右 端 是 正 的 , 矛盾 . 这 完成 了 (5) 式 的 证 明 . 
如 果 有 必要 , 我 们 可 以 改变 y 在 一 个 / 测度 为 零 的 集合 上 的 函数 值 , 使 得 (5) 
式 处 处 成 立 . 由 于 关于 是 绝对 连续 的 , 这 不 影响 (4) XX. 

我 们 断定 (1) 式 中 的 函数 9 H g= (1—y)/y 给 出 . 为 此 , id u = xy, 把 (4) XX 


f omm = | war. (9) 
WE 是 任意 可 测 集 ; 选取 N u EE EN 1 dE EA 0. W (9) 式 给 出 
Joan = vie). (10) 

E 


此 即 关 系 式 (1). 
习题 1 ”对 测度 是 vc 有 限 的 情形 证 明 Radon-Nikodym 定理 . 


7.2 Dirichlet 问题 


首先 , WD 是 R" 中 的 一 个 有 界 区 域 . 用 CY(D) 表示 支撑 包含 在 D 的 紧 子 集 
内 的 无 限 次 可 微 的 实 值 函 数 f 构成 的 空间 . 在 空间 CSS (D) 上 我 们 引入 两 个 内 积 : 
(f,9)o = fgdz 和 (f,9)1 = f Y. figide, (11) 

这 里 f; = Of /Oxj, j =1,-++,n. 
习题 2 验证 CLD) 关于 上 面 的 两 个 内 积 都 是 内 积 空间 . 

联系 这 两 个 范 数 的 下 述 不 等 式 由 Zaremba 提出 . 
引 理 1 对 C9°(D) 内 所 有 的 f, 
Il fllo < dllfll, (12) 


ivYdqEDIuETAER. 
证 明 于 了 在 DD 的 边界 上 为 零 , 对 D 内 每 一 个 点 r, 
f(z) = fidz1, 


这 里 r 是 D 的 边界 上 的 点 , C5 zB TRIS zo, ,zn 坐标 . 由 Schwarz 不 等 式 ， 
PG) <a f fan 
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对 此 式 在 D 上 积分 即 得 (12) XX. 

设 HP 为 Cg (D) RFA |l 的 完备 化 , Ho 为 CED) 关于 范 数 || llo 的 完 
备 化 . 
引 理 2. H9 中 的 每 个 元 素 v 属于 Ho, 而 且 其 一 阶 偏 导数 vj; 也 属于 Ho. 此 外 , 对 
任意 的 CS 函数 2, 这 些 偏 导数 满足 

(z, Vj)0 = —(0z/07;,v)o. (13) 

而 且 公 式 (11) 对 HQ 中 的 所 有 f 和 g 都 成 立 . 

WEBB XE (000) 是 在 |a FESE v 的 一 列 CY? 函数 . 这 意味 着 一 阶 导数 
ut 在 || Jo 下 收敛 , 分 别 记 它 们 的 极限 为 vj. 由 引 理 1, {00} 在 || [lo 下 的 极限 属 
于 Ho, 我 们 把 这 个 极限 等 同 于 其 在 HQ 中 的 极限 v 分 部 积分 给 出 以 ve 代替 v 
的 情形 下 的 关系 式 (13); $ n oo 给 出 (13); (11) 式 类 似 可 证 . 


我 们 断定 : 把 HQ 中 的 元 素 v 与 Ho 中 的 元 素 等 同 起 来 的 映射 是 一 对 一 的 , 即 
这 个 映射 是 AD 到 Ho WMA. 为 此 , 我 们 只 需 证 明 : 若 v 是 Ho 的 零 元 , 则 w 
也 是 HQ 的 零 元 . WA, 由 (13), FE Ho P v — 0, 则 对 所 有 的 j, Æ Ho 中 w=0. 
这 使 得 在 HO 中 w=0. 

关系 式 (13) 表明 : 在 广义 函数 意义 下 , v; 是 wv 的 一 阶 偏 导 数 (参考 附录 B). 

Be f Ho 中 任意 元 素 , 定义 线性 泛 函 《为 


Eu) = (u, f)o. (14) 

根据 Schwarz 不 等 式 和 引 理 1 中 的 不 等 式 (12), 对 AP 中 的 所 有 u, 
a| < |[Fllollullo < dl|fllol|ulls- (15) 
根据 Riesz-Frechet 表示 定理 和 第 6 章 定 理 4, ZA (14) 可 以 表示 成 内 积 的 形式 , EN 


存在 ve HY, 使 得 Yu € HP, 


(u, f)o = (u, v). (16) 
由 定义 (11) 和 引 理 2, 对 wj = 0u/Oz;, 
(u,v)1 = X (uj, vj)o. (17) 
现在 取 u A CF 函数 . 根据 广义 函数 理论 , 我 们 可 以 把 (17) 式 右 端 重新 写 为 
-$ (u, vjs)o = —(u, Av)o, (17°) 


这 里 vj; 是 v 的 二 阶 偏 导数 , A 是 Laplace 算 子 (在 广义 函数 意义 下 ). 结合 (17)， 
(17^) 和 (16), 我 们 推出 , 对 所 有 的 u e CS, 

(u, f)o = —(u, Av)o. 
此 可 知 , 在 广义 函数 意义 下 ， 


f =—Av. (18) 
W v 是 非 齐 次 方程 (18) 的 广义 函数 解 . 
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下 面 我 们 证 明 ; X r ÉF D 的 边界 时 , HQ 中 的 函数 v(x) 在 平均 值 意义 下 趋 
T3. 具体 的 结论 是 下 面 的 引 理 3. 
引 理 3 假设 D 是 R? 中 的 一 个 区 域 , 其 边界 9D 是 一 条 C1 ERST D 的 边界 上 
的 任意 一 点 p, 选择 一 个 坐标 系 x1, za, 使 得 p 是 原点 , zl 轴 的 正 向 与 D tube 
直 且 指向 内 侧 . 用 R(p,d) RW D ¥ x, <d f |r| <d 的 所 有 点 (21,22) 构成 
的 集合 . AR v 是 HQ 中 任 一 函数 , 则 当 d TRH, |v| 在 R(p,d) 上 的 平均 值 也 趋 
FR. 

证 明 于 R(p,d) 的 面积 与 d 成 比例 , 我 们 只 需 证 明 


/ lvldz < o(d2). (19) 
R 


为 此 , 我 们 对 cae (D) 中 的 函数 了 估计 
ja |flda. 


对 X1 AY BARS 


[^ Jen 2) «f inl zi 
1/2 1/2 
< (f sas f sar) <d Ti fa) ; (20) 


在 上 面 的 第 二 步 中 我 们 利用 了 Schwarz PER. 现在 在 1 范 数 下 用 C KB v 09 
iir v. 对 f =v™, (20) 式 的 极限 是 


1/2 
1 lvldz < d? (/ daz) . (21) 
R R 


于 当 d 趋 于 零 时 , v2 在 Ra) 上 的 积分 趋 于 零 , 由 (21) AA (19) 式 成 立 . 
这 样 我 们 就 通过 构造 一 个 广义 函数 v, 在 广义 函数 理论 意义 下 成 功 地 给 出 了 微 

分 方程 (18) 的 解 , 而 且 在 平均 值 意义 下 , v 在 边界 上 为 零 . 

在 广义 函数 意义 下 , 上 述 证 明 可 以 推广 到 自 伴 的 正 的 二 阶 偏 微分 方程 的 Dirich- 

let 问题 上 . 现在 我 们 说 明 如 何 应 用 Lax-Milgram 引 理 把 上 面 的 证 明 推 广 到 非 自 伴 

偏 微分 算 子 上 . 例如 , 对 H9 中 任意 两 个 元 素 u,v, 考虑 由 下 式 定 义 的 泛 函 B: 


B(u, v) - f, (二 ujUj + Nw; + w) dady. (22) 
显然 , B 是 双 线 性 的 ; 由 引 理 1, 它 是 有 界 的 . 应 用 Schwarz 不 等 式 估计 中 间 项 , 我 
们 看 到 B 在 第 6 章 定 理 6 意义 下 是 正 的 . 由 该 定理 可 知 线性 泛 函 (14) 可 以 用 B 
表示 , 即 存在 v e HQ, 使 得 对 AD 中 所 有 的 u, 
(u, f)o = Blu, v). (23) 
在 (23) 式 右 端 分 部 积分 , 我 们 得 到 , 在 广义 函数 意义 下 ， 
/= -Au 十 》 uy v. (24) 


邮 
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现在 我 们 给 出 另 一 种 方法 来 解 齐 次 Laplace 方程 

在 DD 内 ， Av=0 (25) 

的 Dirichlet 问题 , 其 边界 值 是 预先 给 定 的 . 这 种 方法 利用 了 调和 函数 的 某 些 特殊 性 
质 , 且 给 出 了 在 通常 意义 下 满足 边界 条 件 的 真 解 . 我 们 假设 OD 是 一 次 可 微 的 并 
v 的 边界 值 也 是 一 次 可 微 的 . 于 是 我 们 可 以 在 DU OD 上 构造 一 个 在 OD 上 有 预先 


给 定 值 的 C1 函数 f, 并 把 边界 条 件 叙 述 如 下 : 
TE OD b, v- f. (26) 
我 们 重新 描述 边 值 问 题 (25) 和 (26): dE f 分 解 为 
f=v+z, (27) 


这 里 v 是 调和 的 , z YE OD LAE. 25 v 和 > 在 直到 边界 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 
时 , 我 们 可 以 应 用 Green 公式 : 


(v, z)i - f, Y vjz;dzdy = BR + IN ads. 

(25), Æ D A ^v = 0; H (26), Æ OD 上 z=0, 从 而 上 式 右 端 = 0. MEZ, A 
Fa si cz qe] E FE IREA 0 的 函数 构成 的 空间 在 内 积 ( ，)1 下 是 互相 正 交 的 . 

于 是 分 解 (27) 变 成 了 把 f 分 成 两 个 正 交 函数 空间 中 函数 的 和 的 任务 . 我 们 下 
面 说 明 如 何 应 用 第 6 章 定理 3 来 解决 这 个 问题 . 对 C%(D) 中 的 所 有 f, 由 (11) XX 
定义 的 内 积 不 是 正 的 , 因为 不 仅 对 f = 0, 而 且 对 所 有 常数 函数 f ISAT (f, f) = 0. 
我 们 通过 考虑 两 个 函数 等 价 来 克服 这 个 不 足 . 如 果 两 个 函数 相差 一 个 常数 , 则 称 这 
两 个 函数 是 等 价 的 . 
H H 表示 DUOD 上 的 所 有 Ct 函数 构成 的 空间 在 范 数 || ||. 下 的 完备 化 ; T 
H H? 是 Ay 的 闭 子 空间 . 由 第 6 章 定 理 3, 即 正 交 分 解 定理 , H. 中 的 每 个 f 可 以 
唯一 地 形 如 (27) 分 解 , 这 里 > 属于 H9, v L H9. ZAF v L H9 表明 对 H9 中 所 有 
HJ u, 


(u, v) = Y (uz, vj)o = 0. 
W we Cg, 在 广义 函数 意义 下 分 部 积分 , 我 们 可 以 得 到 
0= > (uj, vj)o = — (u,vjj)o = —(u, Av)o, 
这 意味 着 在 广义 函数 意义 下 ， 


Av =Q. 
Hermann Weyl 的 一 个 众所周知 的 结果 表明 : 广义 函数 意义 下 的 调和 函数 在 经 典 意 
义 下 也 是 调和 的 ; 附录 B 的 第 4 节 给 出 了 这 个 结果 的 一 个 证 明 . 
我 们 断定 , 当 f 在 直到 边界 上 是 连续 时 , EEE, za) ETE. Had 
表示 q 到 9D 的 距离 , C 表示 以 q HPD, A r= d/2 为 半径 的 圆 盘 , 并 用 “一 ” 表 


rT 
N 
4 
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从 上 式 减 去 (27), 我 们 得 至 


由 于 了 在 直 


WE C 上 的 平均 值 : 对 (27) 取 平 均值 , 我 们 得 到 


F(a) = z(q) + v(q). 


Fla) = z(q) + vla). 


= 


FA 5 FE 


的 平均 值 也 趋 于 零 . 故 el 在 C 上 的 平均 值 趋 于 


3 可 知 


边界 时 , z(q) 


, MÆ q 至 


w= Z(q) — z(q). 
| OD 的 距离 d BFS, H? 


(28) 


到 边界 上 是 连续 的 , 它 在 C 上 的 平均 值 与 它 在 C 的 中 心 4 的 值 只 3 
个 数 w( 当 d 趋 于 零 时 w s d 
Wi C 上 的 平均 值 等 于 它 在 C 的 中 心 的 值 . 故 (28) 式 可 以 


PAE). 根据 偏 微分 方程 的 基本 理论 , 调和 函数 v 在 
EISA 


(29) 


函数 2 的 绝对 值 在 R(p, d) 上 


自己 也 趋 于 零 . 应 用 (27), 我 们 看 到 调和 函数 v 在 


0. 结合 (29), 我 们 断定 , 当 q F 


直到 边界 上 是 连续 


的 , 且 边 界 值 等 于 f. 这 样 我 们 就 成 功 地 构造 了 Dirichlet 边 值 问题 的 一 个 真 解 , 而 


不 是 广义 解 . 
对 于 (27) 式 , 我 们 还 有 男 外 一 种 看 法 . 我 们 已 经 看 到 Laplace 方程 的 边 值 问题 


(25) 和 (26) 相当 于 把 f 分 解 为 一 个 调和 函数 和 一 个 在 边界 上 为 0 的 函数 的 和 , 3 
且 证 明了 这 些 空间 在 内 积 (，)1 下 是 互相 正 交 的 . 这 个 分 解 可 以 通过 利用 第 6 3$ 


定理 3, BHI 


E 交 分 解 定理 来 完成 . 在 这 里 我 们 说 明 , 如 何 对 由 一 阶 偏 导数 在 D 内 平 


方 可 积 的 调和 函数 构成 的 子 空间 了 进行 正 交 分 解 . 调和 函数 理论 的 一 个 简单 事实 


是 ,V Æ |||; 范 数 下 是 完备 的 . 因此 , 由 第 6 MEN 


分 解 为 


这 里 v 属 


已 
"JJ 


可 
[E 


f-vtz 


Wi 


们 的 目标 是 证 明 z 在 边界 上 为 0. 
W D 包含 在 R? P, 并 假设 D 的 边界 是 二 次 可 微 的 . 我 们 假设 f 也 是 二 次 可 


微 的 . 对 平面 内 和 


这 里 (x,y) Æ p INA 


1 
k(p,q) = 一 元 也 — ql. 
假设 q 属于 D. 如 果 我 们 知道 函数 z 在 D 的 边界 上 为 0, 则 根据 Green 公式 (M, 
附录 B 第 4 节 ), 可 以 推出 


z(q) = / (Zeke + 2yky)dedy, 


积分 定义 的 函数 记 为 u: 


u(q) 


/ 


D 
Abas. 然而 此 时 我 们 并 不 知道 z 在 OD ER 0, 因此 我 们 把 上 面 


( gz’ — 2 
一 ”一 一 vA 1 
2n Jp \ Ip- ql? 


这 里 (a, y) 是 q 的 坐标 . 


QU 
"Ip—q 


y 
:) dady, 


E3, 我 们 能 够 把 Hi 中 的 任意 f 


(30) 


ij 导数 平方 可 积 的 调和 函数 构成 的 空间 V 中 , z 与 VIER. 我 


E 意 两 点 p 和 q, 我 们 定义 k(p,q) 是 Laplace 方程 的 基本 奇异 解 : 


(31) 


(32) 
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338 4 车 OD 是 二 次 可 微 的 , 则 由 (32) 式 定义 的 ulga) 直到 边界 上 都 是 连续 的 且 
在 边界 上 为 0. 

证 明 RDW u Æ D ARERR. 设 q D 内 靠近 边界 的 一 点 ; 用 "表示 
BE q 最 近 的 边界 点 . 由 于 假设 OD 是 一 次 可 微 的 于 是 存在 两 个 有 相同 半径 a 的 圆 
ft S WI S, 在 b 点 与 9D 相 切 ,9 包含 在 D 内 ,5 在 DD 外 部 .用 5 了 = (z,y) RA q 
点 在 穿 过 圆周 S 的 边界 的 反 演 下 的 象 . 对 与 OD 充分 接近 的 q. q Æ S 内. 
HF gE DY% koq Æ D 内 是 正则 的 调和 函数 . 特别 地 , k,g 属于 V, 
因此 在 内 积 ( ，)1 下 与 z 正 交 . 因此 ug) = 0 且 我 们 有 


«à c) — 0) zz [o (i Ba) 


"(pose pa) t 9) 

DG ET, qg U b 因此 在 万 内 到 ”的 距离 超过 任意 正 
Bor 的 那些 点 上 , (33) 式 右 端 的 被 积 函数 一 致 地 趋 于 0. 可 证 (详细 证 明 参 考 Lax) 
CE D 内 余下 部 分 上 的 积分 也 趋 于 0. 这 就 完成 了 引 理 4 的 证 明 . 
引 理 5 由 (32) 定义 的 函数 以 在 DD 内 是 二 次 可 徽 的 且 
Au = Az. (34) 

证 明 ”由 于 假设 f 是 二 次 可 微 的 , 且 根据 (30), z 和 /相差 一 个 调和 函数 v, 
故 z 在 万 内 是 二 次 可 微 的 且 Az=A/ 设 刀 是 万 的 包含 9 的 一 个 子 区 域 , BE 


闭 包 包含 在 D A. 把 (32) 右 端 的 积分 分 开 并 在 D 上 分 部 积分 : 
o 
u(q) = z(q) 4 Ls 25, Fds | [et + zyk,)dxdy. (35) 
右 端 两 个 积分 是 D' 内 的 调和 函数 , 因此 由 D^ 的 任意 性 可 知 
u=z+h, (36) 


这 里 h 是 调和 函数 . 这 证 明了 引 理 5. 
(36) 把 z 表示 成 u — h 并 代入 (30): 
f=v-h+u. 
T v- h 是 调和 的 , HE OD 上 w=0, 故 v 一 h 是 边 值 问题 (25) 和 (26) 的 解 . 
上 面 给 出 的 证 明 是 Garabedian 和 Schiffer 的 一 个 论证 的 重新 加 工 . 


E 
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第 8 章 。” 赋 学 线性 空间 的 对 偶 


8.1 ”有 界线 性 泛 函 


本 章 讨论 实数 域 或 复数 域 上 的 赋 范 线性 空间 X. 我 们 将 要 研究 X 上 的 连续 线 
性 泛 函 , BA X FR E C 的 满足 


ax) = al(x), (a+ y) = f(x) + L(y) (1) 
的 连续 映射 4. 映射 《 连续 是 指 
当 Jim lan — z| = 0 时 ， Jim Kan) = x). (2) 
EX | X 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 构成 的 集合 和 BA X 的 对 偶 , 记 为 X. 
连续 线性 泛 函 的 和 与 常数 倍 仍然 是 连续 线性 泛 函 , 故 X" 是 一 个 线性 空 
间 . 
EX BLÆ X 上 的 一 个 线性 泛 函 . AEE c, 使 得 
Vr € X, |&(x)| < elel, (3) 
则 称 £ 是 有 界 的 , 其 中 左 端的 | | 表示 绝对 值 . 
定理 1 X 上 的 线性 泛 VEO UE oT 


c 


证 明 在 (2) 中 n -£= ya. 由 (1) 和 (3), BANE 
Mts n) — ((z)| = [€Yn)| S clynl. 
这 证 明了 由 £ 的 有 界 性 可 以 推出 4 的 连续 性 . 
E 无界, 则 对 任意 的 e = n, 存在 zw 使 得 (3) 式 不 成 立 : 


lan) > nlan| 
显然 , zw 可 以 用 zn 的 任意 常数 倍 代替 . 如 果 我 们 正规 化 zn 使 得 
1 
[£n] = Vn? 
WW x, — 0 但 是 an) 一 oo. 这 证 明了 若 有 界 性 不 成 立 则 连续 性 也 不 成 立 . 


定理 2 ” 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 零 空 间 是 一 个 闭 线性 子 空间 . 对 非 
平凡 的 £, 即 不 恒 等 于 0 的 2 零 空间 的 余 维 数 为 1. 

证 明 ”任意 线性 映射 的 零 空间 都 是 线性 子 空间 . 由 于 有 界线 性 泛 函 是 连续 的 ， 
故 0 的 道 象 集 是 闭 的 . 显然 当 不 恒 等 于 0 时 , 其 零 空间 的 余 维 数 为 1. 


定义 ”有 界线 性 泛 函 4 RER 等 于 使 得 (3) 成 立 的 最 小 的 常数 c, 即 


0 Est RRM Rass 


ee ex) 
«40 |z] 


根据 齐 性 , 我 们 可 以 取 z 的 范 数 等 于 1. 
定理 3 在 (4 定义 的 范 数 下 , 赋 范 线性 空间 OX 的 对 偶 X 是 一 个 完备 的 赋 范 线 
性 空间 . 

证 明 。” 齐 性 和 正 性 是 明显 的 . 为 证 次 可 加 性 , 考虑 两 个 有 界线 性 泛 函 《 和 m: 


e+ ml = BE (E m)(z)] < lea] + Ima) 


(4) 


< sup (x)| + sup |m(x)| = K| + Įm]. 
[|z|=1 [|z|=1 


我 们 现在 证 明 完 备 性 . We us) 是 X 中 的 一 个 柯 西 列 : 
当 n,m — ool, En — £4,| — 0. (5) 
根据 线性 泛 函 范 数 的 定义 (4) 以 及 (5), 对 X 中 的 每 个 z, 
当 m mm — ool, |(£, — £4,)(x)| = [£s (x) — Lm(2)| < \ln — bml|z| 一 0. 
TUR ER C 都 是 完备 的 , 故 


lim ln(x) = £(x) 


存在 . 易 证 L(x) 是 线性 、 有 界 的 , 而 且 由 (5) 不 难 推出 : 若 对 mm > n 有 4, — 4| & e, 
W |e, — 4 < e. 因此 


lim |£, — 4| = 0. 


8.2 ”有 界线 性 泛 函 的 延 拓 


到 现在 为 止 , 我 们 还 没有 证 明 非 零 线 性 泛 函 的 存在 性 . 当然 在 Hilbert 空间 中 
有 很 多 线性 泛 函 . 我 们 现在 证 明 , 在 Banach 空间 中 也 有 很 多 线性 泛 函 . 我 们 需要 
的 工具 是 在 


a 


p(z) = c|v| 

这 一 特殊 情形 下 的 Hahn-Banach 定理 . 

定理 4 设 和 是 实数 域 或 复数 域 上 的 赋 范 线性 空间 ,站 E X OTSA, CRY E 
RMI HAE Y LAR: 


Vy € Y, als clyl, 
则 & 可 以 延 拓 为 和 上 的 有 界线 性 泛 函 , 而 且 使 得 它 在 X 上 的 界 与 在 YY 上 的 界 相 
这 个 定理 是 第 3 章 定 理 8 的 一 个 特殊 情形 . 现在 我 们 给 出 一 些 应 用 . 
定理 5 dX yos yw 是 赋 范 线性 空间 X 中 N 个 线性 无 关 的 向 量 , a, san 是 
任意 的 复数 , 则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 2, 使 得 


[ 


8.2 有 界线 性 泛 函 的 延 拓 61 


证 明 用 YY RAN yy, yy 张 成 的 线性 空间 ， 形 如 

y= bv; 
的 向 量 构成 . 由 于 y; 是 线性 无 关 的 , y 的 表达 式 是 唯一 的 . dE 站 上 定义 为 
L(y) = 35s; 
显然 ,上 在 了 上 是 线性 、 有 界 的 , 并 且 满足 (6) A. 由 定理 4, 它 可 以 有 界 地 延 拓 到 
整个 X 上 . 

推论 4^ 赋 范 线性 空间 X 的 每 个 有 限 维 子 空间 Y 都 有 一 个 闭 的 补 . 
WEBB WE Y 的 一 组 基 fy,,---, yy}. 根据 定理 5, 存在 N 个 有 界线 性 泛 函 


D} 


U (yi) = Sir: 
根据 定理 2, 0; 的 零 空间 2Z; 是 闭 的 . 于 是 它们 的 交 
Z=Zın-:-NZy 
也 是 闭 的 . 容易 验证 ZA Y 是 互补 的 , 即 x 2Y ez. 
定理 6 对 实数 域 或 复数 域 上 的 赋 范 线性 空间 X 中 的 每 个 向 量 y, 
ly] = max (ety); (7) 
证 明 ”由 |4| 的 定义 (4), Ka) < Klyl. 因此 (7) 式 右 端 < 左 端 . 要 证 结论 成 
xr, 我 们 只 需 证 明 对 X 中 每 个 y, 存在 CO X’ 使 得 
L(y) = |yl, l=1. 
为 此 , 我 们 在 y 的 所 有 常数 倍 构成 的 空间 Y 上 定义 4: Clay) = a|y|. 明显 地 , 4 在 
维 空间 Y 上 的 范 数 等 于 1. 由 定理 4 0 可 以 延 拓 到 整个 X 上 使 得 [o = 1. 
推论 5 当 数 域 为 实数 域 At, 对 X 中 的 每 个 m, 
m c (8) 
下 面 是 定理 6 的 一 个 意义 深远 的 推广 . 
定理 7 设 久 是 C 上 的 赋 范 线性 空间 ,Y 是 X 的 线性 子 空间 . 对 X PES z, 用 
m(z) 表示 z BY 的 距离 : 


m(z) = inf |z — yl. (9) 
可 以 断定 , X FEN z, 
m(z) = M(z), (10) 
其 中 
z)- |4(z)]. (11) 


= max 
le 和 ll>=0 
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证 明 


由 此 及 (11) 式 ， 


为 证 等 式 成 立 , 考察 


于 在 最 大 值 问题 (11) PEIA E Y 
中 所 有 y, |&z)| = «y — z) € |z — y| 都 成 立 ; 因此 


< i -y| = , 
|A(z)| < inf |z — y| = mlz) 


M(z) € m(z). 
MAU y+az(y 在 Y 中 ,a 
间 Yo, 并 在 Yo EGE X £k EZ A Lo: 


fo(y + az) = am(z). 


eu 


由 (9), bo Æ Yo EU 1 AF; Hu 
(13) FR y = 0, a = 1, WA 


FE 为 0, 且 [<1, 对 YY 


是 复数 ) 的 向 量 构 成 的 线性 空 


(13) 


E4, 它 可 以 延 拓 到 整个 X 上 使 得 [fo] = 1. 在 


lolz) = m(z). 
结合 (12) 3X, 这 证 明了 £o 是 最 大 值 问题 (11) 


的 解 , 且 (10) 成 立 . 


注 当 Y 是 由 {0} 构成 的 平凡 子 空 间 时 , GEH 


E7 简化 为 定理 6. 


定理 7 是 对 偶 变 分 问题 , 即 极 值 相 等 的 一 对 最 小 值 和 最 大 值 问题 的 一 个 例子 . 


定义 ”在 赋 范 线性 空间 X 的 子 空 间 Y 上 取 值 为 0 的 线性 泛 函 构成 的 集合 称 为 Y 


的 零 化 子 , WX Y+. 


sup |¢(y)|. 
€Y,|y|=1 


习题 1 WH Y X 的 闭 线性 子 空间 . 
习题 2 
构 . 
定理 V 
lly = 
yeY;lyl= 
我 们 断定 


Ay) 

DEAN Ely € minmey |£ — m]. 
根据 定理 
等 于 它 在 了 上 的 范 数 ; 


4 2 在 上 的 限制 在 x 


lly = n 12 — m]. 
mcy- 

证 明 Xp Y 中 的 任意 m UR Y H 

= |(€— m)(y) 


£o] = Hely- 


结合 (16), 这 证 明了 (15) 式 成 立 . 


于 上 MLE Y EI, l- £g =m JEF YL; rfj 
L- m| = jlo] = ltly. 


设 Y 是 赋 范 线性 空间 x 的 闭 子 空间 . 证 明 (X/Y) 的 对 偶 与 Y+ 等 距 同 


设 久 是 C 上 的 赋 范 线性 空间 ,Y Æ X 的 子 空间 . 对 任意 LE xX’ 定义 


(14) 


(15) 


P 范 数 为 1 的 任意 y, 


« |£— m]. 


(16) 


上 有 一 个 延 拓 , 记 为 fo, 它 在 X 上 的 范 数 


(17) 
HH (17), 
(17) 
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定理 7' 是 对 偶 变 分 问题 的 另 一 个 例子 . 
习题 3 iH Y' 5E X'/Y- 等 距 同 构 . 
EX WERHEZ X 中 的 子 集 {yj} 的 闭 线 性 张 是 包含 所 有 y; 的 最 小 闭 线 性 子 
空间 , 即 包 含 (y;) 的 所 有 闭 线性 子 空间 的 交 . 
习题 4 证明 (y; WAREKE {fy} 的 线性 张 Y 的 闭 包 . Y 由 y 的 所 有 有 限 
线性 组 合 构成 : 


y= 2 svi: (18) 


下 面 的 结果 , 称 为 生成 准则 , 是 泛 函 分 析 中 常用 的 工具 . 
定理 8 ” 赋 范 线性 空间 X 中 的 点 z 属于 OX OTK {yj} 的 闭 线性 张 , 当 且 仅 当 每 
一 个 在 子 集 {yj} 上 为 0 的 有 界线 性 泛 函 4 在 z 处 也 为 0, 即 由 

(yj) = 0, Vyj (19) 


可 以 推出 f(z) = 
证 明 T oc 是 线性 的 , (19) 式 表明 , 对 所 有 形 如 (18) 的 y, t(y) 20. HF £ 
是 连续 的 , 它 在 形 如 (18) 的 点 的 极限 处 也 为 0. 反 过 来 , #2 不 属于 (yi) 的 闭 线性 


5k Y, hu 
anf z-yl=d>0. (20) 
定义 Z 为 由 所 有 形 如 
y+az, ycY (21) 
的 点 构成 的 子 空间 , HE Z 上 定义 线性 泛 函 lo 为 
fo(y + az) =a. 
FH (20) Al 
ly + az| > dla]. 
把 此 式 与 bo 的 定义 结合 , 可 推出 , dE Z E, £o 以 art 为 界 . 故 由 定理 4, £o 可 以 有 


界 地 延 拓 到 整个 X 上 . 由 定义 ， 
Vy;, fo(y;) 2 0, £o(z) — 1. 
注 记 ”定理 8 是 第 6 章 定 理 7 在 Banach 空间 上 的 推广 . 
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赋 范 线性 空间 X 的 对 偶 X" 也 有 自己 的 对 偶 , WA X". 由 于 (x) 是 2 和 z 的 
双 线 性 函数 , 在 定义 (4) 下 是 有 界 的 , 因此 对 固定 的 m, (n) 是 L 的 有 界线 性 泛 函 . 
由 定理 6, 这 个 线性 泛 函 的 范 数 是 ||. 因此 空间 X 可 以 按照 这 种 自然 方式 等 距 地 
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RAE X" P. 有 限 维 线性 空间 理论 的 一 个 基本 结果 是 X" = X, 但 这 个 结果 对 一 
般 的 Banach 空间 不 一 定 是 正确 的 . 
定义 WX Æ Banach 空间 . wE x" — X, W X ERA X", WR X EAR. 
定理 9 ÆA Hilbert 空间 都 是 自 反 的 . 
证 明 ”这 是 第 6 章 定理 4 的 直接 推论 . 
下 面 的 结果 由 Milman 得 出 . 
定理 10 “一致 凸 的 Banach 空间 是 自 反 的 . 
证 明 ”参见 Milman. 
在 第 5 章 我 们 证 明了 L< p < oo) 空间 是 一 致 凸 的 . 结合 Clarkson 的 这 个 
结果 与 Milman 的 上 述 结果 , 我 们 得 到 LP(1 < p < oo) 是 自 反 的 . 
定理 11  L? 的 对 偶 是 LI, 这 里 


poui 
p q 
证 明 在 第 5 章 中 我 们 看 到 , 对 L 中 任意 的 u, 可 以 在 IP 上 定义 一 个 有 界 
线性 泛 函 《为 


UN) = (s) = | Fo)uls)dm. 

而 且 在 第 5 章 定理 5 中 我 们 证 明了 这 个 线性 泛 函 的 范 数 是 Jula. 因此 Le 可 以 等 距 
HN SI (LP) vp. 我 们 断定 Ls 是 整个 (LPY. 若非 如 此 , 则 存在 (L9) 中 的 > 不 属 
T Le 由 于 Lo 是 闭 的 , 根据 定理 8( 生 成 准则 ), 存在 (L?)” PHI eo, 使 得 对 Le 
中 所 有 的 u, £(u) = 0. HT L 是 自 反 的 , 4 属于 Ir, 故 对 Le 中 所 有 的 u, (£u) = 0. 
由 第 5 章 定 理 5, 这 推出 上 = 0, 矛盾 . 

下 面 , 不 利用 一 致 凸 性 , 给 出 p <2 时 L? 的 对 偶 是 Za 的 第 二 个 证 明 . 
为 简便 起 见 , 我 们 假设 诱导 Lo 范 数 的 全 测度 为 1. 于是, 对 p = 2/p, d = 
2/(2 — p), 根据 Hölder 不 等 式 , 我 们 有 

= f [fam < Illo;a-all"lls;s = IFI: 

MOS L 中 所 有 的 f, fll» < Ilflle- 

设 4 是 线性 泛 函 , 定义 在 由 所 有 在 Lo 范 数 下 有 界 的 L2 函数 构成 的 集合 上 : 

NIS ell fll». 
其 中 c 是 常数 . 由 于 p 范 数 小 于 2 范 数 , 4 在 L 范 数 下 也 有 界 . 根据 第 6 章 定理 
4( 表 示 定 理 ), 存在 u € 12, 使 得 
Lf) = [ fea. (22) 
我 们 断定 u 属于 Le. 为 此 , 我 们 选择 f = fu 如 下 : 
f(x) = [up| t (z)sgn u(a), 
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lux|(z) = min{|u(x)|, k}, 
k 是 常数 . 在 (22) RPS f = fe, 我们 得 到 
L( fk) = [ fuam = [lam > f jusla. 


1 
H 


’ 


fee = i jul "dm = J A 
由 于 根据 假设 , MCI < ol 大。 所 以 上 面 两 个 不 等 式 意味 着 


1/p 
J sitim Kc (/ ul") : 


两 边 同 时 除 以 右边 , 得 到 
||ux|la € c 


$ k> oo, 则 得 到 u 属于 L2. 这 完成 了 定理 的 证 明 . 


习题 5 证明: 若 全 测度 为 1, W fll, 是 p 的 增 函 数 . 
定理 12 ” 当 赋 以 最 大 值 范 数 时 , C[-1,1] 不 是 自 反 的 . 

证 明 若 C[-1,1] 是 自 反 的 , 则 C 是 C" 的 对 偶 . 对 X = C" 应 用 定理 6 可 知 ， 
对 C' 中 的 每 个 0, 存在 f e C" = C, 使 得 


=D: Ilma = 1. en 
现在 定义 | 
Ka) = | sd- f ate 
显然 , Vg € C[-1, 1], 
[ED < Aal en 
但 是 任 给 e > 0, 我 们 可 以 选取 9 使 得 


I4(g)] > (2 - €)|g|max- 
这 证 明了 |e) = 2. 结合 (23), 对 g = f, 这 与 (23) TH. 
定理 13 设 2 是 C 上 的 赋 范 线性 空间 . EZ 是 可 分 的 , I Z 也 是 可 分 的 . 

证 明 ”可 分 性 意味 着 Z 包含 一 个 稠密 的 可 数 集 Uy. 由 2 中 范 数 的 定义 ， 
存在 zn € Z 使 得 


la m 1, Go) > 212 (24) 

我 们 证 明 可 数 集 {2n} 的 闭 线性 张 是 Z. 根据 定理 8 这 等 价 于 在 每 个 Ah 0 的 
线性 泛 函 处 处 为 0. 用 反 证 法 , 假设 存在 一 个 4 使 得 

对 所 有 的 n, (n) =0 B. | = 1. (25) 
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由 于 {¢,} 在 Z' 中 稠密 , 可 以 找到 一 个 6, 使 得 
t- 6 < . (26) 
由 于 gi S 
TE = (26/) 
因为 (zn) = 0, FA (26) 及 (24), 


E > 人 -如 Gajj= len(zn)| > lnl. 
这 与 (26) 矛盾 , 从 而 证 明了 不 存在 4 满足 (25). 由 定理 8, 这 证 明了 oz, 的 所 有 有 
限 线性 组 合 构成 的 集合 在 Z 中 稠密 . 进而 ou 的 所 有 有 理 系数 的 有 限 线性 组 合 构成 
的 集合 在 Z 中 也 稠密 ; 由 于 这 个 集合 是 可 数 的 , 所 以 Z 是 可 分 的 ， 


定理 13 可 以 给 出 定理 12 的 另 一 个 证 明 . 首先 C[71, 1] 是 可 分 的 : 每 个 连续 
数 可 以 用 有 理 结 点 和 有 理 坐 标的 分 段 线性 函数 逼近 . 另 一 方面 , C' 不 是 可 分 的 : 1 
(f)—f(s, -l<s<l 
所 定义 的 线性 泛 函 0, 显然 1 为 界 . 同样 显然 的 是 ， 

XL s ge ls h| =2. 

TOU 构成 了 一 个 不 可 数 的 集合 , C 没有 可 数 的 稠密 子 集 . 因此 C" z C. 这 是 
因为 , WR C" = C, Z = C' 应 用 定理 13, 由 于 C" = C 是 可 分 的 , C" 也 是 可 分 
的 , 但 是 C" 是 不 可 分 的 , 矛盾 . 
对 至 少 包 含 一 个 离散 点 集 的 任意 Hausdorff 空间 Q, 我 们 可 以 对 空间 C(Q) 应 
用 定理 12 的 结论 . 下 面 是 具体 的 表述 . 
定理 14 设 Q 是 紧 Hausdorff 空间 , C(Q) Æ Q 上 的 实 值 连续 函数 构成 的 空间 , IR, 
以 最 大 值 范 数 . 

(i) (CO) 由 定义 在 所 有 Borel 集 上 的 全 质量 有 限 的 带 号 测度 m 构成 ， 即 

CQ) 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 2 都 可 以 表示 为 
ig) = | fam. (27) 
Q 


7 


(SLE. 
4 - f ml. (28) 
Q 
测度 m E 唯一 确定 . 

(ii) (C(Q))" 是 由 Q 上 所 有 有 界 Borel 可 测 函 数 构成 的 空间 LQ). 

这 个 基本 结果 的 纵 形 由 F. Riesz 得 出 ; 一 般 结 果 则 由 Kakutani 得 出 . 附录 A 
给 出 了 Q 是 度量 空间 情形 的 泛 函 分 析 证 明 . 
iin 当 @ 非 紧 时 , C(Q) 是 Q 上 所 有 有 界 连 续 函 数 构成 的 空间 并 赋 以 上 确 界 范 
数 时 , 定理 14 不 成 立 . 这 是 由 于 下 面 的 原 


T 
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取 @ 为 实 直 线 R {tp} 是 一 列 趋 于 无 穷 的 数 . 取 Y 为 COR) 的 子 空间 , 由 使 得 
jim fir) = foo 
存在 的 所 有 函数 £X. 对 Y 中 的 f, ENZA £N 
f) = foo: 
显然 , & 是 线性 的 且 在 Y 上 有 界 : |y < 1. 根据 Hahn-Banach 定理 , £ 可 以 延 拓 为 
整个 OR) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 
我 们 断定 4 不 可 能 被 表示 成 (27) 的 形式 . 若非 如 此 , 则 Cf) 的 值 依赖 于 了 在 


任意 满足 
[lam #0 
I 


的 紧 区 间 I 上 的 值 . 但 是 , 我 们 显然 可 以 改变 Y 中 的 函数 了 在 工 上 的 值 而 不 改变 
(Cf) 的 值 , 因此 不 存在 这 样 的 依赖 性 . 

下 面 的 结果 是 很 有 趣 的 . 
定理 15 A Banach 空间 X HARASS] Y 也 是 自 反 的 . 

证 明 X 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 (dE Y 上 的 限制 是 Y 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 
WR £o. 根据 Hahn-Banach 定理 , Y 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 都 可 以 延 拓 到 X E. 
X' 一 Y 上 的 这 个 限制 映射 《一 bo 把 x' PREY’ b, 它 导 出 了 下 面 的 从 Y" 到 
X" 的 映射 . 


对 Y" 中 的 任意 n, 我 们 定义 X" PH G: 对 X 中 任意 G6 
ce = n(o), (29) 
这 里 lo dk CE Y. 上 的 限制 . 由 于 X 是 自 反 的 , C 可 以 等 同 于 X 中 的 某 个 元 素 z: 
GUO = £(2); 
代入 (29) 得 到 


(z) = (0). (29") 

我 们 断定 z 属于 Y. 为 此 , 注意 到 , dp 4 属于 Y c, WEA Y EX 0, W fo = 0, 故 

(29) All &(z) = 0. 由 定理 8, > BF Y WA. 但 是 Y SAIN, ik > 属于 Y. 因 
此 我 们 可 以 把 (29) 重 写 为 


£0(z) = n(€o). (30) 
由 于 Y 中 的 每 个 泛 函 必 为 X 中 某 个 线性 泛 函 的 限制 , (30) 表明 Y” 中 的 每 个 n 
都 可 以 等 同 于 Y 中 的 某 个 > 
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根据 第 1 章 , 实 线性 空间 X 的 点 集 M 的 凸 包 是 x 中 包含 M 的 最 小 的 凸 集 ， 
即 包 含 M 的 所 有 凸 集 的 交 . M 的 凸 包 记 为 M. 
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正如 第 1 章 定理 6 指出 的 , M 由 M 中 点 的 所 有 凸 组 合 构成 .M 中 的 点 形 如 

gc 》 aus z€ M; (31) 
F 

Qj > 0, >》 ai =1. (31^) 


F 
定义 ” 赋 范 线性 空间 X TFR MAO eee M HE 88A, 即 所 有 包 
含 M WARN. 我 们 把 这 个 集合 记 为 M. 


习题 6 WA M ARTE MAO, 


EX 对 及 上 的 赋 范 线性 空间 X 中 的 任意 有 界 子 集 M, 我 们 定义 其 支撑 函数 Sny 
H X 上 的 函数 


Sy (£) = mp L(y). (32) 
yE 
定理 16 ”支撑 函数 具有 下 列 性 质 : 
(i) 次 可 加 性 , V £m € X’, Su(l+m) € Sy(£) + Smm). 


i) S_m(4) = Su(—2). 


习题 7 证 明定 理 106. 


现在 我 们 给 出 一 些 例子 . 
(a) 当 M 为 单 点 集 {ao} 时 ， 
S{zo}(€) = to). 
(b) 4 M 是 以 0 为 球 心 、 以 RR 为 半径 的 球 Bg = {a: |x| < R} IN, 
Sp, (0 = Rid). 
(c) 设 M 是 球 Br(xo) = {x € X :|x — vo| < R}. 由 例 (a) 和 例 (b) 以 及 定理 
16(v), 得 到 


Spatzo( = L(x0) + Riel. (33) 
定理 17 E X ZR LHMDCALS A, MX 的 一 个 有 界 子 集 . X 中 的 点 > 
属于 M 的 闭 西 包 M, 当 且 仅 当 对 X' 中 所 有 的 e, 

&(z) € Sud). (34) 
证 明 ”根据 支撑 函数 的 定义 (32), 对 X" PAPA £L M 中 所 有 的 z, 均 有 
£z) € Sy (0). 由 定理 16 的 (vii) 和 (viii), Sy; = Sy, W (34) 对 所 有 M 中 的 > 都 


RZ, 假设 z 不 属于 M. 由 于 M 是 闭 的 , 故 以 z 为 中 心 的 某 个 开 球 BR(z) 与 
M 不 交 . 根据 第 3 章 定 理 6( 广 义 超 平面 分 离 定 理 ), 存在 非 零 线性 泛 函 Cy 和 实数 
c, 使 得 Vu € M, Vv € Br(z), 
lolu) < e < tolv). (35) 
` 等 式 (35) 右 端 知 , bo 是 一 个 有 界线 性 泛 函 . 
Bg(z) 中 的 点 wv JEU v = z + Rz, |e] <1. 由 不 等 式 (35) HAM, 
c € lo(z) + Réo(a). 


inf £o(x) = — |f]. 


|z|«1 


面 的 不 等 式 可 知 


T 


c < lolz) — Rllol. (36) 
由 不 等 式 (35) 左 端 和 Su 的 定义 (32), 我 们 得 出 
Sy (£o) S c. (36) 


结合 (36) 和 (36), 我 们 得 至 

Sm (£o) + Rol < £o(z). (37) 
T o 不 恒 等 于 0, 故 |lo| > 0. 因此 (37) 说 明 , 若 z 不 属于 M, WEE l 使 得 
(34) 不 成 立 . 这 正 是 定理 17 所 要 证 明 的 . 
定理 18 设 天 是 实 赋 范 线性 空间 X 的 一 个 财 上 西子 集 , OX 中 不 属于 K 的 一 
个 点 . 则 


c 


inf |z- ul = Ee) — Sk(t)]. (38) 


HERA 支撑 函数 的 定义 (32), 
对 所 有 的 4 和 天 中 所 有 的 ww，Sr(O) > lu). 


故 对 |e] = 1, 
Sk(£) > Uu) = &(z) + Lu — z) 2 Uz) — |u— z], 

Bl Ju — z| > (z) - Sk(£). 由 此 可 知 

inf |u- z| > en - Sx(t)]. (39) 
为 证 相反 方向 的 不 等 式 , Be R 是 比 (38) 左 端的 下 确 界 小 的 任意 正 数 . 用 Br 表示 
以 原点 为 中 心 、 以 R 为 半径 的 球 , 则 集合 K+ Br 到 z 的 距离 为 正 数 . 故 在 定理 
17 中 , DÀ K+ Bg 代替 M, 可 知 存在 lo € X' 使 得 

Sx By (£o) < fo(z). (40) 


可 加 性 和 例 (b), 


Sk Bg (£o) = Si (lo) + R|£o]. (40^) 
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于 可 以 选取 £o 使 得 其 范 数 等 于 1, 从 而 由 (40) 和 (40^), 存在 £o, Kol = 1, 使 得 
R < to(z) — Sx (60). 
故 (38) 式 右 端 的 上 确 界 不 小 于 R. 由 于 R 是 比 (38) 式 左 端 下 确 界 小 的 任意 数 , 故 
int |u- z| < mpa — Sx (2). 
结合 (39) XX, 这 证 明了 (38) X. 
定理 18 给 出 了 对 偶 变 分 问题 的 又 一 个 例子 . 如 果 我 们 把 支撑 函数 的 定义 延 拓 
到 线性 空间 Y E: 
sod 0, eyt 


oo, LEY-, 


则 定理 7 是 定理 18 的 特殊 情形 . 
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SIs “对偶 性 的 应 用 


9.1 加权 窜 的 完备 性 


设 w(t) 是 定义 在 展 上 的 正 函 数 , HS [t] 一 oo 时 呈 指 数 衰减 


0 < w(t) <ae ll, c» 0. (1) 
1C ERR 上 在 oo 处 为 0 的 连续 函数 的 集合 : 
n x(t) =0. (2) 


当 赋 以 最 大 值 范 数 时 , C 是 一 个 Banach 空间 . 
定理 1 函数 tMrult)(n=0,1,2--)BT C; 它们 的 闭 线性 张 是 整个 C, FP C 中 的 
每 个 函数 在 及 上 都 可 以 用 加 权 多 项 式 一 致 台 近 . 

证 明 ”利用 第 8 章 定理 S 证 明 . Wc 6 是 C 上 的 任意 有 界线 性 泛 函 , 且 在 函数 
tw LA 0: 


f(t^w) = 0, n=0,1,---. (3) 

设 〈 是 一 个 复 变 量 且 Im ¢| < e, W wist ET C, 故 
FO) = (wet!) (4) 
在 区 域 IC: Im ¢| < e 上 有 定义 . 我 们 断定 f(z) 在 此 区 域 上 是 解析 的 . 因为 在 C 


的 范 数 下 , we’ 的 复 微 商 趋 于 it's’, 故 


eA MER ONE DEE) DRY EEE s A 
FO = hm ar = lim £ (一 六 一) = U(iwte's*). 
对 高 阶 寻 数 也 有 类 似 的 结果 , 特别 地 , 利用 (3), 
OF) rPQwm)-0 n-01.- 
dl? Ic=0 


于 了 是 解析 的 , dE c = 0 点 的 所 有 导数 为 0 意味 着 在 区 域 (6: [Im ¢| < e) E 
so = 0; 特别 地 ， 

vC € R, f(C) = £(weitt) — 0. 

由 第 8 章 定 理 8, 所 有 函数 weit 都 属于 tw 的 闭 线性 张 . 

根据 Weierstrass 逼近 定理 ,每 个 连续 的 周期 函数 h(t) 是 三 角 多 项 式 的 一 致 
极限 . 由 此 可 知 wh 在 函数 weisi(¢ 是 实数 ) 的 闭 线 性 张 内 , 因此 也 在 {tw : n = 
0,1,2,.…} 的 闭 线性 张 内 . Ve y 是 有 紧 支 撑 的 任意 连续 函数 , 定义 

y 


r= (5) 
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设 是 一 个 以 2p 为 周期 的 函数 , 且 满 足 
对 | «p, al) = h(t), (5^) 
选取 p 充分 大 , 使 得 x 的 文 撑 包含 在 区 间 (t: |t] « p) VJ. 则 


|a: m h|max < [ac max; 


故 由 (5), (5^) 和 (1), 

|y — wh| < ae *?|x|max. 
这 证 明了 当 p 一 oo If, wh 一 y. 由 于 wh 属于 所 有 函数 {trw : n = 0,1,2,…} 的 
闭 线 性 张 , 所 以 y 也 属于 {tw : n = 0,1,2,…} 的 闭 线性 张 . 由 于 有 紧 支 撑 的 连续 
函数 构成 的 集合 在 C 内 稠密 , 故 完成 了 定理 的 证 明 . 


9.2 Mintz Bree 


根据 Weierstrass Et E, 区 间 [0,1] 上 的 任意 连续 函数 e(t) 都 可 以 用 二 的 
多 项 式 一 致 逼近 . 设 n 是 任意 整数 . A z(t) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 , 则 
y(s) = 2(s™) 
也 是 连续 函数 . v(s) 在 最 大 值 范 数 下 可 以 用 多 项 式 p(s) 任意 逼近 . S s = t", 我 们 
断定 x(t) 可 以 用 t^ (3 = 0,1,…) 的 线性 组 合 任意 逼近 . 因此 在 Weierstrass 逼近 定 
理 中 , 不 是 t 的 所 有 第 次 都 需要 
Serge Bernstein 提出 了 下 列 问题 : 什么 样 的 收敛 到 oo 的 正 数列 DA; 能 够 使 
得 函数 


1, {t}, gH 1,2, (6) 

的 闭 线 性 张 是 [0,1] 上 的 所 有 连续 函数 构成 的 空间 O? YE Berstein 得 到 一 些 初步 的 

结果 后 , Miintz 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 2 KIN 是 趋 于 oo 的 正 数列 . (6) 中 的 函数 张 成 [0,1] 上 在 上 = 0 处 为 0 

的 连续 函数 构成 的 空间 , 当 且 仅 当 

= x N (7) 

WEBB ”我 们 利用 第 8 章 定理 N) WIE C 上 的 在 (6) 中 所 有 的 非常 
值 函 数 上 取 值 都 为 0 的 有 界线 性 泛 函 

L(A De. j212,- (8) 

S 5 是 一 个 复 变 量 , Re C» 0. 对 这 样 的 C, t6 属于 C. 且 在 下 述 意 义 下 解析 地 依赖 

To 在 C 的 最 大 值 范 数 下 ， 


存在 . 定义 
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FO = LS), (9) 
WW f ¢ 的 解析 函数 . mT350zt«1 H Rec SOW, [t| « 1, 以 及 2 是 有 界 的 
(不 妨 假设 |£| < 1), 根据 (9) 式 可 知 ， 


*IRec»0, |f(O| <1. (10) 
关系 式 (8) 可 以 表示 为 
f(A) = 0. (11) 
我 们 定义 Blaschke RAR By (C) A 
N GEN 
By(Q) = Il EFA (12) 
它 满足 以 下 4 个 性 质 : 
BN(Aj) = 0, 了 = 1， Ni; (13a) 
Bn(C) 7 0, Mt CA AG; (13b) 
IBN(O)| > 1, ™ Re ¢ — 0 时 ; (13c) 
IBN(O)| ^ 1, 24 [e| 一 oo 时; (13d) 
由 于 f(¢) 与 BuO 有 公共 的 零点 , 所 以 
oO = ga (14) 
在 {C:Rec>0} 内 是 正则 解析 的 . 可 以 断定 
Xİ Re C>0, |gn(Q| <1. (15) 


这 是 因为 , 结合 (10) 和 (13c), (13d), 对 任意 的 = > 0, HX Re C= ô, |C = 071, 0 76 
分 小 时 , 有 |gn(0)| < 19- e. 根据 解析 函数 gn 在 区 域 (C: Re ¢ > 6, |e] < 071) 上 的 
最 大 模 原理 , 在 此 区 域 上 , low (0)| <1 +e. 2 6,6 一 0, 我 们 得 到 (15). 设 是 满足 
f(k) £0 的 正 数 , 由 (14) 和 (15), 我 们 断定 

las 1 

II |< Et. (16) 
我 们 可 以 把 (16) 式 左 端 的 因子 写 为 


14 


2k 
dk 

T A; oo, 所 以 上 面 的 因子 中 只 有 有 限 项 大 于 1. 由 于 乘积 (16) 关于 N 是 一 
致 有 界 的 , 故 对 所 有 的 N, 和 式 


a rui 

I 
是 一 致 有 界 的 . 这 与 (7) 矛盾 ; 因此 对 所 有 的 天 均 有 f(k) = 0. 由 上 的 定义 (9) 和 
£ 的 性 质 (8), 这 说 明 任 意 的 在 £o 上 为 0 的 线性 泛 函 也 在 t (k 是 正 数 ) 上 为 0. 故 
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第 8 章 定理 8( 生 成 准则 ), 我 们 得 到 所 有 的 函数 t^ 可 以 用 函数 v 的 线性 组 合 一 
Sio xr. 特别 地 , W k= 1,2,…, 并 应 用 Weierstrass EWE, 可 以 断定 (6) 中 的 
函数 张 成 了 C. 

我 们 略 去 必要 性 的 证 明 . 
Eid Szász 把 Müntz 的 定理 推广 到 A; 是 复数 的 情形 . 
习题 1 AUF eH 2 在 复 指数 下 的 情形 . 


9.3 Runge 定理 


定理 3 E D XC 内 的 一 个 有 界 单 连通 区 域 . 则 D 内 的 每 个 解析 函数 (0) ED 
的 每 个 紧 子 集 K 上 都 可 以 用 C £R A Air. 

证 明 HF D 是 单 连通 的 , 故 D 的 每 个 紧 子 集 都 包含 在 D 的 一 个 单 连通 紧 子 
集 K 中 . dE D — K 中 选择 一 条 闭 光 滑 曲线 使 之 绕 开 中 每 个 点 一 周 , 并 用 Cauchy 
积分 公式 表示 f(C)(¢ € K). 这 个 积分 对 K 中 所 有 的 点 5 AIDA Ask SRE. 这 
个 和 式 是 形 如 (x — x 在 曲线 上 ) 的 函数 的 线性 组 合 . 因此 , 为 了 证 明定 理 , 只 
需 证 明 所 有 形 如 (x — 0) 1 (x DE K 中 ) 的 函数 在 K 上 可 以 用 5 I E Ua. 
当 |x| > R, R= max |C 时 , 这 是 明显 的 . 于 是 几何 级 数 


x-0 = >> zu 


0 

EK 上 一 致 收敛 . 为 证 明 对 所 有 的 < 成立, 我 们 利用 生成 准则 . Be 2 是 C(K) 上 在 
所 有 多 项 式 上 取 值 为 0 的 任意 有 界线 性 泛 函 : 
£(p) = 0. 


我 们 断定 4 在 所 有 形 如 (x — C) (x 不 在 K 中 ) 上 为 0. 定义 
g(x) = «(x — 071). 
于 (x 一 -1 是 C(K) 中 的 解析 函数 , 故 g(x) TE K 的 外 部 是 x 的 解析 函数 . 由 
于 对 |x| > R, (x 一 -1 属于 多 项 式 所 构成 集合 的 闭 包 , 且 由 于 (p) = 0, 由 连续 性 
AT, 对 这 样 的 x, U(x - N) = 0, 故 
当 |R| < |x| 时 ，g(x) =0. 
由 于 g 在 外 部 是 解析 的 , 且 单 连通 集 K 的 外 部 是 连通 的 , 故 对 所 有 不 属于 K 中 的 
x g(x) = 0. 由 第 8 HEM 8 生成 准则 知 , 对 K 外 面 的 所 有 x. (x 0) | 在 多 项 式 
所 构成 的 空间 的 闭 包 中 . 


这 个 漂亮 的 证 明 是 由 Lars Hórmander 给 出 的 . 
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9.4 ”函数 论 中 的 对 偶 变 分 问题 


定理 4 设 DD 是 C 中 的 一 个 有 界 区 域 , 其 边界 由 有 限 个 CÓ Mh. 用 4 表示 在 
D 内 解析 且 在 边界 连续 的 函数 构成 的 空间 , Co 是 DD 内 任意 一 点 . 定义 
M= sup  |f'(£)|. (17) 
FEA,|flmaxsı 


用 wo 表示 在 OD EU BK i 


定义 
m= int | luo(¢) — g(O)l lad], (19) 


N) m= M, LEAR M 可 以 达到 . 
证 明 ”我 们 首先 证 明 M < m. 由 Cauchy 积分 公式 和 Cauchy 积分 定理 , 可 以 
把 万 (Go) 表示 为 


= f fudco f fuo- ac. (20) 
oD oD 
这 里 g 是 4 中 任意 函数 . 因为 (17) 中 出 现 的 了 的 绝对 值 | 有 | < 1, 故 由 (20) 可 以 


Eu 
wy 


FOIS [uo = eld 
OD 
选择 9 使 之 几乎 最 小 化 (19), 我 们 得 到 
Io) < me. 

由 (17), 这 意味 着 M < mr e, 由 于 = > 0 是 任意 的 , M < m. 

为 了 证 明 相 反 的 不 等 式 , 我 们 考虑 由 OD 上 的 连续 函数 构成 的 空间 C. uo 属 
于 C 且 4 是 C 的 线性 子 空间 . RIE C EWA D-33838 | |, 沿 着 9D KF IM 
长 ldc| 积分 . 下 确 界 (19) 可 以 写 为 


= inf Juo — gl. 
m inf [uo gli 


根据 第 8 章 定理 T, 
T ai EN Io). v 
我 们 记 使 (21) 取 最 大 值 的 2 为 o. 对 不 在 OD 上 的 x 定义 函数 fo 为 
fo(x) = to (+ 

可 以 断定 fo 共有 下 列 性 质 : 

(i) 对 不 在 OD 上 的 x, fox) 是 解析 的 ; 

(ii) 对 不 在 D 内 的 x, fox) = 

Gi) [O)| € 1; 
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(iv) f6(Go) = m. 
TERR (i) 由 1/(C — x) FE x 的 解析 函数 这 一 事实 可 得 . 对 不 在 D 中 的 x, 1/(C— x) 
BF 4 且 4 在 A E 0, 因此 性 质 G) 成 立 . 为 证 明 (iii), 选择 靠近 OD 的 x, 取 
x 是 x FI D 的 反射 点 . x’ xg D 外 . 由 (i), RNE 


fo(x) = flx) - fox") = a (; + x —) | 


T lo) <1, 
1| 1 1 1 Ix = x 
本 
通过 简单 的 计算 可 知 , 对 接近 边界 的 xX， 右 端 积分 < 1 + e， 故 对 接近 边界 的 x 
| € 14- e. 由 此 及 最 大 模 原理 知 (iii) 成 立 . 
对 (22) 式微 分 , JP ¢ = co, 由 (18) 和 (21) 得 ， 
Folco) = £o(uo) = m. (23) 
于 我 们 已 经 证 明了 |f) < m 对 在 D 内 满足 [f| < 1 的 了 Jr, 故 fo 是 最 大 
直 问 题 (17) 的 解 , 从 而 M = m. 
假设 D 是 单 连通 的 , 则 使 得 (17) 式 取 最 大 值 的 函数 fo 把 DD 保 形 地 映 到 单位 
圆 盘 上 . 以 下 是 证 明 的 概要 . 
可 以 证 明 最 小 值 问题 (19) 有 解 , 记 为 go. 将 f= fo F g= go FRA (20) X, 3 
利用 (23), 我 们 得 到 


— 


dc 
m 一 uo — go) —ds, 
ie fo(uo 90) g; 


这 里 s 是 弧 长 . 根据 | fo(¢)| < 1 这 一 事实 并 利用 (19) 式 , 得 
dc 


m= | wo o)l] Eas 
aD S 
因此 可 以 断定 在 OD 上 |fo(Q| 2 1 H 
在 OD Tes fo(uo == 0) >0. (24) 
H 2x[h] 表示 非 零 复 值 函数 h 绕 9D 的 幅 角 的 增 量 . 由 (24) 我 们 推出 
[fo] + [uo — go] + E =0. (25) 


根据 幅 角 原理 , 对 DD 内 亚 纯 函数 的 边界 值 h, 

[h] =h 在 DD 中 的 零点 个 数 一 h E D 中 的 极点 个 数 . 
但 是 fo 和 go 没有 极点 , uo 只 有 一 个 二 阶 极 点 . 对 单 连 通 的 区 域 D, [d¢/ds] = 1; 
因此 由 (25) 我 们 推出 

万 的 零点 个 数 + (wo — go) NAAT — 2 4- 1 — 0. (26) 
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(26) 可 知 , fo 在 D 内 至 多 有 一 个 零点 . 我 们 断定 它 至 少 有 一 个 零点 . 否则 ， 
fo^ *E D 内 解析 . 由 于 在 OD 上 |fo| = 1, 根据 最 大 模 原理 , YE D 内 |fo(¢)| = 1, 这 
意味 着 fo = 常数 , 与 f'(Qo) = m 矛盾 . 综合 上 述 两 个 结论 , fo 在 D AIA AS 


ae 


根据 幅 角 原理 , [fo] = 1. 由 于 对 OD 上 的 5 WIE | fo()| = 1, PrEDS Sr AE 
内 的 点 w, [fo — w] =1. 进而 可 知 (O 在 D. 内 取 到 每 个 w 仅 一 次 . 这 说 明 fo 把 
D 一 对 一 地 映 到 开 的 单位 圆 盘 上 . 

本 节 的 证 明 结 合 了 由 Rogosinski 和 Shapiro 引入 的 方法 以 及 Garabedian 和 
Schiffer 的 结果 . 
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EX WD 是 一 个 平面 区 域 , 其 边界 B 是 一 次 连续 可 微 的 . 对 区 域 D 中 的 点 p 
Al q, D 上 的 Green 函数 G(p, q) 是 满足 下 列 要 求 的 函数 : 

(i) A,(G) = 6(p—q), 这 里 A, EXT p 的 Laplace 算 子 , 6 是 Dirac 分 布 (JIL 

附录 B). 

(ii) m G(p,q) = 0. 
在 这 个 定义 中 , 变量 p All q 的 角色 是 不 对 称 的 , q 只 是 边 值 问题 的 一 个 参数 . 

Green 函数 的 重要 性 在 于 我 们 可 以 利用 Green 公式 把 D 内 的 调和 函数 h 用 它 
的 边界 值 表示 出 来 ， 

a= fm h(p q)dp, 


这 里 G,(p,q) 是 G 在 与 边界 B 垂直 的 方向 上 关于 p 的 导数 , dp 是 弧 长 . ME, 对 
单 连通 的 D. G 是 把 D 映 到 单位 圆 盘 的 解析 函数 f 的 绝对 值 的 对 数 , 且 它 把 q 映 
到 原点 . 

Green 函数 可 以 分 解 为 奇异 部 分 和 正则 部 分 : 


G(p,q) = -> mp — q| + go(p, q). (27) 

函数 go PKA Green 函数 的 正则 部 分 . 根据 上 面 的 (i) 和 Gi), go 是 边 值 问题 
Apgo = 0, 在 D N, (28) 
go(p.q) = In|p - ql, xf BEIM p (29) 


的 解 , 这 里 Inr 是 (1/2x)lnr 的 缩写 . 

显然, Green 函数 的 定义 是 基于 边 值 问题 (28)、(29) 可 解 这 一 事实 , 经 典 地 , 这 
可 由 对 预先 给 定 边 值 的 A 的 Dirichlet 边 值 问题 的 可 解 性 得 出 . 在 这 里 , 我 们 不 利 
必 一 般 理论 来 解 (28) 和 (29). 我 们 用 C 表示 边界 B 上 的 连续 Jom MH at <a], 赋 
以 最 大 值 范 数 . 我 们 用 H 表示 由 在 D 内 调和 且 直 到 边界 连续 的 函数 h 的 边界 值 
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构成 的 子 空间 . 在 下 面 , D 中 的 点 q 给 出 后 即 固定 不 变 . 我 们 对 五 中 的 h, 定义 泛 
PR lq N 


lalh) = h(a), (30) 
这 里 A(q) 表示 B 上 的 调和 函数 hh 在 g 点 的 值 . 众所周知 , 在 调和 函数 理论 中 ,六 在 
q 点 的 值 由 玉 在 边界 B 上 的 值 唯一 确定 , 且 最 大 模 原理 成 立 ， 
h(a) < max |h(2)| = Il. 
这 个 不 等 式 说 明 : 作为 H 上 的 泛 函 , £, 的 范 数 < 1. 根据 Hahn-Banach 定理 , £, 可 


以 从 H 延 拓 到 整个 C b, 且 仍 有 
lal <1, (31) 
我 们 用 w 表示 平面 上 不 属于 D 的 边界 B 的 任意 一 点 , 定义 C 中 元 素 kw) 为 
k(p,w) =Injp—w|, peB (32) 


下 面 给 出 大 对 参数 w 的 依赖 性 的 两 个 事实 . 
(i) k(w) 是 w TBR, HE B 的 补 集 的 每 个 分 支 上 满足 
Auk=0 (33) 
(i) 对 D 外 部 的 每 个 点 w, kw) 属于 H. 
现在 我 们 定义 函数 g(w, 9) 为 
g(w, q) = &4(k(w)). (34) 


XE k 由 (32) REX. 
引 理 5 
(i) g(w,q) 在 B 的 补 集 的 每 个 分 支 上 是 w 的 调和 函数 . 
(ii) 对 D 外 部 的 点 w, 
g(w', q) = In|g — w|. (35) 
证 明 T bg 是 线性 的 , 由 (34) 
h (t 十 du) 一 u) _ g(w + du, q) — g(w,q) 


d d 

4 dE T 0. HT £6, 是 有 界 的 , 我 们 
lq(Owk) = Owg(w, q). 

把 这 个 等 式 应 用 到 第 二 个 导数 上 并 利用 (33), 我 们 得 至 
Aug = lq(Awk) = 0, 


Eu 
j 


E 


i 


| 


这 证 明了 (i). 
对 D 外 部 的 w, klw) 属于 H. 在 (34) 中 应 用 4 的 原始 定义 (30) 即 得 到 


(35). 


引 理 6 4 w 穿 过 边界 时 , gw, q) 连续 地 依赖 于 w. 
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为 证 此 , 设 w 是 D 内 靠近 边界 的 点 , w 是 w 关于 边界 的 反射 . 反射 w 可 以 
这 样 得 到 : 从 w 到 最 近 的 边界 点 po 画 一 条 直线 , 选择 w 使 得 


w+w 
2 


= po. 
根据 定义 (34) 以 及 44 的 线性 ， 


(ww, @) — g(t’, a) = £,(k(w) E = 2, (i = ) | (36) 


于 边界 B 有 连续 的 转向 切线 , 容易 验证 , 24 w 趋 于 边界 B 时 , 对 B 内 所 有 点 p, 
一 致 地 有 


DEU: rs 
[p — wi Gn) 
由 此 可 知 对 B 上 所 有 点 p, 一 致 地 有 
人 NNI (38) 
wu’ | 


从 而 在 最 大 值 范 数 下 也 成 立 . 由 于 lo 是 有 界线 性 泛 函 , 当 w GUIRY, (36) XX 
右 端 趋 于 0. 

对 D 内 靠近 边界 的 w, w 在 D 外 . 根据 (35), 随 着 w 趋 于 边界 上 的 点 p, 
g(w',q) 趋 于 In|g — p|. 这 证 明了 引 理 6, 同时 也 说 明了 当 D 内 的 点 w BF B 上 的 
点 p IN, 


lim g(w, a) = Inla < pl. (39) 
根据 引 理 5(), g(w,q) 是 D 上 的 调和 函数 . 由 (39), 其 边界 值 为 mlp — ql. 这 
两 个 事实 刻画 了 Green 函数 的 正则 部 分 go, 从 而 
g(w, q) = go(w, q). 


这 证 明了 Green 函数 的 存在 性 
iki 上 面 的 证 明说 明 : 即使 wE D N, 由 (32) 式 定 义 的 k(w) 也 是 调和 函数 
glp, w) 的 边界 值 , 从 而 属于 H. 因此 可 以 应 用 £4 的 原始 定义 (30) 

ba(k(w)) = g(q, w). 


由 (34) 可 知 

g(w, q) = g(q, w). (40) 
这 证 明了 Green 函数 的 正则 部 分 对 称 地 依赖 于 它 的 两 个 变量 . 进而 , 由 (27) Al, 
Green 函数 本 身 也 具有 此 性 质 . 
ik2 当 边 界 曲线 B 是 二 次 可 微 时 , 关系 (37) 可 以 进一步 深化 为 
| = — " — 1-4 O(d), 


这 里 d-|w-p|2é w 到 边界 的 距离 . 由 此 , 我 们 可 以 深化 (38) 为 
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p 
p 
将 此 代入 (36). 由 于 根据 (35), g(w/,q) = Dla- wl, 它 与 g(p,q) = Dla — p| 相差 
Ola). 因此 , 随 着 D 中 的 w 趋 于 最 近 的 边界 点 
blog - atv. a)l < Old). (a1) 
BRACING g 的 一 阶 导数 在 D 中 直到 边界 是 一 致 有 界 的 . 这 是 因为 我 们 可 以 把 调和 
函数 g 4E w 点 的 一 阶 导数 表示 为 在 以 w 为 中 心 以 d 为 半径 的 圆周 上 的 积分 : 

2a grad gt) = Z [tw + de(0)) — gl)le(0)at, (a2) 


这 里 e(0) = (cos0,sin0). 由 (41) A, (42) 中 积分 项 为 O(d), 由 此 可 得 grad g 的 一 
致 有 界 性 . 

Cauchy-Riemann 方程 知 , g REICHTE D 内 也 有 一 致 有 界 的 一 阶 导 
AX. 这 证 明了 对 单 连 通 的 D, 把 D 映 到 圆 盘 上 的 解析 函数 是 一 致 Lipschitz 连续 的 . 
在 文献 Lax 中 构造 了 多 于 两 个 变量 的 Green KA. 


—|p-w 
i| e| = O(d). 


参考 文献 
Garabedian, P. R. and Schiffer, M., On existence theorems of potential theory and conformal 
mapping. An. Math., 52(1950): 164-187. 


Garabedian, P. R. and Shiffman, M., On solutions of partial differential equations by the 
Hahn-Banach theorem. Trans. AMS, 76(1954): 288-299. 


Lax, P. D., On the existence of Green's function. Proc. AMS, 3(1952): 526-531. 
Lax, P. D., Reciprocal extremal problems in function theory. CPAM, 8(1955): 437-454. 


Müntz, Ch. H., Über die Approximationssatz von Weierstrass. Math. Abhandlungen H. A. 
Schwarz gewidmet, Berlin (1914): 303-312. 


Rogosinski, W. W. and Shapiro, H. S., On certain extremum problems for analytic functions, 
Acta. Math., 84(1953): 287—318. 


Szász, O., Über die Approximation stetiger Funktionen durch lineare Aggregate von Poten- 
zen. Math. An., 77(1915-1916): 482-496. 


第 10 章 3 "sw 


定义 ” 设 {zn} 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 一 个 点 列 . 如 果 对 X" 中 的 每 个 4， 


lim (2p) = f(x), (1) 
WEK (m, ARE 0, 记 为 
Ln — x. (1^) 
另 一 种 记号 是 
w-— „im qn Is (1”) 
此 概念 是 为 了 与 范 数 收敛 进行 对 比 : 
Jim lyn = yl = 0, (2) 
此 时 我 们 称 {yw} 强 收敛 到 y, 并 记 为 
Yn — Y- (2^) 
强 收 敛 的 男 一 种 记号 是 
s— lim y, — y. (2") 


显然, FUCA a 的 序列 也 弱 收 敛 到 z; 但 是 , 反 过 来 一 般 不 成 立 . 下 面 是 一 些 
反例 . 


Bii 设 关 = 如, 其 中 的 点 是 有 可 数 个 分 量 的 向 量 


T= (01,02: ) (3) 
Hapi 
lel = la? < oo. (3) 
由 于 2 是 Hilbert 空间 , 根据 第 6 章 定理 4, L 上 的 有 界线 性 泛 函 可 表示 为 
Ka) = (w,y) = > ajbi, Y lbj]? < 00. (4) 
定义 an 为 第 n 个 单位 向 量 , 即 第 ”个 分 量 为 1 其 余 分 量 全 部 为 0 的 向 量 , £n = 


(0,---,0,1,0,--+). 容易 验证 , 序列 {an} SIDE 0, 但 是 不 强 收敛 到 0. 证 明 留 作 


习题 . 
例 2 HX Hilbert 空间 , {£n} 为 互 的 一 个 标准 正 交 序列 , 则 序列 {en} 弱 收 
SE 0, 但 不 强 收敛 到 0. 
WEBB ”根据 第 6 章 的 Bessel 不 等 式 (31), 对 Vy € H, 
M lan, DE < llull’, (5) 


2 310% 


根据 第 6 章 定 到 


例 3 


此 可 知 ， 


Kan) = (£n, y) > 0. 
E 4 的 Riesz XZR EH 
弱 收敛 到 0. 由 于 对 所 有 的 n, enl] = 1, 故 zx 不 强 收敛 到 0. 


zn BE 0, de I SOC AC] 0. 
证 了 明 


(5°) 


上 的 所 有 有 界线 性 泛 函 均 形 如 (5^), W aon 


HZR, 我 们 断定 lim (en) = 0. 


假设 此 结论 不 成 立 , 则 存在 无 穷 多 个 n 使 得 LG) > 5 > 0, 不 妨 设 


选择 子 序 列 {nx} 使 得 


Kan) > ô. 
L (6) 式 成 立 . 不 难 ; 


K 
yk (t) = I an, (t) «4 


这 意味 着 对 所 有 的 K, |yx| «4. 由 (6) 可 知 


由 于 这 对 所 有 的 KK 成 立 , | 
于 |zn| = max |en (H| = 1, 


习题 1 


例 4 


下 面 的 结果 在 


是 Le. FH 
的 序列 {rn} BER, WE ARISE, 


j 


K 
(yi) = 》 Kan.) > Kô. 

1 
H. lux | <4 对 所 有 
因此 {an} 不 强 收敛 到 0. 
证 明 不 等 式 (7). ( 画 出 r(t) 的 图 


= 0, 即 问 量 æ = (41, a2,… 
们 看 到 (定理 11 后 的 习题 ), £1 的 对 但 
a gu 


习题 2 


10.1 KAFIKA ATE 


证 明 弱 收敛 时 非常 有 用 . 
定理 1 假设 赋 范 线性 空间 OX 中 的 点 列 (x) 满足 


(i) {len} 是 一 致 有 界 的 , 即 存在 常数 c 使 得 


(6) 


FE 明 对 所 有 的 te [0,1], 


(7) 


的 K 成 立 , 此 与 4 的 有 界 性 矛盾 . 由 


&). 
小 |z| = Dlar| < oo) 的 全 体 . 在 第 8 ER 
的 结果 由 Schur 得 出 : 
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lan| «€ c. 
(ii) 对 X' 的 一 个 稠 子 集中 的 每 个 L, lim (a) = C(x), 则 


w -— lim tp = z. 


习题 3 证 明定 理 1. 


令 人 吃惊 的 是 , 定理 1 的 道 命 题 在 Banach 空间 中 也 成 立 . 为 此 , 我 们 利用 完备 
度量 空间 S 中 的 一 致 有 界 原 理 : 如 果 由 s 上 实数 值 连续 函数 fo 构成 的 集 族 {fo} 
在 S 中 的 每 个 点 x 是 有 界 的 ， 

Vv, |fo(x)| < Me), (8) 
则 函数 族 {fu} 在 某 个 非 空 开 集 上 是 一 致 有 界 的 , 即 存在 常数 M 和 非 空 开 集 O, 使 
得 Vu € O, w, WH 


lfo(u)| < M. (8°) 
特别 地 , 我 们 考虑 S 是 Banach 空间 , 且 每 个 fo 是 满足 次 可 加 性 和 绝对 齐 性 的 函 
数 的 情形 ， 


f(e +y) < f(x) + fly), flax) = jal f(x). (9) 
定理 2 X X X Banach ZA, (f,) 是 和 上 的 一 族 满足 次 可 加 性 和 绝对 齐 性 的 实 
AB BI, 且 (f) 在 X 中 每 个 点 c LAR (如 (8) 中 一 样 ), 则 {fo} 是 一 致 有 界 
44, 即 存在 常数 c 使 得 对 所 有 的 f, F X 中 的 所 有 v, 均 有 
|fo(x)| < ela]. (10) 
证 明 ”根据 度量 空间 中 的 一 致 有 界 原 理 , 存在 M, 使 得 对 所 有 的 fo 和 某 个 开 
ER {u = z +y: ly] <r} 中 的 任意 ww |f. (w)] < M. 由 次 可 加 性 , Vy, |y| = 7/2, 均 有 
Kl < |fo(u — 2)| & |fo(u)| + |f«(2)] < 2M. (11) 
X*IreX,r20,41]145 y= rz/2|z|, W |y| = r/2, Be (11) 式 成 立 . 利用 绝对 齐 性 ， 
(11) 式 我 们 得 到 
l= Lr | rs Za, 
取 c=4M/r, 这 就 证 明了 (10). 
由 定理 2 立即 可 得 到 下 述 结论 . 
定理 3 3X X X Banach ZÙ, (£,) 是 和 上 一 族 有 界线 性 泛 函 , 使 得 对 X 中 的 每 
个 点 x, {l,(x)} AR, 即 存在 常数 M(x) 使 得 
Vey, |év(x)| < M(z). (12) 


则 存在 常数 c, 使 得 
Vev, || «c. (13) 

证 明 |¢,(x)| 是 z 的 连续 函数 , 且 满 足 次 可 加 性 和 绝对 齐 性 . 因此 , 由 定理 2 

可 推出 (13) 成 立 . 
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另 一 个 直接 的 结果 是 下 面 的 结论 . 
定理 4 设 久 是 赋 范 线性 空间 , {r9} 是 X 中 的 一 族 点 ,满足 对 每 个 有 界线 性 泛 函 
L, {l(zo)} AIR, 即 存在 常数 M (0) 使 得 
Vrv, |Q(z,)| < M(4. (12^) 


则 存在 常数 c 使 得 
Var, lta <e. (13^) 
WEBB 对 Banach 空间 X’ 应 用 定理 3 即 得 到 定理 4, 此 时 X 中 的 元 素 zw TE 
X 上 是 有 界线 性 泛 函 . 
由 定理 4 立即 可 以 得 到 下 述 结论 . 
定理 4 赋 范 线性 空间 X 中 的 弱 收 敛 序列 (rb 是 关于 范 数 一 致 有 界 的 . 
证 明 ” 弱 收 敛 性 推出 对 X" 中 的 每 个 6 Uan) 收敛 . 由 于 收敛 数列 是 有 界 的 ， 
定理 4 的 假设 条 件 (12^) 满足 , Be (13^) 成 立 . 
定理 2、 定 理 3 和 定理 4 统称 为 一 致 有 界 原理 . 
定理 5 dX {rn} 是 赋 范 线性 空间 X FRE z 的 一 个 点 列 . 则 
|x| < lim inf |zn|. (14) 
证 明 ”根据 第 8 章 定理 6, 存在 (e X' 使 得 
|x| = (x)|, |£| — 1. 


因为 en 弱 收敛 到 > 意味 着 ， 
L(x) = lim (ap), 
且 由 于 


Kan) < |ellan| = [vu]; 


故 (14) 式 得 证 . 
下 面 的 定理 5 的 推广 由 Mazur 得 出 . 
定理 6 设 开 是 赋 范 线性 空间 X PAPA OF, {en} 是 K FAKE x 
的 点 列 , Me 属于 五 . 
证 明 设 Sk 是 的 支撑 函数 . 由 第 8 章 中 (32) 对 支撑 函数 的 定义 , SKO = 
sup L(x), BOX X’ 中 任意 的 4， 
Yan) < SK(A). (15) 


于 s) WEN (x), He 


L(x) < Sk(£). 


根据 第 8 章 定理 17, x 属于 KK. 


习题 4 对 以 原点 为 中 心 的 球 K = Bg = {x :|z| < R) 应 用 定理 6, 推出 定理 5. 
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10.2 ” 弱 序 列 紧 性 


EX F Banach 空间 X 的 子 集 C 中 的 每 个 点 列 都 有 一 个 子 点 列 弱 收敛 到 C 中 
的 点 , 则 称 C 是 弱 序 列 紧 的 . 
习题 5 证 明 弱 序列 紧 的 集合 是 有 界 的 . 

弱 序 列 紧 性 与 强 收敛 下 的 紧 性 同样 重要 . 弱 序列 紧 性 在 构造 弱 极 限 等 有 意义 的 
数学 对 象 时 是 一 个 有 用 的 工具 . 为 了 应 用 此 工具 , 我 们 需要 弱 紧 性 简单 而 且 容 易 验 
证 的 判别 准则 ; 下 面 是 这 样 的 一 个 准则 . 
定理 7 在 自 反 的 Banach 空间 X +, 闭 单 位 球 是 弱 序 列 紧 的 . 

WEBB — {yn} 是 闭 单位 球 中 的 一 个 点 列 , 即 |y,| < 1. H Y 表示 由 集合 {yn} 
生成 的 闭 线性 子 空间 ; Y 是 可 分 的 . 由 于 假设 X 是 自 反 的 , 由 第 8 章 定理 15, Y 也 
是 自 反 的 . 由 于 Y= Y" 是 可 分 的 , 由 第 8 章 定理 13, Y 也 是 可 分 的 , 即 Y" 包含 
一 个 可 数 的 稠密 子 集 {mj;}. 利用 经 典 的 对 角 化 过 程 , 我 们 可 以 选择 (ys) 的 一 个 子 
序列 fen} 使 得 对 每 个 mj, 


Jim mj(zn) (16) 
存在 . 由 于 Vn, |z,] <1, H. {mj} 是 稠密 的 , 根据 (16) 和 定理 1, 对 所 有 的 me Y’, 
m(zn) “4 n — oo 时 有 极限 . 此 极限 是 m 的 一 个 线性 泛 函 : 

Jim m(zn) = y(m). (16/) 
由 于 |m(zn)| € [miza] € Iml], (16^) 推出 线性 泛 函 y(m) 的 范 数 不 大 于 1. HT Y 
是 自 反 的 , FE y EY 使 得 y(m) = m(y) H |y| < 1, 故 (16) 说 明 Vm € Y", m(z,) 
ÉF m(y)(24 n > oo I). 由 于 X' 中 的 任意 在 Y ERORE Y^ 中 的 一 个 m, 
这 证 明了 z, SSCL APR BR) p y. 


注意 对 比 定理 7 和 第 5 章 定 理 6. 根据 第 5 章 定 理 6, JG BR ZERO £X TE^ [8] FR 
的 单位 球 在 范 数 拓扑 下 永远 不 是 紧 的 . 以 弱 收 和 敛 代替 强 收敛 便 得 到 了 紧 性 . 
Eberlein 证 明了 定理 7 的 逆 也 成 立 : 
定理 8 Banach 空间 的 闭 单位 球 是 弱 序 列 紧 的 仅 当 X 是 自 反 的 . 
结合 定理 6 和 定理 7, 我 们 得 到 了 下 面 有 用 的 结果 . 
定理 9 在 自 反 Banach 空间 中 , 每 个 有 界 闭 凸 集 都 是 弱 序 列 紧 的 . 
下 面 是 定理 9 的 一 个 应 用 . 
定理 10 3% X ÆA Banach 空间 , K XX 的 一 个 闭 轴 子 集 , zz 是 X 中 任意 一 
点 , 则 存在 K 中 的 点 , 使 得 z 到 该 点 的 距离 比 z 到 K 中 其 他 点 的 距离 都 近 . 
WEBB ”我 们 不 妨 取 > = 0 并 且 假 设 0¢ K. 用 s 表示 0 到 的 距离 , HI 
s — inf [yl. (17) 
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W (ys) 是 (17) 的 最 小 化 序列 . 我 们 可 以 假设 每 个 y TE K 和 以 0 为 中 心 、 以 25 
为 半径 的 球 的 交 内 . 这 是 一 个 有 界 的 闭 凸 集 , 因此 根据 定理 9, {yn} 的 子 序列 {zn} 
IAAF K 中 的 点 z. 根据 定理 5, 

z| < lim inf|; |. (18) 
T oz 是 最 小 化 序列 的 子 序列 , lim |z,| 25. 结合 (17) 和 (18), |z| = s, Bl z EK 
到 0 最 近 的 点 . 


定理 10 是 第 5 章 定 理 8 的 推广 . ZEA 
假设 X 是 自 反 的 . 


nm 


"CN 


里 我 们 假设 X 是 一 致 凸 的 ; 这 里 我 们 只 


10.3 KA 


设 Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 偶 空 间 X. X 中 元 素 xz EU ES 
出 一 个 线性 泛 函 : 


fa(u) = u(a). (19) 

我 们 可 以 在 U 上 定义 关于 这 些 线性 泛 函 的 序列 收敛 性 . 

定义 ” 设 Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 偶 . KU 中 的 序列 {un} 弱 * 收 敛 
到 u, 如 果 对 X 中 任意 的 x, 

lim up(x) = u(x). (20) 


记 为 
w* — lim up = u. 
E 显然, 若 X 是 自 反 的 , Sgt Uic Soo gu NHL. 
例 5 wU [-1,1) 上 全 质量 有 限 的 变 号 Borel 测度 构成 的 空间 . 根据 第 8 章 定 
H 14 U 是 C[-1,1] 的 对 偶 . 
考虑 序列 (ma): 


m„(h) = | hdm, = 5 f h(t)dt. (21) 
—1/n 
显然 , 对 任意 连续 函数 h, 
lim m,„(h) = h(0). (22) 


这 说 明 m. 弱 * 必 全 到 原点 的 单位 质量 . U 的 对 偶 是 由 所 有 有 界 可 测 函 数 构成 的 空 
间 Lee[-1,1]. 由 于 (22) 对 某 些 在 0 点 不 连续 的 不成立, 故 mn 不 是 弱 收 敛 的 . 
定理 11 在 Banach 空间 U(— X") P, BORSA AA {un} 是 一 致 有 界 的 . 

WEBH ” 弱 * 收 敛 意味 着 对 匀 中 的 每 个 点 x, (12) 式 成 立 . 故 由 定理 3 可 知 {uw} 
是 一 致 有 界 的 . 


习题 6 证明 : 若 序 列 Qus) FAKE u, W 
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ul < lim inf [un |. 


定义 R Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 侦 , C 是 U 的 子 集 . 如 果 C 中 每 
个 点 列 都 有 一 个 子 列 弱 * 收 全 到 C 中 的 点 , 则 称 C 是 弱 * 序 列 紧 的 . 

下 面 的 重要 结果 由 Hely 得 出 . 
定理 12 设 久 是 可 分 的 Banach ZÙ), U = X’, WU 的 闭 单位 球 是 弱 * 序 列 紧 的 . 

证 明 DEU 的 一 个 点 列 {ux}， 

lun| <1 (23) 

和 x 中 一 个 可 数 集 {zx}, 我 们 可 以 通过 对 角 化 过 程 , 选择 {un} 的 一 个 子 列 {on} 
使 得 


lim on (2x) (24) 
对 所 有 的 zx 都 存在 . 由 (23) 和 (24), 对 所 有 的 x, wn(z) 的 极限 在 集合 {x} 的 闭 
包 里 . 因此 , 如 果 我 们 取 {zx} 在 X PRR, 那么 对 X 中 所 有 的 a, v(x) 的 极限 存 


TE. 容易 看 出 , 这 个 极限 是 x 的 线性 泛 函 ; 根据 (23), ELL 1 为 界 . 
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11.1 “用 连续 函数 逼近 0 函数 


定义 ” 设 {k, :ne N} 是 [-1,1] 上 的 连续 函数 列 . BH [-1,1] 上 的 任意 连续 函数 
f. 


lim [ f(t)kn(t)dt = f(0), (1) 


则 称 {kn} 收敛 到 65 函数 . 
定理 1(Toeplitz) ”|[-1,1] 上 的 连续 函数 列 {kn} 在 (1) 式 意 义 下 收敛 到 6 BH, 
当 且 仅 当 它 满足 

(i) 


lim ' kp (£)dt = 1; (2) 
(ii) 对 每 个 支撑 不 包含 0 的 C B 9, 
‚lim i i g(t)k„(t)dt = 0; (3) 
(ui) 存在 常数 c, 使 得 对 所 有 的 n, 
i i Ikn (£)|dt < c. (4) 


证 明 ”假设 f(0) = 0. & g 是 一 个 在 [71,1] 中 的 每 个 点 t 处 的 函数 值 均 与 
f(t) 相差 不 超过 e 的 Coo. 函数 , 并 且 要 求 9 在 上 = 0 附近 的 某 个 区 间 内 为 0. 根据 
(4), 


1 
fu — g)kndt 
根据 假设 (3), f gkndt ST 0, 故 由 (5), 


J fkndt 


由 于 e 是 任意 的 , 当 f(0) = 0 时 (1) 成 立 . 每 个 函数 可 以 分 解 为 上 + f,b 是 常数 且 
f(0) = 0, 故 对 每 个 连续 函数 f, 由 (2) 知 (1) 成 立 . 

现在 证 明 必要 性 . 条 件 (2) 显然 是 必需 的 , 因为 它 是 (1) 在 f(t) =t 时 的 一 个 
特殊 情形 . 同 理 可 证 (3). 


Es ri lk, |dt < ce. (5) 


lim sup X E. (6) 
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我 们 可 以 把 ke, EHE C" [71,1] 中 的 序列 , 并 把 (1) 叙述 为 
w" — lim k, = 6. 
根据 第 10 章 定理 3, 范 数 
lkn| = | Ikn(t)idt 
是 一 致 有 界 的 . 这 证 明了 (4) 是 必要 的 , 而 且 也 证 明了 如 下 推论 . 
推论 1 # (4) 不 满足 , 则 存在 连续 函数 f 使 得 (1) 式 的 左 端 趋 于 无 穷 . a 


11.2 MEHRA ERU 


定理 2 ”存在 周期 连续 函数 (0), 使 得 它 的 傅 里 叶 级 数 在 预先 给 定 的 一 点 是 发 散 
的 . 
证 明 ”单位 圆周 S$! 上 的 连续 函数 f 的 依 里 叶 级 数 是 


f(0) = Y ^ ane™®, (7) 
这 里 
= [a fe. (7) 
级 数 在 9 = 0 处 的 收敛 性 意味 着 
N 
f(0) = lim $ an (8) 
-N 
利用 (7), 有 
N x 
Ya | 7)Ew(9)dg (9) 
-N 一 开 
这 里 
N 
2nkw (0) = 》 et. (10) 
-N 


利用 有 限 几 何 级 数 的 求 和 公式 , 我 们 得 到 对 9 #0, 
2nkw(0) = LE v ^ 20 (10) 


于 是 每 个 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 的 收敛 等 价 于 由 (10) 定义 的 序列 {kn} 逼近 
6 函数 . 根据 定理 1, 这 当 且 仅 当 条 件 (2), (3) 和 (4) 满足 时 成 立 . 我 们 下 面 证 明 条 
件 (4) 不 满足 ! 为 此 , 我 们 利用 不 等 式 |sind| < |o], 这 意味 着 |1/(sin9/2)| > 2/10). 


由 (10^) 和 简单 计算 , 我 们 得 到 
n 1 f*I. 1 dé 2 (N+1/2)x l do 
nO 2 : J. sin (w+ 5) 0 m = JI lsing|— 
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容易 证 明 最 后 的 积分 大 于 等 于 nN 的 常数 倍 . 因此 (4) PRE. 由 推论 1, FER 
数 f 使 得 f 的 傅 里 叶 级 数 在 9 = 0 处 发 散 到 无 穷 . 口 


习题 1 证 明 存 在 一 个 连续 的 周期 函数 , 使 得 它 的 侍 里 叶 级 数 在 预先 任意 给 定 的 n 
个 点 处 发 散 . 


11.3 ”近似 求 积 


近似 求 积 公式 是 对 连续 函数 f 在 区 间 (比如 [-1,1]) 上 积分 的 有 逼近 . 在 [71,1] 
中 取 N 个 点 t;( 称 为 结 点 ) AN 个 称 为 权 的 数 w. 定义 af) 为 


N 
q(f) = 》 wjf(t;). (11) 
1 
我 们 用 q(f) 来 逼近 积分 
J 
f roa (11) 
—1 


定理 3 Kan 是 形 如 (11) 的 一 列 求 积分 公式 , 满足 下 列 条 件 : 
(i) 对 每 个 非 负 整数 


Jim qw(t^) = ji t^dt; (12) 
i) 存在 常数 c 使 得 对 所 有 的 N， 
Y loo) < e. (13) 
"P 
jm av) = f fo (14) 


RZ, 3 (14) 对 所 有 的 连续 函数 f 成 立 , 则 必定 满足 (12) 和 (13). 
WEBB 由 (12) 知 对 所 有 的 多 项 式 f£, (14) ARL. 不 等 式 (13) 保证 了 C(—1, 1] 
上 的 线性 泛 函 qw 的 范 数 一 致 有 界 . 由 于 多 项 式 在 C[-1,1] 中 是 称 密 的 , 故 对 所 有 
的 连续 函数 (14) 式 成 立 . 由 第 10 章 定理 3 知 充分 性 也 成 立 . 口 


习题 2 证 明 : ERW 都 是 正 的 , (13) 可 由 (12) 推出 . 


11.4 向量 值 函 数 的 弱 解析 性 和 强 解析 性 


设 f(c) 是 定义 在 复 5 平面 的 区 域 G 内 且 在 复 Banach 空间 X 内 取 值 的 向 量 
{6 PAK. 
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EX MRY GET 
tim A9 = FO 


h—0 h 
在 范 数 拓扑 下 存在 , 则 称 SO YE G 内 是 强 解析 的 . 
定义 ”如 果 对 x 上 每 个 有 界线 性 泛 函 4, UO 在 经 典 意 义 下 是 5 的 解析 函数 ， 
则 称 f(c) 在 G 内 是 弱 解 析 的 . 
N. Dunford 证 明了 下 面 的 令 人 吃惊 的 结果 . 
定理 4 弱 解 析 的 函数 也 是 强 解析 的 . 
证 明 # UO) 在 G 内 是 解析 的 , 则 我 们 可 以 用 Cauchy 积分 公式 把 它 表示 


出 来 
«pe | 9993 (15) 


这 里 C 是 围绕 c 的 可 求 长 曲线 . 24 CH CH N CH 替换 时 (hh 和 上 充分 小 时 )， 
类 似 的 公式 也 成 立 . R k 0, h AO, ASK; N 
1 [Ue -th)-4f() _ &f(C +k)) - en 
h—k h k 
- dx 
= Les ON) pie — C — BYx a EC — x) 


对 固定 的 £, 25 |k| 和 |h| 充分 小 时 , (16) 式 右 端 以 一 个 与 Ak 无关 的 常数 M 为 
Jt. 我 们 可 以 把 左 端 重新 写 为 L(zn 4), 这 里 
"E Um - oO) _ a aaa 

= h k 
弱 解 析 性 意味 着 对 每 个 £ 以 及 充分 小 的 h M k, (xs)! < MO. 根据 第 10 FE 
H 4 的 一 致 有 界 原理 , 存在 常数 e 使 得 对 充分 小 的 h ALL, anal <e Hana 的 定 
X (17), 这 意味 着 范 数 不 等 式 

Las fO fcc A) de 


(16) 


(17) 


(18) 


由 于 X 是 完备 的 , SO 的 差 商 Ir) HO 在 强 解析 意义 下 收敛 . D 


11.5 15142373 RSET 


L=) A;jðj+B (19) 


j=l 
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是 作用 在 向 量 值 函数 上 的 一 阶 偏 微分 算 子 , 这 里 A 和 B 是 独立 变量 s; 的 方 阵 值 
MA, A;(s) 是 一 次 可 微 的 , B(s) 连续 的 , 并 且 有 
0; - B 
为 简单 起 见 , 我 们 假设 A, BUR L 作用 的 函数 是 变量 s 的 实 值 周 期 函数 . 习惯 
E, 我 们 用 L* 表示 工 的 形式 伴随 : 
L'-- 3A} +B’, (19°) 
这 里 ATA BT 分 别 是 A4 和 B 的 转 置 . 分 部 积分 说 明 对 任意 的 两 个 C 向 量 值 周 
期 函数 v 和 v, 
(v, Lu) = (L*v, u). (20) 
此 处 括号 表示 在 周期 立方 体 上 的 L? 内 积 : 
(a J v(s) - w(a)da; 
F 
在 这 里 , 点 表示 向 量 的 点 积 , F 是 一 个 周期 立方 体 . 
假设 每 个 A; 都 是 对 称 的 , 即 AT = Aj. 比较 (19) 和 (19), 我 们 推出 
L*=-L-) ,A,;+B+B". 
这 里 ， AL; 表示 A; 关于 s; 的 偏 导数 . 代入 (20) A, 并 取 v =u, 我们 得 到 
2(u, Lu) = ((L + L*)u,u) = ([B + B* 一 A;;lu,u). (20^) 
利用 广义 函数 的 语言 ( 见 附录 B), 我 们 有 如 下 结论 . 
定理 5 假设 (20') 右 端的 矩阵 是 正定 的 : 


B+B"-\ A,;>kI, k>0, (21) 
则 对 每 个 平方 可 积 的 周期 函数 f, 方程 
Ly — f (22) 


在 广义 函数 意义 下 有 一 个 平方 可 积 的 周期 解 4. 
证 明 ”由 (20^) 和 (21), 每 个 周期 C1 函数 u 满足 不 等 式 

(u, Lu) > Sul? (21) 
这 里 |lul| AR u TE L?(F) 中 的 范 数 . 用 H 表示 Hilbert 空间 L?(F). Hl Y RI H 
的 包含 周期 C? 函数 的 有 限 维 子 空间 ; FH Y+ 表示 YE H 中 的 正 交 补 . 对 y € Y, 
考虑 方程 

Ly- feY+. (22x) 

X} y € Y, HA N = dimY 个 线性 方程 . 根据 线性 代数 , 对 每 个 f, 这 样 的 线性 方程 
组 有 解 当 且 仅 当 齐 性 方程 

LzeYt, zeY (23) 
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只 有 零 解 z = 0. W (23) 与 z 的 内 积 ; 由 (217), 
0 = (z, L2) > Šli, 
这 意味 着 z = 0. 故 (22w) 有 唯一 的 解 y. 取 (227) 5 y 的 内 积 ; 由 (21) 和 Schwarz 
不 等 式 , 有 
s ll? < (v, Ly) = (v, f) < lili. 
这 意味 着 
lull < zl (24) 
RER Yn 是 一 列 单调 上 升 的 C? 函数 的 子 空间 , 其 并 在 H 中 稠密 . 用 yw R 
示 (22) 的 解 . 由 (24) 知 llusi 是 一 致 有 界 的 序列 . 因为 H 是 自 反 的 , 由 第 10 章 
定理 7, (yu) 存在 子 序 列 ( 仍 记 为 {un} BUM: 
w — lim yw = y. 
设 v 属于 UYw; 由 于 每 个 Yy Ug RT RERO v AFEA Ym, o 是 可 微 
AS. 对 Yn 中 的 yv, 
Lyn - f € Yg. 
取 此 向 量 与 v 的 内 积 ; 对 N > M, 
(v, Lyn) — (v, f) ^ 0. 
由 于 v 是 可 微 的 , 由 (20), 上 式 可 以 重新 写 为 
(L*,yn) — (v, f) ^ 0. 
由 于 序列 {yn} BHAE y, 对 UYN 中 的 每 个 v, 
(L*v, y) — (v, f) = 0. (25) 
我 们 可 以 选取 子 空间 Yn 使 得 它们 的 并 不 仅 在 H PRS, 而 且 在 一 阶 导 数 都 属于 
L 的 周期 L 函数 构成 的 空间 A, PAR. 这 意味 着 任 给 一 个 周期 的 C1 函数 v, 
在 UYn 中 存在 函数 序列 {fuk} 使 得 v 在 L? 范 数 下 收敛 到 v, B. u 的 一 阶 导 数 在 
L 范 数 下 收敛 到 v 的 一 阶 导数 . 由 于 L* 是 一 阶 算 子 , SX Lv. 在 L? 范 数 下 收敛 
到 Lv. 在 (25) PS v = vy, 取 极 限 我 们 可 以 断定 对 C? 中 所 有 的 v, (25) 成 立 . 
对 所 有 的 C! 函数 v, 满足 (25) 的 函数 y 称 为 在 弱 意 义 下 满足 微分 方程 (22). 
显然 , 只 要 (25) 对 所 有 的 CH 函数 v 都 成 立 , y 在 广义 函数 意义 下 是 (22) 的 一 个 
解 . D 


Friedrichs 证 明了 (22) 的 弱 解 y 在 如 下 意义 下 是 一 个 强 解 : 存在 C) 函数 序 
Fl) {zn} Æ L? 意义 下 收敛 到 z, 同时 {Lzn} 在 L? 意义 下 收敛 到 f. 利用 (21), & 
易 证 明 方 程 (22) 只 有 一 个 强 解 . 从 而 不 仅 子 序列 , 而 且 整 个 序列 {yw} 都 收敛. 

本 节 中 描述 的 通过 取 (22N) 的 解 yw 的 弱 极 限 得 到 方程 (22) 的 解 f 的 方法 称 
为 Galerkin 方法 . 它 不 仅 是 证 明 (22) 存在 解 的 一 个 理论 工具 , 同时 也 是 构造 解 的 一 
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种 实用 的 方法 . 


11.6 ”具有 正 实 部 的 解析 函数 的 表示 


设 f(C) 是 单位 圆 盘 {¢ : C< 1} 内 的 解析 函数 且 其 实 部 是 正 的 : 
h(¢) =Ref(¢) > 0， | « 1. 
每 个 在 圆 盘 内 解析 且 直 到 边界 连续 的 函数 , 在 只 相差 一 个 虚 常 数 意义 下 , 可 以 通过 
实 部 在 边界 上 的 Poisson 积分 表示 出 来 . 在 半径 R < 1 HARE, Jc] < R, 我 们 
有 


2 R+ Qe? ip dé 
f(6) = A Rowe )a tie (26) 
取 ¢ = 0, RANA 
2n f dé 
— io >. / 
h(0) = f h(Re'®?) 5. (26^) 


通过 Ry 一 1 使 得 RR 一 1. 函数 h(Rne*) 是 9 的 非 负 函数 , 根据 (26), 其 在 圆周 上 
的 积分 等 于 h(0). 对 每 个 Rn, 考虑 作用 在 由 单位 圆周 S! 上 的 连续 函数 u 构成 的 
线性 空间 C 上 的 线性 泛 函 


2x 
b tuy n A(Rye?)u(0)d6. (27) 
0 
Hh>O 及 (26’), 
llnl - h(0). 
由 于 CCS!) 是 可 分 的 , 根据 第 10 章 定 理 12 的 Helly 定理 , 存在 (£4) 的 子 序 列 (不 
grid (£,)) 弱 * 收 敛 到 极限 £: 对 所 有 的 连续 函数 u, 


Jim £,(u) = (u). (28) 
由 (28) 和 (£,) 的 一 致 有 界 性 知 对 任何 强 收 敛 到 u 的 序列 un 
lim tn(un) = u). (28/) 
对 
_ Rat Qe? — 1-4 6e? 


Un 


Ei Rn 一 (Qe-1?' mom 1 — Ce-i? 
应 用 上 式 , 这 里 《是 |6| < 1 的 任意 复数 ; 由 (26), (27) 和 (28), 我 们 有 
1 十 ce- 这 
fO - (E). 
由 (27) MANE A £,, 明显 非 负 ; 因此 它们 的 弱 * 极 限 4 也 是 非 负 的 . 根据 第 8 
章 Riesz 表示 定理 的 推论 14', 这 样 非 负 的 C(S!) 上 的 泛 函 可 以 表示 为 关于 一 个 正 
测度 m 的 积分 . 于 是 我 们 证 明了 下 面 定理 的 第 一 部 分 . 
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定理 6(Herglotz-Riesz) 3X4 & {¢: || < 1) 内 每 个 实 部 为 整 值 的 解析 函数 了 
都 可 以 表示 为 
1(O = [dm ie, m 是 正 测度 ,c 是 实数 (29) 
反之 , 由 (29) 表示 的 每 个 函数 f 在 单位 圆 盘 内 都 解析 且 实 部 为 正 . 表示 式 (29) 是 
唯一 的 . 
证 明 ER, 由 下 面 的 (30) TA, 对 任意 的 正 测度 m, (29) 表示 了 在 单位 圆 盘 
内 实 部 为 正 的 一 个 解析 函数 . 为 证 明 表 示 是 唯一 的 , 我 们 注意 到 (29) 的 实 部 是 


1— r? id 
h(Q) = | Ira" (= re". (30) 


取 任 意 连续 函数 ule), 在 (30) RARA ulo), 并 在 S! 上 对 o 积分 . ENDE 
端的 积分 交换 积分 顺序 , 我 们 得 到 


[ rre®uts)as = f «im. (31) 


这 里 
| l-r 
utes ? icone pra er 
假设 h(C) 可 以 由 两 个 不 同 的 测度 m 和 m 通过 (30) 表示 出 来 . 在 (31) HS 
+ 一 1; 由 本 章 定理 1, 在 最 大 值 范 数 下 u 一 wu. 由 于 (31) 的 左 端 不 依赖 于 表示 测 
BE, 故 对 所 有 的 连续 函数 u, 
f «6m = [ «ame: 
根据 Riesz 表示 定理 中 测度 的 唯一 性 , m = m’. 这 完成 了 定理 6 的 证 明 . 口 


根据 测度 m 的 唯一 性 , 极限 (28) 不 仅 对 {Zn} 的 一 个 子 序列 存在 , 而 且 对 整个 
序列 en} 也 存在 . 
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EX Banach 空间 X 上 的 弱 拓 扑 是 使 得 X 上 所 有 有 界线 性 泛 函 连续 的 最 弱 的 拓 
th. 由 于 有 界线 性 泛 函 在 范 数 (A) 拓扑 下 是 连续 的 , 因此 弱 拓 扑 比 强 拓扑 弱 . 我 们 
现在 证 明 , 除了 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 情形 外 , 弱 拓 扑 严格 地 比 强 拓扑 弱 . 
弱 拓 扑 中 的 开 集 都 是 形 如 
(z:a < £(z) « b) (1) 
的 集合 的 有 限 交 的 并 . 显然 , 在 无 限 维 空间 中 , 有 限 个 形 如 (1) 的 集合 的 交 是 无 界 
的 . 这 证 明了 在 弱 拓 扑 中 每 个 开 集 都 是 无 界 的 . 特别 地 , ER 
{x : |z| < R} (2) 
在 强 拓扑 下 是 开 的 , 但 是 在 弱 拓 扑 下 不 是 开 的 . 
下 面 我 们 证 明 弱 拓扑 在 如 下 意义 下 比 弱 序列 收敛 弱 : 定义 Banach 空间 X 的 
TE S 的 弱 序 列 闭 包 为 S 中 所 有 弱 收 敛 序列 的 弱 极限 构成 的 集合 . 
定理 1 
(i) 集合 S 的 弱 序 列 闭 包 包 含 在 S 在 弱 拓 扑 下 的 闭 包 内 . 
(i) 在 每 个 无 限 维 的 Banach 空间 里 , 存在 弱 序 列 闭 但 非 弱 拓扑 闭 的 集合 . 
WEBB (i) 是 弱 收 敛 和 弱 拓 扑 定义 的 直接 推论 . 下 面 的 集合 S 是 满足 (ii) 的 例 
子 : 
ES RUE SS PERS (3) 
其 中 每 个 集合 S. 是 如 下 构造 的 有 限 集 . EX 中 取 一 列子 空间 Xk, dimX, = k. Sk 
HARDA zk 构成 , 使 得 对 XX 中 的 每 个 |z| — k 的 点 m, 存在 Sy 中 点 zj 满足 


PER. 3 se (4) 
我 们 断定 原点 在 S 在 弱 拓 扑 下 的 闭 包 内 . 包含 原点 的 任意 开 集 包含 着 形 如 
(z:|&(z) <z, t=1,---,n} (5) 


的 子 集 , 这 里 4 是 范 数 为 1 的 线性 泛 函 . 由 于 Xi 是 大 维 的 , 所 以 对 > n, X, & 
含 着 一 个 非 零 向 量 zk 使 得 
ue)=0. en 
|zk| = k. (6) 
对 z= zk, Æ Sk 中 存在 rri 满足 条 件 (4). 利用 (4), (6) 以 及 hl = 1, 我 们 得 到 对 


€=;,1=1,---,n, 


1 
(2,5) = Manz; — Tk) < lan; — Tkl S |. (7) 
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因此 对 k > i, 点 zkj 属于 子 集 (5). 这 证 明了 原点 属于 S 在 弱 拓 扑 下 的 闭 包 . 
另 一 方面 , s 只 包含 着 半径 为 R 的 任意 球 中 有 限 个 点 . 因此 , 根据 一 致 有 界 原 
理 (参看 第 10 章 定理 4), S 不 包含 非 平凡 的 弱 收 敛 序列 . 口 


尽管 弱 拓 扑 比 强 拓 扑 弱 , 下 面 的 结论 是 正确 的 . 
定理 2 Banach 空间 X 的 每 个 在 强 拓扑 下 闭 的 凸 子 集 天 在 弱 拓 扑 下 也 闭 . 

证 了 明 ”我 们 证 明 若 X 中 的 点 z 不 属于 K, 2 不 属于 K 的 弱 拓扑 闭 包 . 由 
于 K 在 强 拓扑 下 是 闭 的 , 存在 以 z 为 心 的 开 球 Br(z) 与 OK 不 交 . 根据 第 3 章 定 
理 6 超 平面 分 离 定 理 , 存在 非 零 线性 泛 函 4 和 常数 c 使 得 对 K 中 每 个 祥和 Br(z) 
中 每 个 v, 

£(u) < c < &v). (8) 

与 第 8 章 定理 17 的 证 明 一 样 , 4 的 范 数 不 超 过 1/R. Ba(z) 中 点 形 如 v = 24, 
lz| < R. 由 于 Z(v) = lz) + (z), 


„Inf Lo) = (2) + inf, ela) = &2) — UR. 


代入 (8), 我 们 得 到 £(2) > c; 再 根据 (8), 我 们 断定 超 平面 


{x : &(x) > c) (8’) 
包含 z 但 是 不 包含 K 中 的 点 . HT (8) 是 弱 拓 扑 下 的 开 集 , 故 z 不 属于 K 的 弱 
拓扑 闭 包 . 口 


定理 2 与 第 10 章 定 理 6 相似 . 
假设 Banach 空间 U 是 Banach 空间 X WAHA: 
Va (9) 
则 U 中 存在 一 族 典 则 线性 泛 函 , 即 由 X 中 的 元 素 决定 的 线性 泛 函 : 
z(u) = u(x). (10) 
定义 ” 设 Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 偶 . U 上 的 弱 * 拓 扑 是 使 得 所 有 形 
如 (10) 的 线性 泛 函 连续 的 最 弱 的 拓扑 . 
对 形 如 (9) 的 非 自 反 Banach 空间 U, 弱 * 拓 扑 严格 弱 于 弱 拓扑 , 这 由 下 述 的 一 
些 定理 中 可 以 看 出 . 第 一 个 定理 由 Alaoglu 得 出 . 
定理 3 Mik Banach 空间 U X Banach 空间 X 的 对 偶 , 则 U 的 闭 单位 球 BA 
弱 * 拓 扑 下 是 紧 的 . 
WEB] ”对 B 中 的 u, 我 们 有 数组 ul): xz € X). AF Jul <1, |u(z)| € |]. 
把 每 个 数组 视 为 乘积 空间 P 中 的 点 : 
P= [|] e 2=[-1ehlel) (11) 


TEX 


并 视 
u  (u(z)) (12) 
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为 由 B 到 PP 的 一 个 映射 . P 中 的 元 素 是 向 量 , 其 分 量 为 DL. 中 的 点 . P 上 的 自然 映 
射 是 向 量 到 各 个 分 量 的 投影 , 自然 拓扑 是 使 得 所 有 这 些 映射 连续 的 最 弱 的 拓扑 . BR 
射 (12) 是 一 对 一 的 , 从 而 把 B RA P rp. 由 定义 可 知 B 上 的 弱 * 拓 扑 和 在 嵌入 映 
射 下 由 P 继承 的 拓扑 相同 . 每 个 LER 的 紧 区 间 ; 由 Tychonov 定理 , P 是 紧 的 . 
由 于 紧 集 的 闭 子 集 是 紧 的 , 我 们 只 需 证 明 映 射 (12) 把 BRIT P 的 一 个 闭 子 集 
即 可 . 

设 p 是 B 在 映射 (12) 下 的 象 集 的 闭 包 中 的 点 . 我 们 下 面 证 明 Æ BPA u 
的 象 , 即 

对 X 中 所 有 的 点 r, pz = w(z)， (13) 

这 里 {ps} 表示 p 的 分 量 . 方程 (13) 定义 了 X 上 一 个 函数 u(z). 我 们 必须 证 明 u 
是 以 1 为 界 的 线性 泛 函 . u 的 有 界 性 由 pz 属于 I = [-Iel,jel] 可 知 . 线性 意味 着 


pz+y = Pz 十 py， Par = apz. (14) 
对 B 在 映射 (12) 下 的 象 中 的 每 个 点 q, 

qz+y = z tly, daz = aqgz. (15) 
HF p 在 (q) 的 弱 * 闭 包 中 , 和 且 这 些 关系 只 牵扯 到 q 的 3 个 (或 2 个 ) 分 量 , 由 (15) 
可 知 (14) 成 立 . 口 


定理 3/ 假设 Banach 空间 U X Banach 空间 X 的 对 偶 . 则 U HARB HA TA 
的 子 集 S 是 能 * 紧 的 当 且 仅 当 S 是 范 数 有 界 的 . 

证 明 车 S 是 范 数 有 界 的 , 则 它 包 含 在 某 个 闭 球 BR 中 . 根据 定理 3, BR 是 
弱 * 紧 的 , 故 它 的 弱 * 闭 子 集 S 也 是 紧 的 . 

RZ, 设 S 是 弱 * 紧 的 ; 则 对 每 个 r, 5 在 连续 映射 u 一 u(r) 下 的 象 {u(z) : 
z c S) 也 是 紧 的 .由 于 R( 或 者 C) 的 紧 子 集 是 有 界 的 , 故 对 Vr € X, Vu € S, 
lu(z)| < b(z). 根据 第 10 章 定理 3 的 一 致 有 界 原理 , 存在 常数 b, 使 得 vu e S, 
lu| < b. [] 


定理 4 Banach 空间 Z 的 闭 单位 球 在 弱 拓 扑 下 是 紧 的 , 当 且 仅 当 Z 是 自 反 的 . 


证 阴 ”由 定理 3, 充分 性 成 立 . 必要 性 的 证 明 由 Eberlein 和 Smulyan 得 出 , 可 
参看 Dunford 和 Schwartz 的 书 . 
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弱 拓 扑 和 弱 * 拓 扑 是 使 得 某 些 线性 泛 函 连续 的 最 弱 的 拓扑 . 如 果 要 求 使 更 少 的 
线性 泛 函 连续 , 我 们 将 得 到 更 弱 的 拓扑 . 所 有 这 些 拓扑 中 的 开 集 都 可 以 在 凸 集 基 础 
上 定义 . 在 本 章 中 我 们 将 详尽 阐述 关于 这 些 拓 扑 的 理论 并 加 以 应 用 . 

EX di X 是 一 个 实 线性 空间 , 在 其 上 有 一 个 满足 下 述 性 质 的 Hausdorff 拓扑 : 
(i) 加 法 是 连续 的 , BU (z,y) ^ zy 是 从 XxX 到 X 的 连续 映射 ; 
(ii) 标量 乘法 是 连续 的 , B (k, 7x) 一 kz ÆA R x X E xX Wg: 
(ii) 在 原点 有 一 个 由 开 凸 集 构 成 的 基 , 即 每 个 包含 原点 的 开 集 都 包含 着 一 个 包 
含 原点 的 开 凸 集 ， 
则 称 X 是 一 个 局 部 凸 拓扑 (LCT) 线性 空间 . 

注意 Banach 空间 的 范 数 拓扑 是 一 个 局 部 凸 拓扑 ; 在 此 拓扑 下 , 以 原点 为 心 的 

所 有 开 球 构成 了 在 原点 的 一 个 基 . 


习题 1 TARR othe Rows. 


习题 2 dt (£4) 是 实 线性 空间 X 的 一 族 分 离 点 的 线性 泛 函 , 即 对 X 中 两 个 不 同 
的 点 rM y, 存在 bo E lalt) Z laly). 

(a) 证 明 使 得 所 有 la 连续 的 最 弱 的 拓扑 是 局 部 凸 拓 站 ; 

(b) 证 明 线 性 泛 函 £ 在 此 拓扑 下 连续 当 且 仅 当 是 lu 的 有 限 线性 组 合 . 


习题 3 EN: 设 f(a,b) 是 从 拓扑 空间 X 和 YY 的 乘积 空间 XY 到 x AHF 
续 映 射 , 则 当 b 固定 时 , f(a,b) 是 a 的 连续 函数 . 
定理 1 
(i) Æ LCT 线性 空间 X 中 , 开 集 族 是 平移 不 变 的 , PST EE, 则 Vere X, 
TT 一 Zz 是 开 集 ; 
(i) BT LHR, Mx k Z0, kT 是 开 集 , 特别 地 , -T 是 开 集 : 
(iii) FART 中 的 每 个 点 都 是 了 HAS. 


证 明 根据 习题 3, 对 固定 的 m, rz+y 是 y 的 连续 函数 . FRAT 在 此 映射 下 的 
原 像 是 T - x; 这 证 明了 (i). 类 似 可 证 (ii). 

(iii) 根据 习题 3, 对 固定 的 m, kz 是 r 的 连续 函数 . 故 使 得 kz 在 工 的 内 部 的 
数 构成 的 集合 是 R 的 开 子 集 . 假设 T 包含 原点 , 则 大 = 0 属于 此 数 集 . 由 上 可 
知 , 包含 上 = 0 的 一 个 开 区 间 也 在 此 集合 中 . 这 意味 着 对 充分 小 的 k, kz AF T, 但 
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是 这 说 明了 原点 是 T 的 一 个 内 点 . 因为 由 (1), T 中 的 点 都 可 以 平移 到 原点 ， 这 证 
明了 (iii). 口 


13.1 通过 线性 泛 函 分 离 点 


定理 2 LCT 线性 空间 X 上 的 连续 线性 泛 函 分 离 X 中 的 点 , Yp y dez XC 
不 同 的 点 , MHA X Leu AE L, RG 
£(y) # &(z). (1) 
证 明 ”我们 构造 一 个 线性 泛 函 分 离 y 和 z. 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 y = 0. 由 
于 ox 的 拓扑 是 Hausdorf 的 , 存在 包含 y = 0 但 不 包含 z 的 开 集 T; 由 LCT 空间 
的 定义 中 的 (uu), 我 们 可 以 取 T 为 凸 的 . 由 定理 1,0 是 了 HAR, KAT 的 度 规范 
数 pr 是 有 限 的 , 且 


Vuc€ T, pr(u) <1. (2) 

根据 第 3 章 定理 5 超 平面 分 离 定理 , 存在 线性 泛 函 ER 
£(z) 7 1, (3) 
£z) < pr(z), 对 所 有 的 c. (4) 


ER, 由 于 Lly) = (0) = 0, £ AR y 和 z. 
为 完成 定理 的 证 明 , 我 们 只 需 再 证 明 4 是 连续 的 . 首先 我 们 证 明 每 个 半空 间 
(w : £(w) < c) BAW. 事实 上 , # 属于 半空 间 {w : Lw) < c), WIR 


w+rT, r-c-—((w) (5) 
也 包含 在 半空 间 (w : £(w) < c) "P. 由 (4), (5) 和 (2),98 T PR u, 
Kw+ ru) = £(w) + r£(u) € E(w) + rpr(u) < £(w) +c- £(w) — c, (6) 


这 证 明了 (5) 中 每 个 点 均 在 半空 间 中 ; 故 半 空间 是 开 的 . 类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 每 
个 形 如 


{w : £(w) > d) 
的 半空 间 是 开 的 . 为 此 , 我 们 需要 pr 是 一 个 偶 函 数 ; 这 当 T 关于 原点 对 称 时 成 立 . 
如 有 必要 , 还 可 以 通过 把 T 换 成 了 mn (—T) 来 实现 这 一 点 . 口 


定理 2 可 以 进一步 加 强 为 如 下 定理 . 
ER? RK 是 LCT 线性 空间 X 中 的 一 AMBAE AX 中 不 属于 人 的 一 点 ， 
则 存在 X LEER Eh L, 使 得 


Vy€ K, &y)<c, €t(z)»c. (7) 
证 了 明 ”证 明 类 似 于 定理 2, 唯一 不 同 之 处 为 我 们 用 第 3 章 定理 6 广义 超 平面 
分 离 定 理 代替 了 超 平 面 分 离 定 理 . 口 


习题 4 设 天 是 LCT 线性 空间 X 中 的 一 个 凸 集 . 证 明 KARE 天 也 是 凸 的 . 
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13.2 Krein-Milman 定理 


我 们 回忆 第 1 章 结尾 引入 的 凸 集 K 的 极 子 集 的 定义 , 尤其 回忆 极 值 点 的 定义 . 
凸 集 K 的 一 个 子 集 EE 称 为 是 K 的 极 子 集 , 如 果 
- (i) E ZIE hS; 
(i) # E PHA rt 可 以 表示 为 K 中 点 y 和 z HAS, 则 y 和 z 都 属于 E. 
只 包含 一 个 单 点 的 极 子 集 称 为 极 值 点 . 


习题 5 证 明 极 子 集 的 非 空 交 是 极 子 集 . 


极 子 集 的 基本 性 质 包 含 在 第 1 章 定 理 7 和 定理 8 中 . 在 有 限 维 线性 空间 中 关 
于 山 集 的 基本 结果 是 下 述 的 Carathéodory 定理 : 

RY pé RAE SS EK 都 有 极 值 点 , LK 中 的 每 个 点 可 以 表示 为 N 十 1 个 
极 值 点 的 凸 组 合 . 


习题 6 zt N 用 归纳 法 证 明 Carathéodory 定理 . 


M. G. Krein 和 D. P. Milman 给 出 了 这 个 结果 的 一 个 漂亮 且 有 用 的 推广 . 
定理 3 dE X €—^-LCT 线性 空间 , K 是 天 的 一 个 非 空 紧 凸 子 集 ， 则 

(i) K 至 少 有 一 个 极 值 点 ; 

(ii) K 是 它 的 极 值 点 的 集合 的 凸 闭 包 . 

WAR ”考虑 K 的 所 有 非 空 的 闭 极 子 集 构成 的 集 族 (E;). 这 个 集 族 是 非 空 的 ， 
因为 它 包含 K BS. 在 此 集 族 中 通过 集合 的 包含 定义 偏 序 关 系 . 我 们 断定 每 个 全 
序 子 集 族 {Ej} 有 一 个 下 界 . 此 下 界 是 交集 nE. 为 此 , 我 们 必须 证 明 NE, 是 非 空 
的 闭 极 子 集 . 

我 们 断定 全 序 集 (E;) 的 有 限 个 子 集 的 交 非 空 . 这 是 因为 , 由 于 {E} 是 全 序 
E, 集 族 (E;) 中 的 有 限 子 集 的 交 是 此 子 集中 最 小 的 集合 . AUER NE; 是 非 空 的 ， 
我 们 采用 反 证 法 : 假设 交 为 空 , W E, 的 补 集 的 并 覆盖 了 K. 由 于 K 是 紧 的 , 有 限 
个 补 集 就 覆盖 了 OK, 但 这 意味 着 这 有 限 个 E; 的 交 是 空 集 , 与 我 们 刚才 证 明 的 结论 
矛盾 . 由 于 是 闭 集 族 的 交 , OE; BAW. 由 习题 5, 凸 集 K 的 非 空 极 子 集 的 非 空 交 
也 是 K 的 极 子 集 . 

根据 Zorn 引 理 , K 有 一 个 最 小 的 闭 的 极 子 集 E. 我 们 断定 此 集合 E 只 包含 一 
个 点 . 车 不 是 这 样 , 则 E 包含 两 个 不 同 的 点 . 根据 定理 2, 存在 一 个 连续 线性 泛 函 
t 分 离 这 两 个 点 . 由 于 E 是 紧 的 , 4 是 连续 的 且 在 E 上 不 是 常数 , 2 在 五 的 一 个 真 
T&M 上 达到 最 大 值 . 由 于 是 连续 的 且 E 是 闭 的 , M 也 是 闭 的 . 由 于 极 子 集 的 
ÜSZHERTR (参看 第 1 HER 8), 在 凸 集 E 上 使 得 连续 线性 泛 函 £ 达到 最 大 
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值 的 集合 M 是 E 的 极 子 集 . 容易 证 明 (根据 第 1 章 定理 7) AE RK 的 极 子 集 ， 
M 是 E 的 极 子 集 , N M 是 K 的 极 子 集 . 由 于 EEK 的 最 小 极 子 集 , M Æ E 
小 的 极 子 集 , 这 个 矛盾 说 明了 E 不 能 包含 超过 一 个 点 . 因此 最 小 的 集合 E 只 包含 
一 个 点 . 这 个 单 点 是 K 的 一 个 极 值 点 . 这 不 仅 完成 了 (i) 的 证 明 , 同时 还 证 明了 : 

(1) K 的 每 个 闭 的 极 子 集 包含 一 个 极 值 扣 . 

Fi RATE (ii). 用 Ke 表示 K 的 极 值 点 构成 的 集合 ,，K。 表示 Ke NAG. 
K 中 每 个 点 属于 Ke 的 闭 包 等 价 于 不 属于 Ke 的 闭 包 中 的 点 也 不 属于 K. 根据 习 
题 4, Ke 的 闭 包 是 凸 的 . 因此 若 z 不 属于 此 闭 包 , 则 根据 定理 V, 存在 连续 线性 泛 
K 4 使 得 

Wye Ke, ly)<e, f(2»c (8) 

由 于 K 是 紧 的 且 4 是 连续 的 , 4 在 K 的 某 个 闭 子 集 E 上 达到 其 在 K 上 的 最 大 值 . 
根据 第 1 章 推论 SV, 已 是 天 的 极 子 集 . 由 (i), E 包含 K 的 极 值 点 p. p 属于 Ke 
从 而 也 属于 Ke, 由 (8), I(p) < c. 由 构造 知 I(p) = max£(z) 且 对 所 有 的 K 中 的 x， 
£(z) € l(p) < c. 由 (8) 知人 (z) > c, 这 证 明了 z: PAF K. o 


13.3 Stone-Weierstrass 定理 


定理 4 it S 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , C(S) 是 3 上 所 有 实 值 连续 函数 构成 的 集 
合 . jk E X C(S) 的 一 个 子 代 数 ,， 即 

(i) E X C(S) 的 线性 子 空间 ; 

(ii) E 中 两 个 函数 的 来 积 属于 E. 

此 外 , 我 们 还 假设 E 满足 

(iii) E 分 离 S POR, 即 任 给 两 点 p fog, p q, BE f EEA f(p) F Fla); 

(iv) 所 有 的 常数 函数 属于 E. 
结论 在 最 大 值 范 数 下 , LACS) PAR. 

经 典 的 Weierstrass 定理 是 上 述 定理 在 S 是 z WERAK, E 是 r 的 多 项 
式 的 集合 时 的 一 个 特殊 情况 , 本 节 给 出 的 经 典 Weierstrass 定理 的 Stone 推广 形式 
的 优美 证 明 由 Louis de Branges 得 出 , 它 建立 在 Krein-Milman 定理 的 基础 上 . 

证 明 ”根据 第 8 章 定理 8 生成 准则 , WR C(S) 上 的 限制 在 上 为 0 的 有 界 
RTEZ R 4 是 零 泛 函 , 则 E 在 C(S) FAR. 根据 第 8 章 定理 14, Riesz-Kakutani 
表示 定理 , C(S) 上 的 有 界线 性 泛 函 形 如 


ef) = 人 fav, 


这 里 o 是 带 号 测度 且 v 的 全 变 差 ||vl| = f fld 是 有 限 的 . 因此 我 们 只 需要 证 明 如 
果 对 E 中 所 有 f, fs fdv = 0, 则 ”=0 即 可 . 
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若 不 成 立 , 用 U 表示 作用 在 E 上 为 0 且 全 质量 不 大 于 1 的 带 号 测度 的 集合 . 
这 是 一 个 凸 集 , 且 根 据 第 12 章 定理 3 的 Alaoglu 定理 , U 在 弱 * 拓 扑 下 是 紧 的 ， 故 
根据 Krein-Milman 定理 , # U 包含 一 个 非 零 测度 , 则 U 包含 一 个 非 零 的 极 值 点 ， 
WA u 由 于 u 是 极 值 点 , Iul] = 1. AE 是 代数 , Bf 和 9 AS E, Wl gf 也 属于 
E. HF u 零 化 五 中 的 每 个 函数 , B 

/oan = 0, 

因此 测度 gau BEA E 中 的 每 个 函数 . 

设 9 是 互 上 的 取 值 介 于 0 和 1 之 间 的 函数 : 

VpeS, O0<g(p) <1. 
id 
a= lleul|- faul, &- lla - oui fia - oan. 
显然 , a Alb 是 正 的 . 把 它们 相 加 : 
a+b= | diu zz]. 

FR 
把 站 表示 成 为 U PA gu/a 和 (1— g)u/b 的 凸 组 合 . 由 于 u WRIA, u EF gu/a. 

定义 测度 u 的 支撑 为 有 具有 下 述 性 质 的 点 p 构成 的 集合 : 对 任意 包含 p 的 开 
SEN, f\ lax| >0. Ë p= gu/a, W g Æ u 的 支撑 内 的 每 一 个 点 的 值 相 等 . 

我 们 断定 u 的 支撑 只 含有 一 个 点 . 为 此 , Bp Ag BF 的 支撑 , pa 由 于 
E 中 的 函数 分 离 S 的 点 , 存在 E 中 函数 h 使 得 hlp) hla). 对 hh 加 上 一 个 充分 大 
的 常数 然后 再 除 以 另 一 个 大 的 常数 , 我 们 得 到 一 个 函数 值 介 于 0 和 1 之 间 的 函数 
g H. g(p) # g(q). 这 与 我 们 前 面 的 结论 矛盾 . 

支撑 只 包含 一 个 点 p H |ull= 1 的 测度 u 是 p 点 的 单位 点 质量 . 因此 


[ran= 10) 或 -f(p) 
由 于 假设 常数 函数 1 属于 E, X E f=l, f fae 40, 得 到 矛盾 . D 


13.4 Choquet 定理 


在 局 部 凸 空间 中 , Carathédory 定理 可 以 进一步 推广 为 如 下 定理 . 
定理 5 GX £LCT 空间 ,K X X HASK GTR, Ke Æ K 的 极 值 点 构成 的 
KS, WSK 中 任意 点 u AK. 的 闭 包 天。 上 存在 概率 测度 m,, 即 满足 
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m, 2 0, ji dm, =}, (9) 
Ke 
的 测度 , 使 得 在 弱 意 义 下 , 成 立 
u= [^ edm,; (10) 
即 对 X 上 的 每 个 连续 线性 泛 函 6 
£(u) = L l(e)dm, (e). (10°) 
Ke 


证 明 ”每 个 连续 线性 泛 函 4 在 紧 集 K 上 达到 最 小 值 和 最 大 值 . 根据 第 1 章 推 
ib 8', 使 得 4 达到 最 小 值 和 最 大 值 的 点 集 是 K 的 极 子 集 ， 由 定理 3(1), 这 些 极 子 
集 包 含 极 值 点 . 因此 对 K 中 每 个 u 和 每 个 连续 线性 泛 函 4， 
min £(p) € £(u) < max £(p). (11) 
pe Ke pe K, 
对 4&4 — > 应 用 (11) 可 知 若 [1 和 4 在 K。 上 相等 , 则 它们 在 K 上 也 相等 . 因此 £ 
在 K. 上 的 值 唯 一 确定 了 在 K 中 每 个 u REIS Ku). 记 £ 在 天。 的 限制 为 f: 
f(g =La), «€K.. (12) 
由 于 £u) 由 f 确定 , 我 们 有 


£(u) = u(f) (12^) 
显然 , 这 是 f 的 一 个 线性 泛 函 . 我 们 把 (11) 重新 写 为 
min f(q) < u(f) < max f(q). (13) 
q€K. ge. 


由 (12) 定义 的 函数 f 构成 的 集合 L 是 到。 上 的 连续 函数 空间 C(K。) 的 一 个 
线性 子 空间 . 我 们 断定 由 (12^) 中 定义 的 线性 泛 函 u(f) 可 以 从 工 延 拓 9 到 CK.) 上 
且 保 持 性 质 (13). 事实 上 , 我 们 可 以 把 函数 fo =0 MF) L 中 并 定义 u(fo) = 1. 由 
第 4 章 定理 1, 我 们 能 够 把 一 个 正 线性 泛 函 延 拓 到 所 有 函数 的 空间 上 且 仍 为 正 的 . 
由 (13), u(f) 是 正 线性 泛 函 , 这 样 的 延 拓 是 可 能 的 ; 假设 已 经 延 拓 完毕 . 

K. 是 紧 集 K 的 闭 子 集 , 从 而 也 是 紧 的 . 由 Riesz-Kakutani 表示 定理 (第 8 章 
定理 14), C(K。) 上 的 有 界线 性 泛 函 u 可 以 表示 为 


u(f) = ik fam. | (14) 
因为 线性 泛 函 是 正 的 因此 表示 测度 m BEER: 由 u(fo) = 1 MI mE.) = 1. 
(12) 和 (12^) 代入 (14), 我 们 得 到 了 (107). 


定理 5 断定 紧 凸 集 K 中 的 每 个 点 v 可 以 表示 为 极 值 点 集合 的 闭 包 中 的 点 的 
连续 凸 组 合 . 闭 包 的 限制 是 需要 的 , 因为 即使 在 有 限 维 的 空间 中 , 极 值 点 的 集合 也 
未 必 是 闭 的 . 例如 在 R 中 取 圆 周 z? +y? = 1,2 20 以 及 区 间 : 

zal, y=0, -1&2z&1 
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(jr. 凸 包 的 极 值 点 是 : z = 1,y = 0,z = +, 以 及 圆周 r? +y? —1,2-0 ER 
J z=1,y=0,z=0 以 外 的 所 有 点 . 


习题 7 bo X OK. PZÄT Ke 的 点 ; LA 可 以 表示 为 


v= n edm, 
Ke 


这 里 m E Ke LAE m(v) 20 的 概率 测度 . 
习题 8 ”由 定理 5 推出 定理 3 的 (i). 


Choquet 给 出 了 定理 5 的 如 下 推广 . 
定理 6 设 K 是 LCT 线性 空间 XX 的 非 空 紧 凸 子 集 , 并 假设 K TRE, I) K 
中 任意 点 以 在 弱 意 义 下 可 以 表示 为 


u= f edm, (10") 
K 


这 里 m, 是 极 值 点 的 集合 上 的 一 个 概率 测度 
证 明 ”参看 文献 Phelps. 口 


我 们 称 (10 ) 为 Choquet 型 表示 . 在 第 14 章 中 我 们 将 给 出 许多 凸 集 的 Choquet 
型 表示 的 例子 . 
我 们 现在 给 出 一 个 有 用 的 结果 . 此 结果 把 有 限 维 空间 中 紧 集 S 的 凸 包 的 下 述 
直观 性 质 推广 到 LCT 空间 上 去 : S 中 不 属于 S 的 点 不 是 极 值 点 . 
定理 7 设 铸 是 LCT 线性 空间 ,5 是 X 的 紧 子 集 , 如 果 5 的 凸 包 的 闭 包 下 是 
紧 的 , 则 K 中 的 每 个 极 值 点 都 属于 S. 
WR 设 N 是 包含 原点 的 任意 开 凸 集 . 当 y 取 遍 SH, 开 集 族 {y+ N} 构成 
了 5 的 一 个 开 和 覆盖 ; 由 于 S 是 紧 的 , 存在 有 限 个 开 集 十 N(i = 1,…,n) 覆盖 S: 
U (y+N)2s. (15) 
i=1 
用 S; 表示 交 (yi + N) n S; 由 (15), 
Ira (16) 
i=l 
id S; 的 闭 凸 包 为 Ki. 由 于 5; C sS, 故 K; C K; 由 于 K 是 闭 的 且 假 设 KE 
紧 的 , 每 个 K 都 是 紧 的 . 下 面 我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 8 如 果 Ki $e Ko 是 LCT 线性 空间 X 中 的 两 个 紧 凸 集 , 则 它们 的 并 的 凸 包 
是 紧 的 . 
证 明 由 于 OK. 和 Ko BOW, 容易 看 出 它们 的 并 集 的 凸 包 由 所 有 如 下 形式 的 
点 构成 : 
ayı + (1— a)y, ywE€ Ki, ye Ke, Og<agl. (17) 
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这 些 点 是 三 重 积 

KıxKaxI, I=(0,1] (18) 
在 映射 (17) 下 的 象 . 三 重 积 (18) 是 紧 的 , 根据 LCT 空间 的 定义 , 映射 (17) 是 连续 
的 . 因此 紧 集 (18) 的 象 是 紧 的 , 这 证 明了 引 理 8. " 


由 引 理 8, 我 们 推出 有 限 个 紧 集 的 并 的 凸 包 是 紧 的 . 对 上 面 定义 的 紧 集 Ki, 我 
们 断定 它们 的 并 集 的 凸 包 GAA CHK U…U Kn]) 包含 K: 
K c CH[K, U---UK,]. (19) 
我 们 注意 到 K; 包含 Si 因此 根据 (16), Ki U--- Kn BA SUU Sn = S. 
根据 引 理 8, (19) 式 右 端 是 紧 的 从 而 是 闭 的 . 因此 它 是 一 个 包含 S BAR. 但 是 
WHEN, K 是 包含 S 的 最 小 的 闭 凸 集 , 因此 包含 在 CH[K U- UKn) 中. 这 证 
明了 (19). 换言之 , K 中 点 是 K; 中 点 的 凸 组 合 . 由 于 每 个 Kj 包含 在 K 中 , HR 
值 点 的 定义 可 知 K 的 每 个 极 值 点 都 属于 某 个 Ki. 
由 定义 , S; 包含 在 yN 中 . 由 于 NN BSH, S; 的 凸 包 在 y; N P: Sic yit N. 
对 任意 集合 R,RiN 包含 RR 的 闭 包 . AA K; 是 5; 的 闭 包 , Ki Cy+N+N = 
y; - 2N. 因此 由 y: 属于 S An 
UK; C S+2N. 
我 们 已 经 证 明了 K 的 每 个 极 值 点 属于 某 个 Ki 故 由 上 面 结果 可 知 K 的 每 个 极 值 
Ap 属于 5+2N. HFN ASR AMER OR, S 是 闭 的 , 所 有 集合 S+2N 
的 交 是 SAS. MK 的 每 个 极 值 点 p 都 属于 S. 口 


定理 7 在 描述 极 值 点 时 是 非常 有 用 的 . 


习题 9 WA: X S X Banach 空间 中 的 紧 集 , 则 它 的 闭 凸 包 是 紧 的 . 这 对 每 个 
LCT 空间 是 否 成 立 ? 


注 记 LCT 空间 的 最 重要 的 例子 是 具有 弱 拓 扑 或 绊 * 拓扑 的 Banach 空间 . 另外 
一 些 重要 的 例子 是 广义 函数 空间 .鉴于 广义 函数 理论 在 偏 微分 方程 理论 和 调和 分 
析 中 的 巨大 成 功 , 很 自然 地 想到 其 他 的 一 些 局 部 凸 拓扑 有 可 能 扮演 类 似 的 富有 成 果 
的 角色 . 这 一 愿望 还 没有 实现 . 

在 Diestal 和 Uhl 的 书 中 给 出 了 Krein-Milman 定理 的 另外 一 些 应 用 和 推广 . 
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$1499 — 凸 集 及 其 极 值 点 的 例子 


在 本 章 中 , 我 们 给 出 凸 集 和 它们 的 极 值 点 以 及 在 极 值 点 基础 上 给 出 的 凸 集中 点 
的 Choquet 型 积分 表示 的 例子 . 在 有 些 例子 中 , 我 们 直接 给 出 极 值 点 , 然后 引入 局 
部 凸 拓扑 使 得 相关 的 凸 集 是 紧 的 , 最 后 通过 Choquet 定理 给 出 Choquet 型 表示 . 在 
男 外 一 些 例子 中 , Choquet 型 表示 直接 通过 解析 的 证 明 得 到 . 然后 我 们 利用 这 些 表 
示 去 判断 集合 的 极 值 点 . 在 大 多 数 情况 下 , 表示 是 唯一 的 . 


14.1 EREZA 


WU Q 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , C(Q) 是 由 Q 上 的 实 值 连续 函数 构成 的 空间 . 
Be £d C(Q) 上 的 一 个 线性 泛 函 . 如 果 对 C(Q) 中 的 所 有 非 负 函 数 f, ef) > 0, 则 
称 4 是 一 个 正 线性 泛 函 . 从 第 8 章 我 们 知道 正 线性 泛 函 是 有 界 的 . 用 P 表示 所 有 
满足 

L(L) =1 (1) 

的 正 线性 泛 函 上 构成 的 集合 . 
定理 1 已 是 一 个 凸 集 ， 其 极 值 点 为 在 每 个 点 r 处 的 赋值 泛 函 elre Q), 此 处 e, 
定义 为 


er(f) = f(r). (2) 
证 明 P 的 凸 性 是 显然 的 . 为 了 证 明 由 (2) 定义 的 每 个 e 是 极 值 点 , 假设 
er =am+(l1-a)l, m, lEP, 0«ac«1. (3) 
Ww fJ C(Q) 中 满足 
f(r) - 0 (4) 


的 任意 非 负 函数 . 把 f 代入 (3); 由 (2) 和 (A), 
er(f) = f(r) 2 0 = am(f) + (1 — af). 
我 们 断定 m(f) RI (f£) 都 是 0; 否则 它们 中 有 一 个 是 正 的 , 一 个 是 负 的 , 5 f£ > 0 和 
l,m 都 是 正 线性 泛 函 矛盾 . 
每 个 连续 的 函数 f 可 以 分 解 为 正 部 和 人 负 部 : 
f=f+-J-, f+= max{f,0}. 

f, 和 f- BRIAN, HH f(r) = 0, W fir) = f (r) = 0. 由 此 以 及 前 面 可 知 , 若 
f(r) = 0, W m(f) = £(f) = 0, Bl m M 的 零 空间 包含 着 e 的 零 空 间 ， 由 于 非 零 
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线性 泛 函 的 零 空 间 的 余 维 数 为 1, wl A m 是 e 的 常数 倍 ; 由 于 P 中 的 所 有 线性 
泛 函 满足 (1), 故常 数 为 1. 这 证 明了 《= m = e,, 从 而 e 为 极 值 点 . 
现在 我 们 证 明 P 的 极 值 点 均 形 如 er. 设 4 是 C(Q) 上 的 由 (1) 正规 化 的 任 一 
正 线性 泛 函 . 根据 Riesz-Kakutani 表示 定理 , FE Q 上 的 非 负 测度 m 使 得 对 @ 上 
每 个 连续 函数 f, 
un = | fam, (5) 


由 正规 化 条 件 (1), m(Q) = 1; 测度 m 由 线性 泛 函 4 唯一 确定 . 我 们 断定 由 (1) IE 
规 化 的 正 线性 泛 函 构成 的 集合 的 极 值 点 所 对 应 的 测度 都 集中 在 一 个 单 点 上 . ER 
是 这 样 , 则 m 可 以 分 解 为 am, + (1 一 a)mz, 这 里 m 和 m 是 非 负 的 全 质量 为 1 
的 测度 且 m; # m». 设 
40)= f fam,, j =1,2, 
Nj £ = ab; +(l—ajbo. HIER, 则 £1 = 刀 =2 故 2 可 以 通过 不 同 的 测度 m 
和 ma 表示 为 (5) 中 的 形式 . 这 与 表示 测度 的 唯一 性 矛盾 . 这 完成 了 定理 1 的 证 明 . 
口 
我 们 可 以 利用 公式 (5) 把 公式 (2) 形式 的 重新 写 为 


= f «imo. (6) 
这 是 一 个 Choquet 型 表示 . 


14.2 A A XS 


在 本 节 中 我 们 利用 附录 B 中 给 出 的 广义 函数 理论 的 记号 和 结果 . 
定义 ” 设 f RR" 上 的 实数 值 函 数 .， 如 果 对 任意 的 z1,…,zw € Rn 和 所 有 的 


Qj 之 0, Soa; = |， 均 有 
f(D a;2;) < 5 'ajf(z;); (7) 
则 称 f 是 凸 的 . 


在 此 我 们 只 考虑 一 个 变量 的 凸 函数 f. 只 需 假 设 (7) 对 如 下 结论 成 立 : 对 所 有 
的 z, z, 
f(ax -(1—a)z) &af(z) -(1-a)f(z, O<a<l. (8) 
War 十 (1 一 a)z 2 y, 容易 看 出 条 件 (7) 等 价 于 下 面 的 条 件 : 对 z<y<z， 
f(y) — f(z) - f) — fy) (9) 
y-z ` z-y ` 
EH (9) 知 每 个 凸 函 数 是 连续 的 且 有 右 导 数 和 左 导数 . 
4h 趋 于 ON, 二 阶 差 商 
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FE) afte) + fo N (10) 


在 广义 函数 意义 下 收敛 到 f. 由 (9), 差 商 (10) 是 非 负 的 ; 由 于 在 广义 函数 意义 下 
非 负 函数 的 极限 是 非 负 的 , 故 由 f 的 凸 性 知 , 在 广义 函数 意义 下 ， 
O<f. (11) 
同样 可 以 定义 函数 在 区 间 上 的 凸 性 . 注意 在 一 个 区 间 上 的 凸 函数 在 端点 处 未 
WERE. 
我 们 用 C 表示 区 间 [0,1] 上 的 满足 下 面条 件 的 凸 函数 的 集合 : 


f(0)=0, f()-21 fa)>0, O<z<1. (12) 
定理 2 CHALK, 其 极 值 点 是 函数 
0, tfr 
er(Z) = nn xm (13) 
APO<r<1l,UR 
le We a (13/) 
ln 21, 
证 明 ”首先 我 们 证 明 函 数 e 是 C 的 极 值 点 . 假设 
er = af + (1 — a)g. (14) 


因为 e. 在 [0,7] 上 为 0, 我 们 断定 f A 9 在 [0,7] 上 都 等 于 0; 否则 根据 (14), 

fA 9 中 一 个 为 负 . 此 与 (12) 矛盾 , 故 
f(r)-29(z2)-0 (0&€zxr). 

类 似 地 , 可 以 证 明 在 [r1] E, f(x) 和 g(x) BET e,(z). 若 不 是 这 样 , 则 f (a) 
和 9(z) 在 某 点 y >r 处 有 一 个 大 于 er(z); 简短 的 计算 说 明 这 在 z = r,z = 1 时 与 
(9) 矛盾 , 也 就 证 明了 e, 是 极 值 点 . 

te f 是 [0,1 上 满足 (12) 的 任意 凸 函数 . 当 r < 0 时 , 令 f(r) = 0. BR, 这 样 
延 拓 的 f 仍 是 凸 函数 . 设 o er > 0 时 取 值 为 0 的 ces 测试 函数 . 根据 广义 函数 
理论 ， 

/ fo dr = j f ddr, (15) 

其 中 ' 表示 关于 7 的 微分 . 在 0 < z < 1 内 选择 zx 并 定义 函数 olr) 为 


zn TS 
®z(r) = 0, Pd (16) 
函数 o. 是 分 段 线性 的 且 0, = 5(r r) 如 果 我 们 能 在 (15) PFR o = or, 则 我 们 将 
会 得 到 


fa) = | 6.1" (rar (17) 


12 第 14 章 西 集 及 其 极 值 点 的 例子 


由 于 6. 不 是 Co 的 , 我 们 不 能 够 这 样 做 , 但 是 可 以 用 一 列 Co 函数 Of 通 近 
4 由 于 f 当 7 < 1 时 是 连续 的 , (15) 式 左 端 趋 于 (17) 式 左 端 . 另 一 方面 , 非 负 的 
广义 函数 f” 是 一 个 非 负 测度 , 故 (15) 式 右 端 趋 于 (17) Ram. 这 在 z < 1 时 证 
明了 (17). 利用 记号 (13) 我 们 把 此 重新 写 为 


f(z) = fewa — r)f (r)dr, zx. (18) 
42-1, 我 们 得 到 
my = lim f) = [a - nf (nar (18^) 
HT /是 单调 递增 函数 且 f(1) = 1, Mm, <1. 我 们 把 (18) 和 (18) 合 在 一 
起 写 为 
1 
f(a) = | er(a)dmtn), (19) 
0 
这 里 ， 
“4 r<1, m(r) =| (1-s)f (s)ds, m(1) = 1- mı. (19/) 
0 


根据 式 (19), 测度 m 由 凸 函数 f£ 唯一 确定 . 与 14.1 节 中 一 样 , 满足 条 件 (12) 
的 凸 函 数 的 集合 C 的 极 值 点 是 那些 对 应 的 测度 m 都 集中 在 区 间 [0, 1] 中 的 单个 点 


上 的 函数 . 这 完成 了 定理 2 的 证 明 . 口 
我 们 可 以 把 (19) 形式 地 重 写 为 
1 
f- | er (20) 


这 是 凸 函 数 的 一 个 Choquet 型 表示 . 
习题 1 对 nn 个 变量 的 是 函数 给 出 与 定理 2 对 应 的 结论 . 
习题 2 不 利用 广义 函数 理论 , 直接 用 Krein-Milman 定理 证 明定 理 2. 


14.3 ”完全 单调 函数 


定义 作用 在 单 变量 函数 上 的 差分 算 子 D, 为 
(Daf)(t) = f(t +a) — f(t). (21) 
对 a > 0, D, 把 定义 在 Ry 上 的 函数 映 为 定义 在 R} 上 的 函数 . 
EX R, 上 的 实数 值 函数 f 称 为 是 完全 单调 的 (c.m.), 如 果 对 所 有 的 a; > 0 和 
n= 0,1... 
ÆR, 上 ，(-1)" (ù Da, ) f>0. (22) 
下 面 的 结果 由 S. Bernstein 4H}. 
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定理 3 OR, b4RAGCAGÉ RAE f 都 可 以 表示 为 
f(t) | eM moy, (23) 
0 


这 里 m 是 非 负 测度 , mR) < oo. RA, 形 如 (23) 的 每 个 函数 都 是 完全 单调 的 . 
证 明 ”为 了 证 明 形 如 (23) 的 函数 是 完全 单调 的 , 我 们 记 


Daf = f = Dae~**dm(A) 
= f T (e^? — De^Mdm(4), 
则 
(—1)” (II n.) f- I. II ^em, 


显然 它 是 非 负 的 . 
为 证 明 直 接 部 分 , 我 们 利用 c.m. 函数 的 以 下 性 质 . 
引 理 4 
(i) 两 个 c.m. 函数 的 和 还 是 c.m. 的 . 
假设 f 是 一 个 c.m. AA, i 
(ii) f 是 非 负 的 ; 
(iii) 对 a > 0, af X c.m. 的 ; 
(iv) 对 a > 0, 一 Daf X c.m. 的 ; 
(v) *3T a» 0, T; (f) = f(t-- a) € c.m. #9; 
(vi) 对 5> 0, Ho(f) = f(bt) 是 c.m. 的 ; 
(vi) f 是 不 增 的 ; 
(vii) f RH. | 
证 明 ”根据 (22) 中 刻画 c.m. 函数 的 算 子 D, 是 线性 的 这 一 事实 可 知 (i) 和 
(iii) 成 立 . (ii) 即 为 (22) Ñ, 对 (22) 分 别 应 用 算 子 Da M T, 并 注意 到 这 些 算 子 和 
D, 交换 得 到 (iv) 和 (v). 对 (22) 应 用 H, 并 注意 到 
HopDa = Dap-1 Ho, 
得 到 (vi). 在 (22) RPM — 1 得 到 (vii), Rn = 2 得 到 (viii). 口 


W x Amm, 上 所 有 的 实 值 函数 构成 的 空间 , 取 K 为 所 有 正规 化 的 cm. K 
数 构成 的 子 集 , 这 里 正规 化 是 指 
f(0) = 1. (24) 
由 引 理 4 的 (i) 和 (ii), K 是 凸 集 . 
引 理 5 K 的 极 值 点 为 


ex(t) 2 e^, 0€A « oo, (25a) 
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excitus t ds (25b) 
证 明 ”由 引 理 4 (ii) 和 (vii), 每 个 cm. 函数 是 非 负 的 和 不 增 的 . 由 (24), K 


中 每 个 f 满足 


0 « f(t) « 1. (26) 
设 e 是 K 的 一 个 极 值 点 , 则 特别 地 ， 
0 « e(t) € 1. (26) 
假设 对 所 有 的 a > 0, 不 等 式 严格 成 立 : 
0 < e(a) < 1. (26 ) 
我 们 定义 两 个 辅助 函数 如 下 : 
ro 9-09 
g(t) = (27) 
由 引 理 4 的 (iii). (iv) 和 (v) 以 及 (26 ), f 和 g 属于 K. 显然 ， 
e = (1 — e(a)) f + e(a)g. (27) 


根据 第 13 章 中 极 值 点 的 定义 , 由 (27), f 2g =e. 特别 地 , 由 (27) 这 意味 着 
对 所 有 的 上 和 a, 
e(t)e(a) = e(t + a). (28) 
这 个 方程 的 所 有 连续 解 都 是 指数 函数 . 由 引 理 4 的 (viii), K 中 的 每 个 函数 f 
是 凸 的 , 从 而 当 上 > 0 时 是 连续 的 . 我 们 断定 
e(t) = e^". 
由 引 理 4 的 (vii), 入 > 0. 
对 a > 0, (26^) 不 成 立 的 情形 容易 处 理 . 4 e(a) = 1 时, e = eo; 4 e(a) = 0 时 
e = Ego. 口 
下 面 我 们 在 函数 空间 X 上 引入 使 得 所 有 线性 泛 函 
&(f) - f(t), 0«t (29) 
都 连续 的 最 弱 的 拓扑 . 此 拓扑 是 乘积 拓扑 


[[ fe). 


0<t 


根据 (26), K 中 函数 f 的 值 介 于 0 与 1 ZU. 故 天 是 


Tio. 


O<t 


的 子 集 , ARG Tychonov 定理 , TI [0,1] 是 紧 的 . 因此 要 证 K 是 紧 的 , 只 需 证 明 K 
O<t 
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是 闭 的 . 但 是 这 容易 证 明 ; 对 固定 的 a; 和 t, 满足 (22) 的 函数 f 构成 的 集合 明显 
是 闭 的 . 作为 这 些 集合 对 所 有 的 a; 和 t > 0 的 交集 , K 也 是 闭 的 . 
我 们 在 引 理 5 中 证 明了 K 的 极 值 点 都 包含 在 由 (25a) 和 (250) 定义 的 集合 
(es: 0 < 入 < oc) 中 . 容易 证 明 , 集合 (e) 是 闭 的 从 而 包含 了 极 值 点 集合 的 闭 包 ， 
现在 我 们 应 用 第 13 章 定 理 5 FR (10). 24 e 由 (25) 给 出 , 2 由 (29) 给 出 时 ， 
此 公式 恰 是 我 们 所 需要 的 表示 式 (23). 口 


一 些 推论 和 附注 . 

定理 6 
(i) 每 个 完全 单调 函数 是 Cee 的 ; 

(ii) 表示 式 (23) 是 唯一 的 ; 

(iii) 由 (25a) 定义 的 每 个 ex(0 < 入 < oo) 是 及 的 极 值 点 . 

证 明 ”由 于 测度 m > 0 B. m(R,) < oo, 我 们 可 以 在 (23) 式 中 在 积分 号 下 对 € 
微分 ; 这 证 明了 (i). 

对 (ii), 假设 K PRA f 有 两 个 不 同 的 表示 . 相 减 得 到 

if e *tduv(A) = 0, 
0 
E+ v ÆR 上 全 质量 有 限 的 带 号 测度 . 函数 
FO= | ava) 
0 


在 右 半 平面 Rec > 0 内 是 连续 的 解析 函数 且 在 实数 轴 ¢ = € 上 为 0， 由 此 可 知 
F(¢) = 0, 特别 地 ， 
对 所 有 的 实数 r, F(ir) = 0. 

F(ir) 是 测度 dv 的 Fourier 变换 . 根据 Fourier 变换 的 唯一 性 , 我 们 断定 dv = 0, 这 
意味 着 f 不 存在 形 如 (23) 的 两 个 不 同 的 表示 . 

对 (iii), HF K 是 紧 的 , 根据 Krein-Milman 定理 , K 至 少 有 一 个 极 值 点 . 由 引 
H 5, 极 值 点 必定 是 形 如 由 (25) 给 出 的 ex. 这 些 极 值 点 必定 真 包 含 eo 和 ew, 因为 
eo 和 ew 的 凸 组 合 不 包含 整个 K. WFE ex( 入 关 0,oco) 是 K 的 极 值 点 . 根据 引 理 
4 的 (vi), AF H 把 K RA K 中 ; 由 于 是 一 对 一 的 线性 映射 , H 把 K 中 极 值 点 
映 为 K 中 极 值 点 . WE ex 是 极 值 点 ， 

Hex = en, b>0 


也 是 极 值 点 . 这 完成 了 定理 O(üi) 的 证 明 . 口 


我 们 注意 到 与 Bernstein 定理 类 似 的 结果 在 n 维 空间 上 也 成 立 , 即 对 定义 在 
R^ 上 的 函数 也 成 立 . 对 Zo 上 的 函数 , 类 似 的 结果 也 成 立 . 
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14.4 Carathéodory 和 Bochner 定理 
EN ik {an} 是 一 个 针对 称 的 二 重 无 限 的 复数 列 ; 


Qn = ün- (30) 
如 果 对 任意 有 限 个 复数 On(-N<n<N), 
> An—kOn PK 2 0, (31) 
n,k 


则 称 {an} 是 正定 的 . 
下 面 的 结果 由 Toeplitz, Carathéodory 和 Herglotz 得 出 . 
定理 7 每 个 正定 序列 都 可 以 唯一 的 表示 为 


an = T i ei"? dm(8), (32) 


这 里 mn LS 上 一 个 非 负 的 测度 . 反之 , 每 一 个 形 如 (32) 的 序列 都 是 正定 的 ， 
证 明 ”首先 我 们 证 明 形 如 (32) 的 每 个 序列 都 是 正定 的 . 将 (31) 式 左 端的 an 


替换 为 (32): | E mE 
y ( [eam vfu | Setter sim 


n,k 
EM [x ED, e 95. )dm 
n k 


= / | eon] dm, 
显然 上 式 是 非 负 的 . 
下 面 证 明定 理 的 直接 部 分 . 我 们 断言 : WER {an} 是 一 个 正定 的 序列 , W 
对 所 有 的 整数 m, |am|< ao (33) 
为 此 , 设 do = 1, dm = 9 且 其 他 的 加 = 0. 代入 (31) 式 , 由 (30) 式 可 知 , 对 所 有 的 
复数 o, 
ao + Amb + amd + ag|¢|* > 0. 


这 证 明了 (33). 
根据 广义 函数 理论 , 由 (33) 可 知 存 在 Fourier 系数 为 an 的 广义 函数 a: 
= in | 
An f. e"" ad (34) 
对 任意 的 Ce 函数 v, 
| badd = S Yran, (34°) 


这 里 y, Æ y 的 Fourier 系数 . 由 (33), 上 式 右 端 收敛 . 我 们 断定 a 是 非 负 的 . 为 
此 , 取 次 数 为 N 的 任意 三 角 多 项 式 qu, 
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N 
qn (0) a > duet. 
—N 
W lax (8)? = En r nbre”, 在 (34) PIR Y = lawl. 根据 (31), 


J olan (@)?40 = 37 itn, > 0. (35) 


Wt q(0) 是 S! 上 的 任意 C” 函数 ; 用 经 典 的 方法 容易 证 明 : 在 C™ 拓扑 下 , q 可 以 
用 三 角 多 项 式 (qu) 来 逼近 . 根据 广义 函数 的 定义 , 对 所 有 的 Cx 函数 qu 当 NS 
于 co 时 , (35) 趋 于 


/ le(e)jzade > 0. (36) 
Wt p(9) 是 S! 上 任意 正 的 Cee 函数 , W 
q(0) = Vp) 
是 一 个 0% 函数 ; 因此 (36) 意味 着 对 任意 正 的 Cee 函数 p, 
f v(e)aae > 0. (37) 


具有 此 性 质 的 广义 函数 a 称 为 是 非 负 的 . 根据 广义 函数 理论 中 的 一 个 经 典 结 
果 (参看 附录 B), 每 个 非 负 的 广义 函数 是 一 个 非 负 的 测度 . 于 是 add = dm HAH 
(34) 就 是 要 证 的 公式 (32). 口 


定理 7 可 以 延 拓 到 定义 在 Z^(k 是 任意 正 整数 ) 上 的 函数 a; 证 明 是 完全 相同 
的 . 
注 记 Carathéodory 的 原始 证 明 利用 了 他 关于 有 限 维 空间 中 凸 集 的 定理 . 在 14.6 
节 中 我 们 将 会 利用 正 调和 函数 的 理论 给 出 男 一 个 证 明 . 


习题 3 用 P dm PUR 
ag = 1 (38) 
正规 化 的 正定 序列 构成 的 集合 . 
(a) 证 明 P 是 所 有 有 界 序列 构成 的 空间 lee 的 一 个 凸 子 集 . 证 明 在 乘积 拓扑 下 
已 是 Lee 的 紧 子 集 . 
(b) 证 明 P 的 极 值 点 形 邵 
an = ei" (39) 
并 利用 第 13 章 定 理 4 推出 表示 式 (32). 
Carathéodory 定理 的 一 个 重要 推广 由 Bochner 得 出 


定义 ” 设 a(s) 是 及 上 一 个 斜 对 称 的 复数 值 连续 函数 : 
a(—s) = als). (40) 
如 果 对 R 中 任意 的 5, ,sn 和 所 有 复数 db, ‚on, 
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X a(s; — sk)piPk > 9, (41) 
则 称 a(s) 是 正定 的 . 
习题 4 证 明 条 件 (41) 等 价 于 对 所 有 具有 紧 支 撑 的 复数 值 连续 函数 9, 


[fe — t)é(s)é(t)dsdt > 0. (41^) 
定理 8 每 个 连续 的 正定 函数 a 都 可 以 唯一 的 表示 为 
a(s) = f emt». (42) 


这 里 m 是 肥 上 一 个 非 负 的 测度 , m(R) < oo. AZ, Wto (42) 的 每 一 个 函数 都 是 正 
定 的 . 

证 阴 ”我 们 首先 证 明 形 如 (42) 的 每 个 函数 都 是 正定 的 . 把 (42) 代入 (4r) 左 
端 得 到 


eol)5Ddsdtdmlo) = /saPam(o) 


这 里 由 是 $ 的 Fourier 变换 . 显然 , 上 式 右 端 是 非 负 的 . 
为 了 构造 与 给 定 的 正定 函数 对 应 的 测度 m, 我 们 采用 的 方法 和 离散 的 情形 一 
样 . 与 (33) 类 似 , 由 (41) 式 我 们 可 以 推出 
la(s)| < a(0). (43) 
根据 附录 B.5 节 , 对 任意 的 上 , 当 |s| — oo 时 , 各 阶 导数 a(n =0,1,---) 趋 于 0 的 
速度 都 比 |s|-* 快 的 函数 f 构成 的 集合 是 函数 的 Schwartz 类 S. S' 是 S 的 对 侦 ， 
其 中 的 元 素 称 为 测试 函数 . 根据 (43), 函数 a BARN; 因此 它 属 于 S". 从 而 a 的 
Fourier 3X b 也 属于 S". 对 S 中 任意 的 f, Parseval 关系 
y bfdo = i afds (44) 
成 立 , 这 里 f 是 f 的 Fourier BK. 


根据 习题 4, (41) 对 所 有 具有 紧 支 撑 的 C99. 函数 o RRL. 在 (41) 中 引入 新 
变量 s HR s-—t=r: 


i fi a(r)é(s)ó(s — r)dsdr > 0. (45) 
用 f 表示 卷 积 : 
[os -rds = fo); (46) 
f 属于 C 且 具 有 紧 支 撑 , HH (45) 可 以 写 为 
I a(r)fdr z 0. (45’) 


H v RIR ó 的 Fourier 变换 ; 对 (46) RE Fourier 变换 给 出 
Iv(e)!? = flo). (46’) 
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公式 (44) FA b RRT (45) 的 左 端 ; 利用 表示 f 的 公式 (46), 我 们 得 到 
[ etae > o. (45") 
W plo) 是 上 具有 紧 支 撑 的 任意 的 非 负 Coo. 函数 , Wy = p! 7? 也 是 具有 紧 
支撑 的 Coo 函数 , 从 而 属于 S. 把 v? =p 代入 (45 ), 对 具有 紧 支 撑 的 非 负 Co R 
数 , 我 们 得 到 
f olodo 2 0. 
这 样 的 广义 函数 b 称 为 是 非 负 的 ， 根据 附录 B 定理 13, b 是 一 个 非 负 测度 : 
b(o)do = dm. 
我 们 断定 m 的 全 质量 是 有 限 的 : 
J dne f A (47) 
& 9 是 任意 的 具有 紧 支 撑 且 在 [-1,1] 上 等 于 1 的 非 负 Coo BRM EX grla) = 
g(o/n). 用 f EIR g 的 Fourier 3X, Wl] gn 的 Fourier ME fn(s) = nf(ns). 把 fX 


入 (44): 
J bo)g (2 Jao = / a(s)nf (ns)ds. (48) 
测度 b 和 函数 9 都 是 非 负 的 , 且 对 jol <1, g(o) = 1. 因此 (48) 式 左 端 大 于 
/ i b(o)do. (48°) 


另 一 方面 , 根据 (43), la(s)| < a(0). 因此 (48) 式 右 端 小 于 
a(0) f nif(ns)ids = a(0) /yo)las 
一 个 与 n 无 关 的 数 . 这 证 明了 积分 (48) 对 所 有 的 n 是 有 界 的 , 从 而 (47) 成 立 . 
B (47), als) 可 以 如 (42) 中 断言 的 那样 , 逐 点 地 表示 为 b 的 Fourier BR: 对 
a(s) = [ 97m. 
Fein (42) 的 表示 的 唯一 性 由 Fourier 变换 的 唯一 性 可 知 . u 


用 P 表示 所 有 由 a(0) = 1 正规 化 的 正定 函数 a 构成 的 集合 . 由 定理 8 知己 的 
极 值 点 是 指数 函数 eics(c 是 实数 ). M (42) 可 以 看 作 是 正定 函数 的 Choquet 型 表 
IR. 

定理 8 可 以 很 容易 地 延 拓 到 m” 维 的 情形 ; 参看 Rudin 的 书 《 群 上 的 Fourier 分 
Nx». 

Laurent Schwartz 给 出 了 Bochner 定理 的 如 下 推广 . 
EX Bals) 是 下 上 的 斜 对 称 的 复数 值 测 试 函 数 . 如 果 对 所 有 的 CH 函数 由 
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[fees — t)ó(s)ó(t)dsdt > 0, 


WK a(s) 是 正定 的 . 
定理 8' 每 个 正定 的 测试 函数 是 类 S 中 一 个 非 负 测 度 的 Fourier 变换 . 
Schwartz 把 他 的 定理 延 拓 到 了 R^ 的 情形 . 


14.5 Krein 的 一 个 定理 


EX Rp 是 定义 在 及 上 的 一 个 实 值 连续 偶 函 数 : 
p(-t) = pit). 
如 果 对 R 上 所 有 实 值 、 连 续 、 具 有 紧 支 撑 的 偶 函 数 $, A 
[ps -Hets)owasat > 0, (49) 
则 称 p 是 偶 正定 的 . 
ER, 每 个 形 如 (42) HARRA EHER. 这 些 函 数 可 以 写 为 
p(s) = ju cosasdm(a), dm 2 0. 
但 是 这 不 是 所 有 的 偶 正定 函数 . 对 所 有 的 实数 入 和 所 有 的 偶 的 、 具 有 紧 文 撑 的 实 
值 连续 函数 o, 
J | osis — t)é(s)ó(t)dsdt = f otsas | ota: 
这 证 明了 coshAs 是 偶 正 定 的 . 于 是 
p(s) — f coshasanta) 
也 是 偶 正 定 的 , 这 里 ”是 使 得 积分 对 所 有 的 s 都 收敛 的 任意 非 负 测度 . 
类 似 地 , R 上 的 一 个 实数 值 的 偶 函 数 称 为 是 奇 正定 的 , 如 果 (49) 对 所 有 的 实数 
值 的、 连续 的 奇 函数 o 均 成 立 . 这 样 的 函数 有 —coshAs 以 及 它们 的 又 加 . 
M. G. Krein 证 明了 下 面 的 结果 . 
定理 9 R 上 的 每 个 实 值 、 偶 、 连 续 的 偶 正定 函数 函数 p 都 可 以 唯一 的 表示 为 
p(s) = / cose sdm(o ) + / coshAsdn(A), 
0 0 
这 里 , m Fon 是 非 负 测 度 . 类 似 地 , 每 个 奇 正 定 函数 可 以 表示 为 
q(s) = / cose sdm(s) -J coshAsdn(A). 
由 此 容易 推出 以 下 定理 
定理 9' 用 已 表示 所 有 由 p(0) = 1 正规 化 的 偶 正定 函数 构成 的 集合 , 则 已 是 一 
个 凸 集 ,其 极 值 点 是 


cosos, 020 和 coshAs, A 2 0. 
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证 明 见 参考 文献 Krein. 


14.6 ” 正 调 和 函数 


在 11.6 节 , 我 们 证 明了 在 单位 圆 盘 上 定义 的 正 调 和 函数 A 可 以 通过 Poisson 
公式 唯一 的 表示 为 
l-r? 
h(re'X) = | ramo. (50) 
这 里 m 是 一 个 非 负 测度 . 
容易 验证 , 对 r< 1, Poisson 核 有 下 面 的 Fourier RF: 


— 2 29 . 
l-r = Y rle, (51) 
-90 


1— 2rcos\ +r? 
代入 (50) 得 到 h 的 Fourier 展开 : 
h(reix) = Y ,berl!leitx, (52) 
这 里 
uc i ei dm(6). (52^) 
我 们 下 面 证 明 如 何 由 (50) 推出 定理 7 Carathéodory 定理 ; 这 个 证 明 由 


Herglotz 得 出 . X {an} 是 在 (31) 式 意 义 下 正定 的 序列 .由 (33) 知 , 序列 {an} 
是 有 界 的 . 因此 级 数 


k(re'X) = Yat Mx (53) 


当 7 < 工时 收敛 , 当 r <1-5 时 Slc dtc 显然 ,上 是 z Ay 的 调和 函数 , 这 里 
r-iy- rex 属于 单位 圆 盘 . 我 们 断定 是 正 的 . 为 此 , 我 们 在 (31) 式 左 端 引 入 新 
变量 n- k = l. 我 们 得 到 


D0) ond Ön-ı > (53°) 
我 们 想 选 取 {gn} 使 得 对 所 有 £ 以 及 r < 1, REK x, 有 
$E pn pn_e = rile’. (54) 
为 满足 (54), 我 们 在 (54) 两 端 乘 以 et 并 对 £ 求 和 . 我 们 得 到 
59649, e ar Xo rillet- (54’) 
£ n £ 


上 式 左 端 可 以 写 为 


; 212 
9 one ir, ,en- 00 MR > dne”? | . 
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根据 (51), 上 式 右 端 是 正 的 Poisson 核 . 因此 我 们 可 以 取 


| 1- r2 1/2 

I ne = (ar) | (5B) 

这 样 选取 的 {on} 满足 (54^), 从 而 (54) 式 成 立 . 把 (54) 代入 (53) 说 明 当 > < 1 时 
k(reiX) 是 正 的 . 

一 旦 证 明了 是 正 的 , 我 们 可 以 应 用 第 11 章 定理 6(Herglotz-Riesz 定理 ), 得 

到 的 形 如 (50) 的 一 个 表示 . 正如 上 面 所 证 明 的 , 这 又 给 出 了 大 的 Fourier 展开 式 


中 的 系数 a, 的 公式 (52^). 这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 公式 (32). " 
用 互 表示 开 单 位 圆 盘 上 的 实 值 调和 函数 构成 的 线性 空间 . 用 P 表示 由 
h(0) — 1 (56) 


正规 化 的 正 调和 函数 h 构成 的 子 集 ， 显然 , P 是 HEATER. 与 我 们 在 本 章 前 面 
的 证 明 一 样 , 根据 表示 (50) 中 测度 的 唯一 性 , P 的 所 有 极 值 点 形 如 
l-r? 

ETO 
这 证 明了 正 调和 函数 的 Herglotz-Riesz 表示 是 一 个 Choquet 型 表示 . 
习题 5 KH LH edP EU PUN REZ HE 

h — h(z), |z|< 1 (58) 
连续 的 最 弱 的 拓扑 . 证 明 上 面 定 义 的 凸 集 已 在 此 拓扑 下 是 紧 的 . (提示 : 利用 正 调 
和 函数 的 Harnack 定理 ). 


eg (57) 


14.7 Hamburger $Bjs] Ei 
BW ao,a1,---,a4,--- 是 一 列 实数 . 如 果 对 任意 有 限 个 实数 En (n = 0,1,---,N), 
都 有 
I an+kEnEk > 0, (59) 
n,k 


则 称 实数 列 ao, ai,… 在 Hanke] 意 义 下 是 正 的 (五 IER). 
Wm 是 及 上 的 各 阶 矩 都 有 限 的 一 个 非 负 测度 : 


[ fano «o0 5120,12, -.. (60) 
R 
XE X. 
a = | tami), ed (61) 
R 
由 于 
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2 
>》 anskEn£k = f D ttt 6 E dm(t) = J (Erea) dm(t) > 0, (62) 
n,k n,k 


序列 {ae} 是 H 正 的 . 相反 地 , Hamburger 证 明了 以 下 定理 . 
定理 10 #4 H EHEZ] {an} 都 可 以 表示 成 (61) 的 形式 . 
此 定理 的 证 明 见 第 33 章 . 一 个 有 趣 的 事实 是 既 存 在 只 有 一 种 形 如 (61) 的 表示 
的 H EFJ, 也 存在 有 多 种 不 同 表 示 的 H 正 序列 . 在 关于 自 伴 算 子 的 第 33 章 中 
会 解释 这 种 现象 . 
用 Ho 表示 所 有 由 ao = 1 正规 化 的 H 正 的 序列 . 由 定理 10, Ho 的 每 个 极 值 
点 e FEU 
ex(t) = t, ke Z,, tj S. (63) 
不 难 证 明 相反 的 结论 , 8 7E (63) 的 序列 erlt) 是 Ho 的 极 值 点 . 故 (61) 是 集合 
Ho 的 一 个 Choquet 型 表示 . 
下 面 是 一 个 Hankel 正 序 列 的 例子 . 
在 (61) 中 取 
dm(t er. ete ies, 
T = l 0, 其 他 ， (64) 
则 


于 是 对 所 有 的 实数 én, 
o<) Ensk (65) 
我 们 注意 到 定理 10 在 多 于 一 个 变量 的 情形 时 不 成 立 . 
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EX WEnxn 矩阵 S = (ai;) 满足 
(i) S 的 所 有 表 值 都 是 非 负 的 , EP 
Sij 2 0. (66) 
Gi) S 的 所 有 行 和 与 列 和 都 等 于 1, 对 所 有 的 i 和 j, 分 别 有 


35g = 1, sy =1, (66’) 
j i 


则 称 S 是 一 个 双 随 机 矩阵 . 显然 , 所 有 的 双 随 机 矩阵 构成 的 集合 D Æ Rh 中 的 一 
TER. 
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n 个 对 象 的 一 个 置换 p 是 从 {1,2,…,n} 到 自身 上 的 一 对 一 的 映射 . 对 应 的 置 
HERP 定义 为 
wad y ie 


0, j# pli). 
显然 , 置换 矩阵 P 的 每 行 和 每 列 恰好 只 有 一 个 表 值 为 1, 其 余 的 表 值 全 为 0. 这 说 
明 P 是 双 随 机 的 , 即 P c D. 我 们 断言 每 个 P 都 是 集合 D 的 一 个 极 值 点 . A, 
假设 P 是 一 个 区 间 的 中 点 , 此 区 间 的 两 个 端点 
P+Q 
WAT D. EHA, 由 (66) A, 车 pi; = 0, W gi;; = 0; 由 (66^) 知 , 2$ pi; = 1, W 
qi; —0. AF P 的 表 值 或 为 1 或 为 0, 故 Q = 0. 这 证 明了 P AREA. 
AB HU, D. König 和 G. Birkboff uEHH T D 的 所 有 极 值 点 都 是 置换 矩阵 P. 
习题 6 ”证明 Konig-Birkhoff © #. 
根据 Carathédory 定理 , 所 有 的 双 随 机 和 矩阵 是 置换 矩阵 的 凸 组 合 . 但 是 表示 一 
般 不 是 唯一 的 . 
定义 ”如 果 一 个 nxn HE S = (a) 分 别 对 所 有 的 i 和 j 满足 
(i) S 的 所 有 表 值 是 非 负 的 , 即 


Sij 2 0. (67) 

(i) S 的 所 有 行 和 与 列 和 都 不 大 于 1, 即 
X siz <1, X sij <1 (67°) 

j i 


则 称 S 是 双 次 随机 矩阵. 

我 们 用 Do 表示 所 有 的 双 次 随机 矩阵 构成 的 集合 . DAR, Do 是 包含 D 的 一 个 
凸 集 . 如 果 和 矩阵 Po 的 表 值 全 部 为 0 或 1, 且 每 行 和 每 列 至 多 只 有 一 个 表 值 为 1, 则 
称 Po&E-TAEBEE BI Po 属于 Do ERRA P 是 D 的 极 值 点 的 证 明 
可 以 用 来 证 明 每 个 Po 都 是 Do 的 极 值 点 . 相反 地 , 有 以 下 结论 . 


习题 7 证 明 Do 的 每 个 极 值 点 都 是 一 个 次 置换 候 阵 Po. 


现在 考虑 无 穷 矩 阵 S = (Sy), ij € Z4. 与 nx n 的 情形 类 似 , 可 以 给 出 双 随 
机 、 双 次 随机 、 置 换 和 次 置换 矩阵 的 定义 . 用 x 表示 表 值 是 实数 且 行 与 列 均 有 一 
WA FA 2: 范 数 : 


sup), |3i;| < oo, sup) |si;| < oo (68) 
i : j : 
j i 


的 矩阵 S 构成 的 线性 空间 . 
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我 们 首先 讨论 双 次 随机 矩阵, 设 X 的 拓扑 是 使 得 把 矩阵 S 映 为 它 的 第 ij 个 

4 HS E VEZ PR 
£5(S) = Sij (69) 

都 连续 的 最 弱 的 拓扑. 

由 第 13 章 习题 3, 在 X 上 连续 的 线性 泛 函 都 是 6; 的 有 限 线性 组 合 . 
定理 11 

(i) dj MEAE SUR ME B3 ANGE Do 的 极 值 点 是 所 有 次 置换 给 阵 构 成 的 

集合 (Po). 

(ii) Do 在 由 泛 函 (69) 引入 的 拓扑 下 是 {Po} 的 凸 闭 包 . 

证 明 ”我 们 首先 证 明 (ii) 成 立 . 若 不 是 这 样 , 则 存在 双 次 随机 和 矩阵 Z 不 属于 
Po OGAE. 根据 第 13 章 定理 2', 存在 连续 线性 泛 函 0 使 得 


&(Z) > c, (70) 
但 是 对 (Po) 的 闭 凸 包 中 的 所 有 T, 
KT)< c. (71) 
特别 地 , 我 们 可 以 取 T 是 任意 的 次 置换 矩阵 Po: 
£(Po) & c. (71^) 
在 使 得 (69) 中 的 泛 函 Li; 连续 的 最 弱 的 拓扑 下 , 连续 线性 泛 函 2 是 4;; 的 有 限 线性 
组 合 : 
f= b» bij lij- (72) 


ij€n 
用 S, Xe RRL S 到 它 的 前 n 行 和 前 n 列 的 交 构 成 的 n x n 和 矩阵 的 投 
E. TA, Sn 是 一 个 n x n 的 双 次 随机 矩阵 . 于 是 由 (69) 和 (72), 对 任意 的 S, 
£(S) = &(S,). (73) 
AZ, 表示 Z 的 投影 . 在 前 面 我 们 注意 到 双 次 随机 n x n 和 矩阵 构成 的 集合 的 极 值 
点 是 n xn 次 置换 矩阵 . 由 Carathéodory 定理 可 知 , 紧 凸 集 上 的 连续 线性 泛 函 在 它 
的 一 个 极 值 点 上 达到 最 大 值 . 我 们 有 
t£(Z4) € sup £(P u) (74) 
这 里 P, 是 一 个 n xn 次 置换 矩阵 . 这 样 的 P, 是 一 个 只 有 前 n 行 和 前 n 列 的 元 
素 非 零 的 无 穷 阶 的 次 置换 矩阵 Po 的 投影 . 根据 (73), 
(P4) = £(Po) B Zn) = EZ). (75) 
结合 (74) 和 (75), 我 们 得 到 
£(Z) < Een). 
LAS (71) 式 一 起 说 明 (70) AN 可 能 成 立 因此 Do 中 的 每 个 Z 属于 {Po} 的 
凸 包 的 闭 . 
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相反 地 , 为 了 证 明 (Po) 的 凸 闭 包 中 的 点 属于 Do, 我 们 把 判断 属于 Do 的 准则 
(67) 和 (67^) 重新 写 为 : 对 所 有 的 正 整数 n, 


£;;(S) 之 0， (76) 
M 6(S) <1, $ 64(S) < 1. (76/) 
j«n icn 


根据 拓扑 的 定义 , ER (76) 和 (76) 是 连续 的 , 且 由 于 这 些 不 等 式 在 {Po} 的 
凸 包 上 面 成 立 , 故 在 (Po) 的 闭 凸 包 上 也 成 立 . 这 完成 了 (ii) 的 证 明 . 
(i) 的 证 明基 于 第 13 章 定理 6: 此 定理 说 明 者 S 和 5 的 凸 闭 包 都 是 紧 的 , 则 
S 的 凸 闭 包 的 极 值 点 都 在 SP. 为 了 对 S = (Po) 应 用 此 定理 , 我 们 必须 验证 Do 
和 (Po) 是 紧 集 . 为 此 , 注意 到 我 们 引入 的 拓扑 是 乘积 拓扑 : 
[| ss: 
Do PICK S 的 表 值 在 [0,1] P, ML Do 是 
Hio. 0 
的 子 集 . 根据 Tychonov 定理 , 这 是 一 个 紧 集 . 我 们 在 (i 中 已 经 证 明了 Do EM 
集 ; 作为 紧 集 的 闭 子 集 , Do ERK. 
类 似 地 , 为 证 (Po) ERK, 只 需 证 明 这 个 集合 是 闭 的 . 矩阵 Po 由 不 等 式 (76’) 
和 
£5(S) e {0, 1} 
刻画 . 这 些 集合 都 是 闭 的 , 因此 它们 的 交 {Po} 也 是 闭 的 . 
现在 我 们 应 用 第 13 章 定 理 6. 此 定理 说 明 对 紧 集 (Po), 若 其 闭 凸 包 Do 也 是 
紧 的 , UAE Do 的 极 值 点 也 属于 紧 集 (Po). 这 完成 了 定理 11(i) 的 证 明 . 口 
定理 12 
(i) 双 随 机 无 穷 矩 阵 构 成 的 集合 万 的 每 个 极 值 点 都 是 一 个 置换 矩阵 DP. 
(ii) 设 4i; 由 (69) 定义 且 
£;(S) = $ su. ](S) c 54 
j i 
HEAR AG RISB lij hi Fo OO 连 续 的 最 弱 的 拓扑 下 ,万 是 置换 矩阵 所 构成 
的 集合 (P) HUM. 
证 明 (i) 我 们 首先 证 明 D 是 Do 的 一 个 极 子 集 . 假设 
S=aT+bR TÉ RJI&T Do, a+b=1, 0<a,0<b. 
写 出 两 边 的 行 和 与 列 和 : 


3 su =a) ty +b) rij, Y si = a> tij Lb rij. 
j j 3 t t i 
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由 于 S 属于 D, 因此 左 端的 和 为 1; MAF T IR JT. Do, 故 右 端 的 和 不 大 于 1. 
由 于 两 端 相等 , 右 端的 两 个 和 必须 等 于 1. RR T JU RR RT D, Am D Æ Do 
的 极 子 集 . 

在 第 1 章 定理 7 中 我 们 注意 到 四 集 的 极 子 集 具 有 传递 性 . KD 的 极 值 点 E 
是 Do 的 一 个 极 值 点 . 根据 定理 11(ii), Do 的 所 有 极 值 点 都 是 次 置换 矩阵 Po, 因此 
E = Po. 由 于 五 属于 D, 故 互 不 是 一 个 次 置换 矩阵 而 是 一 个 真 的 置换 矩阵 P. 

这 完成 了 定理 12(i) 的 证 明 ; (ii) 可 以 按照 定理 11(ii) 的 思路 给 出 证 明 . 注意 到 
因为 D 不 是 闭 的 , 从 而 不 是 紧 的 , 故 (ii) 不 能 应 用 Krein-Milman 定理 证 明 . 

Garrett Birkhoff 猜测 定理 12 是 正确 的 . 上 述 定理 及 其 证 明 由 Kiefer 和 Kendall 
得 出 ; 具体 可 参考 D. G. Kendall. D 


14.9 De Finetti 定理 


在 概率 论 中 , 我 们 考虑 一 个 样本 空间 0, 其 上 有 一 个 给 定 的 o RAY. yo 中 
的 集合 表示 了 所 有 可 能 发 生 的 事件 ; 》 上 的 概率 测度 表示 了 事件 发 生 的 可 能 性 . 事 
件 发 生 的 无 穷 序 列表 示 为 直 积 Z x 9. Z x 0 中 的 事件 形成 了 包含 所 有 柱 面 集 的 最 
小 的 o 代数 , 柱 面 集 是 形 如 积 集 JE; HRA, 这 里 E; 属于 co 代数 》 ARTA 
限 个 E; 外 , 其 余 的 都 是 全 空间 Q. 

Z x Q 的 柱 面 集 上 的 概率 测度 m 称 为 置换 不 变 的 , 如 果 对 所 有 的 柱 面 集 ， 

m(] [ £;) = m] | &%0)); 

这 里 j 一 p(j) 是 指标 的 一 个 置换 , 满足 除了 有 限 个 ; 外 均 有 p) =j. 

Z x Qf 上 的 置换 不 变 的 概率 测度 构成 的 集合 是 一 个 凸 集 , 这 里 测度 的 凸 组 合 的 
定义 是 平凡 的 . 

Q 的 o 代数 》 上 的 概率 测度 m 导出 了 Z x 0 的 柱 面 集 上 的 乘积 测度 : 


m([] £3) = IIoc). 

由 于 除了 有 限 个 E; 外 其 余 的 E AO, 上 式 右 端 中 除了 有 限 个 数 外 全 为 1. E 
RHO 上 的 测度 m 诱导 出 的 Z x Q 上 的 乘积 测度 是 置换 不 变 的 . 

De Finetti 证 明了 如 下 重要 结果 . 
定理 13 

(i) Z x 上 的 置换 不 变 的 概率 测度 构成 的 集合 的 极 值 点 是 来 积 测度 . 

(ii) 乙 x 人 上 的 置换 不 变 的 测度 可 以 唯一 地 表示 成 来 积 测度 上 的 一 个 积分 . 

显然 , 这 是 一 个 Choquet 型 结果 . 证 明 参 看 文献 de Finetti 或 任何 概率 论 的 高 
等 教程 . 
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14.10 ^4 3 BÀ $j 


在 本 节 中 , HO 表示 一 个 紧 度 量 空间 , T 是 从 0 到 0 上 的 同 胚 . 可 以 证 明 : 在 
Q 的 Borel 子 集 构成 的 集合 上 至 少 存在 一 个 在 T 作用 下 不 变 的 概率 测度 . 这 种 测 
度 有 可 能 有 很 多 . 所 有 在 T 作用 下 不 变 的 概率 测度 构成 了 一 个 凸 集 . John Oxtoby 
的 下 述 结果 刻画 了 这 个 集合 的 结构 . 
定理 14 

(i) 在 伙 作 用 下 不 变 的 概率 测度 构成 的 凸 集 的 极 值 点 是 使 得 了 遍历 的 测度 . 

(ii) EAT 作用 不 变 的 测度 可 以 表示 成 遍历 测度 上 的 一 个 积分 . 这 个 表示 是 

唯一 的 . 

证 明 ”我 们 给 出 (i) 的 证 明 大 概 . 首先 给 出 遍历 的 定义 : 一 个 映射 了 关于 m 上 

的 测度 m 是 遍历 的 , 如 果 Q 不 能 够 分 解 成 两 部 分 的 并 : 
0 = Q U (15, 
其 中 0, 和 WWA ER, 
m(Q1)»0, m(N2) > 0, 

HQ) fl Q2 ET 作用 下 不 变 . 

下 面 假设 m 在 T 作用 下 不 变 但 T 关于 测度 m 不 是 遍历 的 . 此 时 存在 Q 的 
满足 上 述 性 质 的 分 解 . 定义 测度 m 和 ma 分 别 为 m 在 OQ, 和 Q。 上 的 限制 , 即 对 
任意 Borel $ S, 


Tl = E, 
S E 


显然 , m 和 m 是 概率 测度 , 且 它 们 在 T 作用 下 不 变 . m 是 它们 的 一 个 凸 组 合 : 
m = m(Q,)m1 + m(N2)ma. 

HF mi 4 mo, 这 说 明 若 m 不 是 遍历 的 , 则 m PEREA. 

相反 地 , 我 们 证 明 如 果 m 不 是 极 值 点 , 则 m 不 是 遍历 的 . 假设 

m — am; +(l1-a)ma, 0<a<1, mı £ ma. 
首先 考虑 m 关于 m: 绝对 连续 的 情形 . 根据 Radon-Nikodym 定理 ， 
m; = fm , f 非 负 且 属 于 L!(m»). 

由 于 m 和 m 在 T 下 都 是 不 变 的 , f 也 是 T 作用 不 变 的 . 由 于 mi 4 mo, f #1; 
因此 存在 正 数 c 使 得 集合 Qi = {wlf(w) > c) 和 R = {wlf(w) < c) 均 有 正 的 m 
测度 . 由 于 f ÆT PEH, T HE R 和 Q5 分 别 映 到 自身 上 . 

把 mi = fm 代入 m = am; + (1 — a)m, 得 到 


14.10 4& A| RH 129 


m = [af + 1 — alma. 
由 此 Q 和 OQ. 均 有 正 的 m 测度 ; 这 证 明了 7 了 关于 m 不 是 遍历 的 . 
当 mi 关于 ms 不 是 遍历 时 的 证 明 同样 简单 . 此 时 , 存在 集合 E, m2(B) = 0 但 
是 m (E) > 0. 用 s 表示 数 


s= sup mı(E). 
m2(E)=0 


BW En 是 一 个 最 大 化 序列 : 
„im mi(En) = 8, ma(En) = 0. 
用 F 表示 En 的 并 . 显然 , mı(F) = s, m(F)=0. 由 此 可 知 F J& T 作用 不 变 的 ; 
若 不 这 样 , 则 集合 (FUTF) 的 mi 测度 比 m(F) = s K, 但 是 其 m WEA 0, 这 与 
s 的 定义 矛盾 . 
我 们 断定 在 分 解 Q = FUF. p, FA F WATER m WE. 这 是 因为 , 利用 
m 是 m; 和 mz 的 凸 组 合 , 我 们 得 到 
m(F) 2 am,(F) = as 
和 
m(F°) > (1 — ayma(F*) = 1 — a. 
这 说 明 T 关于 m 不 是 遍历 的 . 
(ii) 的 证 明 参 考 Oxtoby 的 论文 . 口 


注 记 H. Hauptman 和 J. Karle 在 1986 年 获得 Nobel 物理 学 奖 时 , 他 们 关于 X 
射线 结晶 体 的 工作 的 关键 之 处 利用 了 Toeplitz 关于 正 测度 的 Fourier 系数 的 刻画 
(32). 


历史 注 记 。 Dénes Kónig(1884—1944), Budapest 理工 大 学 教授 , 是 图 论 的 鼻祖 . 他 
阐述 了 许多 基本 的 概念 , 并 在 1936 年 写 了 图 论 的 第 一 本 书 . 他 利用 图 论 的 理论 给 
出 了 Birkoff-Kónif 定理 的 证 明 . 伟大 的 匈牙利 图 论 学 派 是 他 留 给 后 人 的 财富 . 
Konig 负责 高 中 学 生 的 Eötvös 数学 竞赛 . 他 对 许多 有 潜力 的 青年 数学 家 , 包括 
本 书 的 作者 , 都 非常 和 访 并 给 予 他 们 很 多 支持 . 
当 德 国 军 队 在 1944 年 占领 匈牙利 并 扶植 匈牙利 纳粹 上 人 台 时 , König 意识 到 将 
会 发 生 什 么 , 进而 跳 窗 自杀 . 
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第 15 ARSTER 


在 第 2 章 中 , 我 们 研究 了 从 一 个 线性 空间 到 另 一 个 线性 空间 的 线性 映射 M 的 
一 些 初步 性 质 . 在 这 里 , 我 们 对 线性 空间 和 线性 映射 构成 的 集合 赋 以 拓扑 结构 . 线 
性 映射 也 称 为 线性 算 子 或 线性 变换 . 


15.1 有 界 性 和 连续 性 


定义 BX AU 是 两 个 Banach 空间 . 如 果 线 性 映射 (实际 上 任意 映射 都 可 以 ) 
M:X =U 
把 收敛 序列 映 成 收敛 序列 , BI 
zn 一 7 蕴含 Maz, > Mr, (1) 
则 称 M 是 连续 的 . 这 里 的 收敛 分 别 是 指 在 X ALU 的 范 数 意 义 下 收敛 . 
定义 设 M:XX 一 U 是 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 线性 映射 . 如 果 
存在 常数 c, 使 得 Vz c X, 
|Mz| < clz|, (2) 
则 称 M 是 有 界 的 . 
定理 1 从 Banach 空间 X 2] Banach 空间 U 的 线性 映射 M: X U 是 连续 的 ， 
当 且 仅 当 它 有 界 的 . 
证 明 ”容易 证 明 有 界线 性 映射 是 连续 的 , 甚至 是 Lipschitz 连续 的 . 
相反 地 , 若 M 不 是 有 界 的 , 由 (2) 知 , 对 常数 c = n, 存在 r 使 得 (2) 不 成 立 : 
|Mz,,| > nizal. 
正规 化 tn 使 得 |zn| = 1/Vn; zn ST 0 但 是 Mz, FEF 0. 明显 地 , (1) PRZ, 
即 M 是 不 连续 的 . C) 


假设 M 作用 和 了 上映 入 的 空间 X AU 只 是 赋 范 线性 空间 , 不 是 完备 的 , 并 假设 
M 在 (2) 意义 下 是 连续 的 , 则 根据 连续 性 , M 可 以 延 拓 为 从 X 的 完备 化 到 U 的 完 
备 化 的 一 个 有 界 映射 . 这 一 事实 简单 而 且 重 要 , 因为 大 多 数 有 意义 的 映射 都 是 用 上 
面 的 方式 构造 得 到 的 : 首先 在 一 个 不 完备 的 空间 上 定义 , 然后 再 延 拓 到 完备 化 空间 
LE. 由 光滑 函数 构成 的 空间 通常 都 是 不 完备 的 , 而 完备 的 空间 由 不 太 光 滑 的 函数 
甚至 是 一 点 也 不 光滑 的 函数 构成 . 


第 15 章 有 界线 性 映射 


et O O ae a Řaaaaaaaaaaaaasasaasasasasauaasasasasasassasasssasasasasst$stlt$tlutululullutlliÃiaialal— 


定义 Ye M: X U RJ Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 有 界线 性 映射 . 其 
范 数 定义 为 


ep ee (3) 
z#0 |z| 
记 为 |M|. 显然, 对 X 中 任意 的 x, (2) 对 c= |M] 成 立 : 
\Mz| < IMllzl. (2) 


同样 , |M| 是 使 得 (2) 对 X 中 所 有 的 z 都 成 立 的 最 小 的 常数 c. (3) 式 的 一 个 有 用 
的 重新 描述 是 
|M| = 2 | Mz]. (3) 


定理 2 有 界线 性 映射 M 的 范 数 | M] 具有 下 述 性 质 : 
(i) 齐 性 , 对 任意 的 数 a( 实 数 或 复数 ), |aM| = lal| MI; 
(ii) 正 性 , |M] 2 0, |M| 2 0 当 且 仅 当 M= 0; 
(iii) 次 可 加 性 , |M + K| € |M] + | K]. 
WEBB PER (i) 和 (ii) 是 明显 的 . O 


习题 1 EHER (iii). 


定义 ”从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 所 有 有 界线 性 映射 构成 的 集合 记 为 
L(X,U). 
定理 3 L(X,U) 在 范 数 (3) 下 是 一 个 Banach 空间 . 
WER ”定理 2 中 性 质 (i), (ii) 和 (iii) WH C(X,U) FEVER (3) 下 是 一 个 赋 范 
线性 空间 . 余下 的 是 证 明 C(X, U) 的 完备 性 . 
设 {Mn} 是 L(X,U) 中 的 一 个 Cauchy 列 : 
um. | M, — Mx| = 0. (4) 
由 (4) 知 , 对 X 中 任意 的 m, 
lim [Maz — Myx| = 0. (4") 
这 证 明了 {Mnr} 是 U 中 的 Cauchy 列 ; HF U 是 完备 的 , 极限 lim Mz = u FE. 
我 们 定义 映射 MA Mz =u. 显然 , M 是 线性 的 . 根据 范 数 的 定义 ， 
|M,, - M| = n |M,2 — Mz| = En ‚im |M„z — Miz| € fn» | M, — Mi. 
由 (4) 知 , |M,, - M| 一 0. 口 
当 线 性 映射 M: X 一 U 的 目标 空间 U 是 一 维 的 , BLU 同 构 于 R 或 者 C 时 ， 
有 界线 性 映射 是 有 界线 性 泛 函 , C(X,U) 是 X 的 对 偶 空间 X". 
我 们 回忆 第 2 章 中 引入 的 线性 映射 M: X 一 U 的 零 空间 Nm 的 概念 ; CH X 
中 被 M 映 为 0 的 所 有 点 z 构成 : 
Nm ={xEX: Mr=0}. (5) 
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定理 4 dE X eU RNEULUUEXM,M:IXoU 是 一 个 有 界线 性 映射 . 
(i) M 的 零 空间 Nm 2E X 的 闭 线性 子 空间 ; 
(ii) 当 被 看 作 映 射 
Mo : X/NM > U 
iz) > Mz 
at, M 是 一 对 一 的 , 有 界 的 且 |Mo| = | M]. Mo 的 值 域 和 M 的 值 域 相同 . 

证 明 (i) N 是 U 中 集合 (0) 在 x FRE. 由 于 {0} BARA M RE 
续 的 , Nm 是 闭 的 . 

(ii) # zi — zo € Nm, W) zı 和 zz YE mod Nm 的 同一 个 等 价 类 内 . 根据 (5) 和 
线性 ，Mzl = Mrz; 因此 映射 Mo 是 良 定义 的 . 在 第 5 FINUM X/N 中 的 范 数 
定义 为 

zi _ inf yl. (6) 

根据 第 5 章 定理 1, Nm 是 闭 的 , 从 而 Hry 是 X/Nm 上 的 范 数 . 利用 映射 的 范 数 
的 定义 (3) 和 一 些 显然 的 运算 , 我 们 有 
|Mz| |Mz| |Mz| | M{x}| 

Oo IUE ERES OM (jxo i inf |y| gs \{x}| 

设 X 和 U 是 赋 范 线性 空间 , 我 们 定义 有 界线 性 映射 M:X 一 U 的 转 置 . SL 
为 U 的 对 偶 U 中 的 点 ; Be 是 U 上 的 有 界线 性 泛 函 . 复合 (Mr) 是 线性 的 且 为 


=|Mol. 口 


£(Mz) = €(z). (7) 
线性 泛 函 E c X’ 线性 的 依赖 于 £: 
E= M't. (7^) 
M :U' 一 X' RAE M 的 转 置 . 
有 界线 性 算 子 的 转 置 是 矩阵 转 置 在 无 穷 维 情形 下 的 推广 ; 它 是 一 个 有 广 泛 用 途 
的 概念 . 在 研究 和 应 用 转 置 时 , 为 方便 起 见 , 我 们 用 圆 括号 表示 线性 泛 函 的 作用 : 
E(u) = (u,£), E(x) = (z,€). 
iH ucU,£eU',zeX,£e X'. 在 此 记号 下 , 关系 式 (7) 和 (7) 可 以 重新 写 为 
(Mz,£) = (x, M8). (8) 
在 第 8 章 中 (参看 定理 7), 赋 范 线性 空间 U 的 子 空 间 R 的 零 化 子 R+ 定义 为 
U' 中 在 R 上 限制 为 0 的 有 界线 性 泛 函 £ 构成 的 子 空间 . 类 似 地 , 对 X" 的 任意 子 
RS, 我 们 定义 S+ 是 由 X 中 被 S 的 任意 元 素 上 作用 都 为 0 的 向 量 构成 的 集合 . 
DR, S+ 是 x 的 闭 线 性 子 空间 . 转 置 的 基本 性 质 总 结 如 下 . 
定理 5 
(i) 有 界线 性 算 子 M 的 转 置 M 是 有 界 的 且 
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|M] = |M'|; (9) 
(i) M 的 零 空 间 是 M 的 值 域 的 零 化 子 ， 
Nw: = Ris; (10) 
(iii) M 的 零 空间 是 M 的 值 域 的 零 化 子 ， 
Nm = Rig; (11) 
(iv) (M+ N)' 2» M' +N. 
证 明 对 M 应 用 (31)， 
|M'| = D |M]. (12) 
X' 中 上 的 范 数 定义 为 
el = sup Im, €)]. (13) 


|z|=1 


把 上 = ML 代入 (13) 并 结合 (12), 利用 (8) 得 到 


| M'| = sup sup |(z, M'£)| = | u N: (12°) 
ltl=1 |x|=1 é\=1=|2 
根据 第 8 章 定 理 6, Vu c U, 
ul = max |(u, €)]. (14) 
在 (12^) 右 端 我 们 首先 对 4 取 最 大 值 . 应 用 (14) 以 及 u = Mz, 我 们 得 到 
IM'| = Eu | Mz|, 


根据 (3), 这 等 于 |M]; 这 证 明了 (9). 

为 证 明 (10), 我 们 注意 到 对 Vx € X, VE € Nm, (8) 式 右 端 为 0. 因此 左 端 也 为 
0; 这 证 明了 Nu C Ri. 相反 地 , 4 £k M 的 值 域 上 作用 为 0, 则 对 每 个 zx, (8) X 
左 端 为 0. 因此 右 端 也 为 0, 这 只 能 是 Mt = 0, 由 此 证 明了 Nay 5 RG. 因此 (10) 
成 立 . 

为 证 (11), 我 们 注意 到 当 z 属于 M 的 零 空间 时 , (8) 式 左 端 为 0. 这 说 明了 
Nm 中 的 每 个 xz 属于 上 = ML (YL eU’) 的 零 空 间 . 相反 地 , Be 属于 所 有 的 这 样 
的 & 的 零 空 间 , 则 (8) 右 端 对 U' 中 的 所 有 £ 均 为 0. 于 是 左 端 也 为 0; 这 只 能 是 
Mz =u=0, Bl z 属于 Nm. 这 证 明了 (11). 

(iv) 是 显然 的 . 口 


习题 2 i X U X Banach 空间 ,U 是 自 反 的 . 设 M:X-—U 是 有 界线 性 映 
射 . 若 zn eX PHAR r 的 序列 , 则 Mr. KKE M. 
习题 3 Gi 1E XX 的 恒 等 映 射 . 证 明了 是 X X 的 恒 等 映 射 . 
在 Hilbert 空间 中 , 转 置 的 概念 替换 为 伴随 , 定义 与 (8) 类 似 并 记 为 星 号 : 
(Mz, y) = (z, M"y). 
EMM a, PRESSE. 
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习题 4 证 明定 理 5 对 伴随 运算 也 成 立 . 


15.2 ” 强 拓 扑 和 弱 拓 扑 


MX 到 上 U 的 线性 映射 的 范 数 定义 了 LX, U) 上 的 一 个 距离 拓扑 , 有 时 称 为 一 
致 拓扑 , 以 区 别 于 下 面 的 两 个 非常 有 用 而 且 重 要 的 拓扑 . 
EN L(X,U) 上 的 强 拓扑 是 使 得 从 c 到 U 的 所 有 形 如 M — Mr 的 线性 映射 
连续 的 最 弱 的 拓扑 , 这 里 z 是 x 中 任意 的 点 . 
XX C(X,U) 上 的 弱 拓 扑 是 使 得 所 有 形 如 M — (Ma, £) 的 线性 泛 函 连续 的 最 
弱 的 拓扑 , 这 里 z 是 X PERKA, EU 中 任意 的 点 . 


习题 5 KXMHU 是 Banach 空间 , 在 C(X,U') Eg X88 * 拓扑 . 证 明 存 在 一 个 
从 £(X,U!) 到 £(U, X^) 的 自然 的 一 一 对 应 且 此 对 应 在 弱 * 拓扑 下 是 连续 的 . 
同样 重要 的 是 对 应 的 序列 收敛 的 概念 . 


定义 WX MU 是 Banach 空间 , {Mr} È X U 的 一 列 有 界线 性 映射 . 如 果 对 
Vz € X, 
5 一 „im MI (15) 
都 存在 , 则 称 {Mn} 是 强 收敛 的 . 
如 果 对 Ve E X， 
w- lim Mns (15’) 
都 存在 , 则 称 {Mn} 是 弱 收 敛 的 . 
容易 证 明 并 留 作 习题 : 强 收敛 或 弱 收 敛 的 有 界线 性 映射 列 都 有 极限 M, BD (15) 
和 (15) 等 于 Ma. AL HEXX ESAE IR AT XJ s — lim Mn = M fl w — lim Mn = M. 


习题 6 WH: Ew — lim M, — M, W% X BRA, w — lim M, = M'. (Rx: Fl 
AKKANEN 参看 下 面 的 (18) X). 


这 样 的 结论 对 强 收敛 不 成 立 ; 取 X AU 都 是 由 向 量 
z—(a,05,) |||]? = 5 la; < oo 
构成 的 Hilbert 空间 2 (87828 6 3€). 定义 Mr A 
Mz = (a4,0,0,-- -). 

容易 证 明 s— lim M, = 0. 由 于 @ 是 一 个 Hilbert 空间 ， 是 自 对 偶 的 ; W 4 = 
(bib); 关系 式 (Mam,£) = anbi = (x, M8) 说 明 ML = (0,…,b1,…). X 
然 , s — lim M e 不 存在 , 除非 bi = 0. 

这 些 概念 的 重要 性 在 于 有 意义 的 映射 经 常 是 (我 们 忍 不 住 说 通常 是 ) SER 
列 的 一 致 极限 、 强 极限 或 弱 极 限 . 下 面 的 结果 既 平凡 又 重要 , 而 且 一 直 在 被 使 用 . 
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定理 6 设 X 和 U X Banach 空间 , M, X X — U 的 一 列 范 数 一 致 有 界 的 线性 
映射 : 
对 所 有 的 n，|Mn|<<c. (16) 
进一步 假设 对 OX 中 的 一 个 稠密 子 集中 的 2, 
s — lim rz 


都 存在 , 则 {Mn} IK, 即 对 X 中 所 有 的 m, 强 极限 s — lim Maz 存在 . 


习题 7 
(a) 证 明定 理 6; 
(b) 叙述 并 证 明 与 弱 收 敛 对 应 的 类 似 定 理 . 


15.3 一致 有 界 原理 


一 臻 有 界 性 对 证 明 强 收敛 或 弱 收 敛 不 仅 方 便 , 而 且 是 必要 的 . 
定理 7 it X fU X Banach 空间 , M,: X >U 是 一 族 有 界线 性 映射 , Xv 
的 每 个 z 和 U' PEA L, (Mum, t) 以 一 个 只 依赖 于 m fo 的 常数 cla, 0) AF: 
对 所 有 的 Mu，|(Muzr,t)| € c(z,£). (17) 
断言 {M,}—KAF, 即 (16) 成 立 . 
证 明 ”我 们 利用 第 10 章 定理 4, KARRE: 若 {u} 是 赋 范 线性 空间 U 
中 的 一 族 点 , 满足 对 U' 中 的 每 个 线性 泛 函 £, |f(w,) < c(£) 对 所 有 的 us RE, 则 存 
在 常数 c 使 得 |u| <c. 对 u = M, 应 用 此 结果 , 我 们 断定 对 所 有 的 v, 存在 常数 
c(z) 使 得 
| M, (x)| € c(x). (17) 
再 应 用 第 10 HEHE 2: 3$ {fi} 是 定义 在 Banach 空间 X 上 的 一 族 满足 次 可 加 性 
和 正 齐 性 的 实数 值 连续 函数 , 且 对 X 中 每 个 x 和 每 个 v, fol) < c(x), WHER 
数 c 使 得 
对 所 有 的 x Alv, fo(s) < cz]. 
BRA f 为 fole) = |Myo|. TA, fo 满足 齐 性 和 次 可 加 性 并 且 还 是 连续 的 . 根据 
Emm (17), fl) 在 每 个 点 x 是 有 界 的 . 因此 f, 是 一 致 有 界 的 , 即 在 常数 c 使 
得 对 所 有 的 x A v, |M,z| < clx|, 这 证 明了 (16). CJ 


关系 w- lim M, = M 意味 着 对 X 中 所 有 的 a, (15) 成 立 , 这 又 意味 着 (参看 
第 10 ENX 1) 对 U' 中 所 有 的 《入 中 所 有 的 x, 
„lim n (Mn x, 2) = (Mz, £). (18) 
由 于 收敛 数列 是 有 界 的 ， 故 定理 7 中 条 件 (17) 满足 ; 根据 定理 7, 序列 {Ma} 是 一 
KAAR). 
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推论 7 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 一 列 弱 收敛 的 有 界线 性 映射 是 一 
致 有 界 的 . 


15.4 ”有 界线 性 映射 的 复合 


现在 我 们 考虑 线性 映射 M: X GU 和 NN:U OW 的 复合 , KARR. 在 第 2 
章 中 我 们 从 线性 代数 的 角度 研究 了 这 个 运算 . 在 这 里 我 们 研究 它 当 X,U MW 是 
Banach 空间 , M 和 N 是 有 界线 性 映射 时 进一步 的 性 质 . 
定理 8 设 X,U 和 W X Banach Z iij, M fo N 是 有 界线 性 映射 : 

M: xX —U, N:UW, 

则 复合 NM:X—W 是 有 界线 性 映射 且 满 足 

(i) XT HH, INMI < |NIMI; 

(ii) (NM) = MN. 

证 明 ”两 次 应 用 不 等 式 (4), 我 们 得 到 

INMz| < |N||Mz| < |NT| Mi|z]. 

根据 定义 (3), 我 们 得 到 
| NMz| 


INM| = sup m < [MIMI. (19) 
下 面 证 明 (i): Vr € X, Vm € W', 两 次 应 用 (8), 我 们 得 到 
(NMz,m) = (Mz, N'm) = (z, M'N'm). (20) 


习题 8 证 明 在 C(X,U) 和 £C(U,W) 的 单位 球 上 , 映射 的 乘法 在 强 拓扑 下 是 一 个 
连续 的 运算 . 

EX 设 4 和 RM 是 从 线性 空间 X 到 自身 的 两 个 映射 . 如 果 AM = MA, 则 称 A 
和 M 是 可 交换 的 . 

习题 9 ik X ÆA Banach 空间 , 4 :七 一 大 是 一 个 有 界线 性 映射 , HA 与 一 
BMX 到 X 的 有 界线 性 映射 (Mu) 交换 . 证 明 A 与 (Mu) 在 弱 拓 扑 下 的 闭 线 性 
张 中 的 每 个 映射 M 交换 . 

习题 10 WHEA Hilbert 空间 中 , (NM)! = M IN". 


15.5 “ 开 映 射 原 理 


本 节 的 一 组 结果 一 一 开 映 射 原理 和 闭 图 象 定理 , 远 比 前 面 的 结果 深刻 . 这 组 定 
理 的 思想 归功 于 Stefan Banach; 它们 的 正确 性 绝 不 是 赁 直觉 就 能 看 出 , 也 不 是 很 容 
易 就 能 想 清楚 的 . 
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定理 9 Gk X fU 是 Banach Zi], M: X GU ŁA X AU 上 的 有 界线 性 映 
射 , 则 存在 d > 0 使 得 X 中 的 开 单位 球 在 M 下 的 象 包含 着 U 中 以 0 为 心 以 d 为 
半径 的 开 球 : 
MB,(0) > B4(0). (21) 
证 明 用 B, Xem X MU 中 以 原点 为 心 以 n 为 半径 的 开 球 . 由 于 假设 M 把 
X 映 到 Ur 且 所 有 B, 的 并 是 整个 X, 故 UMB, = U. HT Banach 空间 U 是 
完备 的 , 根据 Baire NAH, 至 少 有 一 个 集合 MB, 在 某 个 开 球 中 是 稠密 的 . 这 个 
集合 的 一 个 平移 在 以 原点 为 心 的 某 个 球 中 稠密 ; HT M 的 值 域 是 U, 根据 M 的 线 
性 , 我 们 可 以 取 平 移 后 的 集合 形 如 M(B, — 20). 集合 B, 一 xo 包含 在 以 原点 为 心 
以 n 4- |zo| 为 半径 的 球 中 . 根据 M 的 齐 性 , 我 们 断定 MB1(0) 在 某 个 B.(0)(r > 0) 
FAR. 因此 对 任意 的 c 0, 


MB.(0) 在 Be--(0) FAR. (22) 
现在 证 明 B,.(0) 中 的 任意 点 u 都 是 Bo(0) 中 某 个 点 r 的 象 : 
Mz = u. (23) 
Bo(0) 中 的 这 个 点 x 可 以 表示 为 一 个 无 穷 级 数 
T = a (23°) 
l1 
其 中 项 zj 可 以 递归 的 构造 : 取 点 zl 满足 
lu — Mzi| < = lib <1; (24a) 
Xt c= 1, 由 (22) 知 这 样 的 zi FE. 我 们 选取 点 zz 满足 
lu — Mz; — Mz3| < P |zz| < 5; (24b) 
Xf c= 1/2, 由 (22) 及 (24a) 知 这 样 的 点 zz FE. 一 般 地 , 我 们 选择 zw 满足 
lu — > Mz;| d > ce] Er m (24c) 
1 


对 c= 1/2", 由 (22) 和 (24c) 知 这 样 的 rw 存在 . 

由 第 5 章 关 于 赋 范 线性 空间 的 几何 性 质 可 知 ， 如 果 在 一 个 完备 赋 范 线性 空 
间 X 中 , RR ois; WM, WHR Da, 收敛 ， 根据 (24c), |z;| < ahr, X 
Or zi 收敛 到 X 中 的 点 zx H 


ll «ld «Yoga =2 (25) 
1 1 
由 于 M 是 一 个 有 界线 性 映射 , 在 (24c) 中 令 m — oo, 得 到 Mz = Y: Mz; =u. D 
1 
定理 9 有 一 些 有 意义 的 重要 推论 , 其 中 第 一 个 是 开 映 射 原理 . 
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SEXE 10 Gk X fU X Banach 2, M: X >U BK X BU 上 的 有 界线 性 映 
M. 则 M de X 中 的 开 集 映 为 U 中 的 开 集 . 

10 定理 是 定理 9 的 直接 推论 . 
定理 11 i4 X fU X Banach €i, M: X >U de X 一 对 一 地 映 到 U 上 的 
有 界线 性 映射 , 则 M 的 北 是 从 U a X 的 有 界线 性 映射 . 

证 明 ”由 定理 9 中 (21), 对 U 中 的 每 个 范 数 为 d/2 的 元 素 u, 存在 X 的 单位 
球 中 的 元 素 z 使 得 Mz =u. 注意 到 |z| «1-2|u/d. 由 M 是 齐 性 的 , Vu € U, F 
E zex 使 得 

Mz =u, |z|&2]|u|/d. (26) 
由 于 假设 M 是 一 对 一 的 , r=M <u. 显然 , 由 (26) 得 |M] < 2/4. 口 


定义 WE M:X— U FM Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 映射 ， 如 果 由 
{zn} c X, 
In —>rz, Min — u, (27) 
可 以 推出 
Mz — u, (27) 
则 称 M 是 一 个 闭 线性 映射 . 
GM 是 连续 的 , 则 它 是 闭 的 . 令 人 吃惊 的 是 , 从 Banach 空间 到 Banach 空间 
的 闭 线性 映射 也 是 连续 的 . 
定理 12 KX FU X Banach Zi, M:XX 一 U 是 一 个 闭 线 性 映射 . 


断言 M 是 连续 的 . 
证 明 KG 为 由 形 如 
g—í(z,Mz), TEX (28) 
的 偶 构 成 的 线性 空间 . 对 G 中 的 9, 定义 
lgl = |z| + | Maj]. 《28 ) 


显然 , 这 是 一 个 范 数 . 由 (27), (27) UR X A U HERTE, G 在 这 个 范 数 下 是 完 
Shy. 定义 映射 P:G > X 为 到 第 一 个 分 量 的 投影 , 即 

Pg=2, Vg = (xz, Mz}. (29) 
由 |g| 的 定义 (28’) 知 | Pg| < lgl, 这 意味 着 P 是 一 个 有 界线 性 算 子 且 |P| < 1. X 
然 , 已 把 G 一 对 一 的 映 到 X LE. 因此 由 定理 11, P HWER TK, 即 存在 常数 c 
使 得 c|Pg| > |g|. 由 P 的 定义 (29) 和 jg) 的 定义 (28^) 知 , (c 一 1)|z| > |Mel, KE 
味 着 M 是 有 界 的 . 口 


由 (28) 定义 的 G 称 为 映射 M 的 图 像 . M 是 闭 的 当 且 仅 当 它 的 图 像 是 闭 的 . 
因此 定理 12 称 为 闭 图 像 定理 . 闭 图 像 定理 有 许多 令 人 吃惊 的 应 用 . 
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定理 13 GX 是 一 个 线性 空间 , 其 上 定义 了 两 个 相 容 的 范 数 rh 和 lel, PER 
列 {rn} 在 两 个 范 数 下 都 收敛 , 则 对 应 的 两 个 极限 相等 . 

EX 关于 这 两 个 范 数 都 是 完备 的 , 则 这 两 个 范 数 是 等 价 的 , 即 存在 常数 c 使 
得 Yr € X, |z] <elzle, |zle € clzh. 

证 了 明 du XQ 和 Xo 分 别 为 赋 以 | I 和 | [o 范 数 的 空间 X. 根据 假设 , Xi 和 
X 都 是 完备 的 ， 相 容 性 显然 意味 着 X 和 Xo 之 间 的 恒 等 映 射 是 闭 的 . 因此 根据 
闭 图 像 定 理 , 恒 等 映射 是 双向 连续 的 . D 


定理 14 it X f U X Banach ZA, M: X —U 是 一 个 有 界线 性 映射 . 假设 值 
域 Rm 是 U 的 有 限 维 线性 子 空间 , 则 Rm 是 闭 的 . 


习题 11 证 明定 理 14. (提示 : 把 M 延 拓 到 X o6 Z 上 使 得 它 的 值 域 是 整个 U0). 


习题 12 ”证 明 在 每 个 无 限 维 的 Banach 空间 中 , 存在 余 维 数 有 限 但 是 不 是 闭 的 线 
性 子 空 间 . (提示 : 由 于 Zorn 引 理 .) 


定理 15 jk X X —^M Banach 空间 ,YY 和 2 是 XX 的 互补 的 闭 子 空间 : X =Y OZ, 
PX 中 每 个 都 可 以 唯一 地 分 解 为 T= 二 y+ 十 z(Yy EY,z E22). 若 把 z 的 两 个 分 量 
y fo z 分 别 记 为 
y=Pyı, z= Paz, 

则 

(i) Py 和 Pz PRR X DY $o Z 的 线性 映射 ; 

(ii) PL = Py, P} = Pz, Py Pz = 0; 

(iii) Py 和 Pz 是 连续 的 . 

WERA (i) 和 (i) 是 显然 的 . 为 证 (ui), 我 们 注意 到 由 于 Y 和 2 是 闭 的 , ER 
解 是 唯一 的 , 故 Py 和 Pz HARB. 由 闭 图 像 定 理 知 余下 的 结论 成 立 ， OO 


称 满足 P = P 的 线性 映射 为 投影 . 

本 章 最 后 , 我 们 注意 到 在 完备 的 距离 空间 中 , 有 不 能 表示 成 可 数 个 无 处 稠密 子 
集 的 并 集 的 真子 集 , 称 这 种 集合 是 第 二 岗 集 . 这 允许 我 们 对 开 映 射 原理 进一步 深化 . 
定理 16 KX U X Banach Zi], M: X >U 是 有 界线 性 映射 HER Rm 
是 U 的 第 二 岗 的 子 集 , 则 M 的 值 域 是 整个 UU. 


习题 13 证 明定 理 16. 
MER Stefan Banach(1892—1945), 波兰 数学 家 , 现代 分 析 的 鼻祖 之 一 . Banach 
对 现代 分 析 做 出 了 巨大 的 贡献 并 撰写 了 本 领域 的 第 一 本 专著 (1932). 为 纪念 他 , 人 


们 命名 了 Banach 空间 . 他 是 伟大 的 波兰 泛 函 分 析 学 派 的 灵魂 . 
第 二 次 世界 大 战 期 间 , 波兰 的 纳粹 占领 者 用 Banach 和 其 他 一 些 人 的 身体 繁殖 
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AT, 以 获得 抗 伤寒 免疫 血清 . 战争 结束 后 , Bananch 很 快 就 去 世 了 . 

下 面 的 故事 是 纳粹 分 子 对 波兰 人 态度 的 一 个 缩影 . 1940 年 当 希 特 勒 征服 法 国 
统治 了 几乎 整个 欧洲 时 , 一 个 是 纳粹 党 成 员 的 领袖 级 德国 数学 家 , 给 法 国 数学 的 核 
心 人 物 Elie Cartan 打 电 话 讨论 在 欧洲 新 秩序 下 的 数学 组 织 . Cartan 想 知道 如 何 安 
置 波 兰 数学 家 .“ 哦 ,” 德 国人 回答 说 ,“ 元 首 已 经 宣布 波兰 人 是 劣 等 人 .” 
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第 16 章 ”有 界线 性 映射 的 例子 


积分 算 子 是 一 类 重要 的 线性 映射 本章 的 第 一 部 分 研究 积分 算 子 在 不 同 范 数 
下 的 有 界 性 . ETA S 是 分 别 带 有 测度 n I m 的 Hausdorff 空间 . 令 K 表示 把 
T 上 的 复 值 函数 f S uice g — 

= x K(s,t)f(t) dn(t). (1) 
称 复 值 函 数 K(s,t) A K 的 核 ; 假设 /和 天 (s, 可 测 且 使 得 (1) 式 定 义 了 一 个 可 
WAR g. 后 面 的 每 个 定理 都 揭示 了 关于 f, KA g 的 一 个 自然 的 类 . 在 第 4 章 中 ， 
我 们 定义 了 I WM: 
lis = (f FOPA), 1< p< oo. 

空间 LP(T,n) 是 空间 CT) 在 L 范 数 下 的 完备 化 ， 类 似 地 可 以 定义 空间 

L?(S,m). L 空间 是 由 本 性 有 界 的 可 测 函 数 构成 的 空间 ， 


16.1 积分 算 子 的 有 界 性 


设 K 是 由 核 K(s,t) 通过 (1) 式 定 义 的 积分 算 子 , 我 们 将 K MAA L'(T,n) 
或 L^*(T,n) 到 L'(S,m) 或 L^?*(S,m) 的 线性 映射 . 下 面 我 们 给 出 使 得 K 成 为 有 
界线 性 映射 的 条 件 . 


定理 1 
(i) 如 果 sup |K (s.t) < oo, JN] K : L'(T,n) ^ L*(S,m) 是 有 界线 性 映射 且 
| |K] < sup |K(s, t). (2) 
(ii) 如 果 f f |K(s,t)|dm(s)dn(t) < œ, 则 K : L*(T,n) + L!(S, m) 是 一 个 有 
界 映 射 且 
|K] < f f iis lam(s)antt) (211) 
(iii) 如 果 sup f |K(s,t)]dn(t) < oo, 则 K : L*(T,n) > L°(S,m) 是 一 个 有 界 
线性 映射 且 
| 五 | < sup i IK (s, t)|dn(t). (2iii) 


(iv) 如 果 sup J |K (s, t))dm(s) < oo, 则 K: L'(T,n) A L!'(S, m) 是 一 个 有 界线 
性 映射 且 
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|K] < sup f IK (s, t)ldm(s). (2iv) 
证 明 由 (1), Vs e S, 
le(s) < i IK (s, t)||F(t)|dn(t). (3) 
T 


ERAM < sup |K (s, tfo, 2X 
\gloo = sup |g(s)] € Sup IK (s, t)||flza- 


(3) RHE S 上 关于 dm 积分 , 
1 = S > K ; d d 
lol I ia(s)idm(s) < f f IK Cs Oanam(s) 
-f | fixe bldm(s)| 7(olan(g) (4) 
ERAN 
< | f IK (s, t)|dm(s)dn(t)| foo; 

这 证 明了 (2i). 

(4) 式 右 端 也 小 于 

sup | IK(s, ldm()Iflus 

这 证 明了 (2). 

(3) 式 右 端 小 于 


f IK (s, t)ldn Ol flue: 
此 式 与 (3) 合 在 一 起 证 明了 (2i). 口 
注意 到 当 K(s,t) 和 f(t) 都 是 正 的 时 , (3) 和 (4) 中 的 等 号 成 立 . 由 此 不 难 推出 
以 下 推论 . 
推论 1’ 4 (1) 中 的 核 K(s,t) 是 非 负 的 时 , (2) 和 (2;,) 中 等 号 成 立 . 
下 面 我 们 考虑 K 的 转 置 . 用 (，)s 和 ( ，)z 分 别 表示 S fü T 上 的 关于 dm 
Al dn 的 L? AR: 


(g,h)s = J g(s)h(s)dm(s), (5) 


E ps ji k(t) f (t)án(t). (5^) 
在 (1) 两 边 乘 以 h(s) 并 积分 , 得 
(Kf,h)s = 7 / K (s, t) f (£)h(s)dn(t)dm(s) = (f, K'h)r, (6) 
ST 
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这 里 
(K'h)(t) =f K(s,t)h(s)dm(s). (6) 
一 句 话 , 转 置 K MEX K 的 核 相同 , 只 是 变量 s At 的 角色 交换 了 . 
根据 第 15 章 定理 5, K 的 范 数 和 K 的 范 数 相 等 . 我 们 在 核 K RAKE 
L'(T) 到 L!(S) 的 映射 时 验证 这 个 结论 . 根据 推论 1’, |K| 由 公式 (2iv) 给 出 . 男 一 
方面 , K 调换 了 s 和 + HAF, E LO(S) RE L%(T) rn, 其 范 数 由 (2) 给 出 . 显 
然 , 这 证 明了 |K'| = |K]. 
下 面 我 们 考虑 L ER 记 之 为 || ||; 对 应 的 K 的 范 数 记 为 |K. 
定理 2 当 人 |K?(s,t)ldmdn < oo Rf, 由 (1) 定义 的 K: L?(S) 一 L*(T) 是 有 界 
ST 
线性 映射 且 
IK? < | K?(s, t) dmdn. (7) 
Jj 


证 明 对 (1) 式 右 端 应 用 Schwarz 不 等 式 (参看 第 6 3), 我 们 得 到 
2 2 2 
le(s)? < f IK? (s, t)|dn 人 |f (Dlan. 
两 端 关于 dm 积分 ， 
ll? < f [IKte,t)l?dndm]|flj?, 
|] 


此 即 (7). | 口 
不 等 式 (7) 属于 Hilbert 和 E. Schmidt， 线 性 映射 有 界 的 另 一 个 判别 准则 由 

Holmgren 给 出 . 

定理 3 当 ( (sup f |K (s, t)|dn) (sup f |K( (s,t)|dm)!/2 < oo at, 由 (1) 定义 的 映射 

KAM L? 到 L? tH AA IE A 


IKII < (sup / Ks Dan) (so f «e am) (8) 
证 了 明 ”根据 第 6 章 定理 1, 
llgl| = ae (9, h)s. (9) 
我 们 用 (9) 去 估计 g = Kf. 根据 (6), 
(ahs = | f Ks dfs)anam (10) 


因为 对 任意 的 三 个 正 数 f,h Alc A fh <cf?/2+h?/2c, 故 
(10) 式 右 端 < ff its) HO " z^)! } aman. 
在 第 一 项 中 先 对 s 积分 , 在 第 二 项 中 先 对 t 积分 , 我 们 得 到 估计 
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E sup f IKts, tám] IP + 5- sup f Is, ania (10’) 
现在 取 || f || = 1 = [[Al] 并 选择 c 使 得 (10) 取 最 小 值 . 这 个 最 小 值 是 


NC n 


结合 (9), (10) 以 及 (107), 我 们 断定 对 III = 1, KA 小 于 或 等 于 (10°) 中 的 数 . 
根据 定义 , ||K|| = ‚sup SA 这 证 明了 (8). C 


16.2 Marcel Riesz QE 


(8) 式 右 端 出 现 的 两 个 因子 分 别 是 在 (21) 和 (2iv) 右 端 出 现 的 数 的 平方 根 . 在 
推论 1 中 对 正 的 核 , 这 些 数 不 仅 分 别 是 K : L^ 一 LM K: D KiK 
上 界 , 而 且 等 于 这 些 范 数 . 
定义 用 M(p,q) 表示 

K: LP(T,n) — L*(S,m) (11) 
的 范 数 . 对 核 K(s,t) 2 0 的 积分 算 子 , 我 们 可 以 把 不 等 式 (8) 重新 叙述 为 

M(2,2) < M4/2(1,1)M1/2(0, oo). 
这 是 由 M. Riesz 得 出 的 一 个 定理 的 特殊 情形 . 
定理 4 设 1M 是 一 个 把 TT 上 的 复 值 吕 数 映 为 S 上 的 复 值 函数 的 线性 映射 . 假设 
M de X T. n 可 测 的 函 教 映 为 关于 m 可 测 的 函数 , 并 假设 M 在 下 面 两 对 范 数 下 有 
界 : 
LP*(T,n) — L*(S,m) 和 LP(T,n) — L^ (S,m). 

结论 : M 是 LOT, n) — L*?(S, m) 的 有 界线 性 映射 , 这 里 


1 1 1 1 1 1 
Gas) eek). Osasl. (12) 
此 外 , M(p,q) X p fe q 的 对 数 性 是 函数 : 
M (p(a), q(a)) < M'~*(po, qo)M* (pi, 91); (12’) 


这 里 M(p,q) 是 由 (11) 定义 的 算 子 K 的 范 数 . 
WEBB 我 们 简要 给 出 Thorin 关于 这 个 定理 的 漂亮 证 明 . 其 出 发 点 是 由 Hadamard 
得 出 的 三 线 定理 . 
SREB HOC) 是 带 (CE C:O « ReC<1} HAM-A KRM BK. i 
N(a) = sup |ó(a + in)|, (13) 
则 
N(a) < N!-*(0)N*(1). (137) 
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证 明 HR c = InN(0)/N (1); 8838 (13), X} Rec = 0 Al Rec = 1, |ó(C)e**| < N(0). 
在 带 {Ce C:0< Rel <1} 应 用 最 大 模 原 理 ， 
Iö(a + in)le®® < N(0); 
由 此 及 c 的 定义 得 到 (13). 口 
现在 考虑 映射 M. 根据 范 数 的 定义 , 得 
M(p,g) = > IMflı«- 
由 根据 第 5 章 定理 5(Holder 不 等 式 和 等 式 ), 对 Vg c L, 
Iglıe = S M |(9, h)s), 


这 里 g' 是 g 的 对 偶 ， i+ 1 = 1. Ñ g= Mf, 结合 上 两 式 得 
Mo, q) = u  ， (Mf, h)|. (14) 

取 由 (12) 式 定义 的 p= pla) Ñ q = 复 值 函数 f Mh 可 以 分 解 为 f = |fle, 
h = |h|ei". 对 带 0 < Rec < 1 中 的 任意 C, 我 们 定义 

fd = [FIPO ein, h(C) = Ina (9/4 (Oeir, (15) 
这 里 p(a), p(C) 等 由 公式 (12) EX. 注意 到 f(a) = f, h(a) = h. HF 1/p(C) 和 
l/q(C) EC 的 线性 函数 , 1/q'(C) 也 是 C 的 线性 函数 . 因此 FC) Mad) 是 < 的 解 
AP PRIA, 同样 地 

BO = (Mf(0),A(0))s = i M(f(¢))h(¢)am(s) (15°) 


也 是 4 的 解析 函数 . 
引 理 5 Rf de h EX 1 的 函数 , |fjp(o) = 1, Ihly = 1, AoC 如 上 定义 
定义 N(a) 为 |ó(C)| 在 直线 Rec = a 上 的 上 确 界 , 则 
N(0) < M(po,qo), N(1) < M(n.q). (16) 
WEB] 首先 取 Rec = 0, 则 ¢ = in. 故 由 公式 (12), 
p(a) = p(a) + 虚 部 ， q'(a) A. q'(a) + 虚 部 . 


P)" m rO d % 
根据 (15), 
Imo. = fo os, AEDI, = ni e. (18) 
因为 [fisco =1, hlz = 1, EH (18), |f (in)] roo = 1, |h(in)| y = 1. 因此 
IMf(in)|ze < M (po, qo). (19) 


根据 Holder 不 等 式 估计 由 (15^) 定义 的 o; 利用 (19) 以 及 |h(im)| v, = 1, 我 们 得 到 
(6(m))| = (Mf (n), h(im))| < (UM) f Gn)| oso |h(im)| oo < M (po, qo). 
这 证 明了 (16) 的 第 一 部 分 ; 同样 的 方法 可 证 明 第 二 部 分 . " 


现在 对 由 (15) 定义 的 o 应 用 三 线 定 理 (13). 由 (16), 
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Iöla)| < N(a) < M'-*(po, qo) M*(p1, 91)- (20) 
因为 f(a) = f, h(a) = h, 根据 (15^), 
ọla) = (Mf, h). 


根据 (14), 上 式 右 端 对 所 有 的 范 数 为 1 的 f 和 h 取 上 确 界 就 是 M 的 范 数 : 
M (p(a), q(a)) = sup |ó(a)]. 
对 上 式 右 端 利 用 估计 式 (20), 我 们 得 到 了 要 证 明 的 不 等 式 (12^). o 
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定理 2 和 定理 3 给 出 了 从 L? 到 L? 的 积分 算 子 有 界 的 判别 准则 . 这 些 准则 对 
有 界 性 远 不 是 必要 的 ， 而 且 在 证 明 大 多 数 重要 的 线性 映射 的 有 界 性 时 也 是 不 充分 
的 . 我 们 给 出 一 些 例子 予以 说 明 . 


16.3.1 Fourier 变换 
WT =S= R, m 和 n & Lebesgue WE, fe L?(R). f 的 Fourier 变换 是 


(Ff)(s) = [ of), (21) 
其 核 为 
K(s,t) = ae (21^) 


显然 , 对 K = F, (7) AM (8) 式 右 端 等 于 oo, 故 定理 2 和 定理 3 不 能 说 明 
Fourier 变换 的 L 一 L 有 界 性 ， 但 是 众所周知 它 是 有 界 的 ， Rx B 的 定 
理 21， 另 一 方面 , 我 们 可 以 利用 定理 1(i) 断定 F: L! 一 L” 以 AR. 对 
(po = qo) = (2,2), (pi, 41) = (1,00) 应 用 M. Riesz EEE, 即 定理 4. mat 
算 , 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 6 对 1<p<2,:L? 一 L?/(?-1) 是 有 界线 性 映射 且 

1 (2—p)/p 
a) o 
为 纪念 其 发 现 者 , 将 此 不 等 式 称 为 Hausdorff Young TER. 


16.3.2 Hilbert 变换 


t h(t) ER 上 相当 光滑 (C? 即 可 ) 的 实 值 函 数 且 当 |t| 一 oo 时 以 合理 的 速度 
(比如 O(t-?)) BT 0. 
Cauchy 积分 


= | ed = FO (23) 
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定义 了 一 个 函数 SO, 或 者 说 两 个 解析 函数 ,一 个 定义 在 上 半 平面 , 另 一 个 在 下 半 
平面 .我们 限制 6 属于 上 半 平 面 
设 5 (oin. 将 的 实 部 和 虑 部 表示 出 来 ; 
Li [fMOt-Ou ln 
/O 7 x fear x d poor nt 


Ti 


ic e Ot. eed 
利用 h 所 满足 的 性 质 , 不 难 证 明 
G) BER |C| > oo, 
FG = (lç). (24) 
Gi) fo 连续 到 实 轴 , 且 在 实 轴 上 其 实 部 等 于 h: 
FCE) = h(E) -ik(£), (25) 
这 里 k 用 h 表示 为 积分 主 值 : 
k(€) = LPV at = (Hh)(£). (257) 


(25/) 中 定义 的 映射 H 称 为 Hilbert 变换 ; 它 把 在 上 半 平 面 内 满足 (24) 的 解析 
浮 数 的 边 值 的 实 部 和 虚 部 联系 起 来 . 
定理 7 Hilbert 变换 是 L?(R) 一 L?(R) 的 一 个 等 距 . 

WR 由 于 产 在 Imc>0 内 是 解析 的 , 根据 Cauchy 定理 , 在 Imc > 0 内 的 
每 个 闭 围 道上 

f?dc = 0. (26) 

我 们 现在 取 围 道 由 线段 £ 十 ie, -R<SE<RM-TFEÄHM € = Rcosb,7 = Rsing +e 
构成 . 令 € 一 0, R — oc. 由 (24), (26) 中 在 半圆 周 上 的 积分 当 RR 一 oo BEF 0， 
而 由 (24) 和 (25), 在 线段 上 的 积分 趋 于 


(h + ik)?d£ = 0. (26^) 
取 (26") 的 实 部 给 出 
[rag = fea, 
这 证 明了 定理 7. 口 
习题 1 证 明 
H=-I 这 里 工 是 恒 等 算 子 . (27) 
(提示 : 考虑 —if(6) 的 实 部 与 虚 部 的 关系 .) 
注意 到 H 的 核 
K(s,t) = : (28) 


s—t 
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不 满足 定理 2 和 定理 3 中 有 界 性 的 判断 条 件 . 
用 上 面 A: L? = L? 是 一 个 等 距 的 论证 可 以 用 来 证 明 如 下 定理 . 
定理 8 ”对 所 有 的 p, 1 <p < m, Hilbert X 3& H X L 一 L? 的 有 界线 性 算 子 . 
证 明 — HX p = 4, 考虑 解析 函数 f4. 根据 Cauchy 定理 ， 
j f*d¢ = 0. (29) 
我 们 选择 和 (26) 中 一 样 的 道路 并 令 € 一 0, R — oo, 得 到 
(h(E) + 这 (6))4dE = 0. 
这 个 关系 式 的 实 部 是 
/ (hê — 6h?k? + k*)d£ = 0. (29/) 
R 
根据 Cauchy TER, 对 正 数 a, b, c, ab < ca?/2-- b? /2c; X} a=h?,b=k?,c=6 
应 用 此 不 等 式 , 有 
6h?k? < 18h4 + sks. 


5 | kde < 17 | nat. 
这 证 明了 H:L*— L* 是 有 界 的 且 |H| < 34. 


同样 的 论证 对 任意 偶数 p 都 适用 . 然后 应 用 定理 4(M. Riesz DEEH), 我 们 
得 到 对 任意 的 p, 2 < p < o, H: P 一 LP 是 有 界线 性 映射 . 

为 完成 定理 证 明 , 我 们 利用 第 15 章 定理 5, 根据 此 定理 , H 的 转 置 H 的 范 数 
等 于 互 的 范 数 . 根据 公式 (1), 07) Æ 的 核 可 以 由 五 的 核 交 换 变量 的 角色 得 到 . 
根据 (28), 交换 H 的 核 中 的 变量 只 是 交换 符号 . 故 


代入 (29), 我 们 得 到 


H=-H (30) 
车 HL? LP, 则 H' : (IP) — (Ley. 根据 第 8 章 定理 11, L 的 对 偶 是 L, 
这 里 
t.i 
» + m =1. (31) 


注意 到 p > 2 推出 p' < 2. 结合 (30) 和 (31) 以 及 第 8 章 定理 5, 我 们 断定 H: LP 一 

L” 的 范 数 等 于 H: ID 的 范 数 . 由 于 我 们 已 经 证 明了 后 者 当 2 < p < oo 是 有 

限 的 , 故 它们 对 1 < p < 2 也 是 有 界 的 . 口 
定理 8 及 其 令 人 吃惊 的 证 明 由 M. Riesz AH. 


习题 2 证 明 作 为 Zee L” 的 映射 ,万 不 是 有 界 的 . 由 此 推出 H:L'L AR 
ARM. 
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16.3.3 Laplace 变换 


设 f(t) EENE Ry = {te R+ : t > 0} 上 的 复数 值 函数 . 它 的 Laplace 变换 
Lf Æ R = {s E€ R: s > 0} 上 的 函数 


ols) = (EN) = / ^ f(t)e-*tat. (32) 
定理 9 Laplace FH L X L?(R,) L?(R,) 的 一 个 有 界线 性 映射 且 
EI = vr. (33) 


证 明 ”根据 Schwarz NER, 


lg(s)| -( 局 foerat) = ( I (f(t)e- F t/^)(e7 tian) 


< [ IF (t) Pe *tt2at 人 e-*'t- 2g, (34) 
0 
根据 变量 替换 我 们 可 以 把 第 二 个 积分 写 为 
| e-stt-1/2dt = a e "uy du s- 12 = Cai, (35) 
0 0 


这 里 
C= 局 oudu= | e^* z-l2zdz =2 | e-z dz = Vm. (36) 
把 (35) 代入 (34) 得 到 


jas)? < cs? f - M(Offe- teat. (37) 
0 
对 (37) 积分 得 到 
à u s)?ds < = 2675t41/2 ,-1/2dtds. 
lll f w Pas «c | ] Moto Iaa (38) 
交换 积分 顺序 并 在 s 积分 中 做 变量 替换 : 


co oo 
/ est; /2 1/24, = f e" *u-V?gy = C. 
0 


0 


FH (38), 
llgll? < C?||f|f?. 
利用 (36) 中 给 出 的 C 的 值 , 我 们 得 到 |L) < vr. 为 了 证 明 等 号 成 立 , HX 
-J Uvt, a<t<b, 
ft) = | 0, 其 他 ， 

则 ||f||? = Inb/a. 令 g = Lf; 不 难 证 明 当 a 一 0, b 一 oo 时 , ||g|| > x(1 — &)Inb/a. 
结合 L| < Vn, 这 证 明了 (33). = 

我 们 注意 到 L 的 核 e-*t 完全 不 满足 定理 2 或 者 定理 3 中 给 出 的 L? 有 界 判 别 
准则 
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习题 3 证 明 : 当 p 关 2 Bj, Laplace 7E & 工作 为 ZIP( 了 +) > LP(R,) 的 线性 映射 不 
是 有 界 的 . (提示 : 尝试 f(t) =e.) 
由 第 15 章 定理 S, # OL 是 有 界 的 , U L? 也 是 有 界 的 ; 因此 根据 (33), 由 次 可 
HELE, 
I E^] < Lll? = x. (39) 
我 们 断定 在 (39) 中 等 号 成 立 . 为 此 , 注意 到 积分 算 子 工 的 核 es# 是 s 和 + 的 
实 对 称 函 数 . 容易 验证 (参看 公式 (6), (6), 有 对 称 核 的 积分 算 子 L 满足 
(Lu, v) = (u, Lv), (40) 
即 这 样 的 算 子 是 自 伴 随 的 ; 我 们 称 这 样 的 算 子 是 对 称 的 . 
定理 10 设 王 是 从 实 Hilbert 空间 到 自身 的 一 个 有 界 对 称 线性 映射 . 则 
2? = || Z|I?. 
证 明 ”根据 次 可 乘 性 , 不 论 线 性 算 子 工 是 否 对 称 , 均 有 |I < II. 为 证 相 
反 的 不 等 式 , 我 们 在 (40) PR v = Lu; 我 们 得 到 
(Lu, Lu) = (u, Lu). 
左 端 等 于 |[Lu||?; 由 Schwarz PER, 
Zul]? < Hull] Eu] < Iuli. 
由 于 这 对 A 中 任意 向 量 u 都 成 立 , NZ]? «LJ? 口 


ER, 由 定理 10, (39) 中 等 号 成 立 . 
我 们 不 难 计算 出 线性 映射 L^: 


2 = ba -rs EN = = st —ra 
(L fr) = f (Lf)(s)e as= f f f(t)e" “dt e “ds 
-{ ro f e~(t+")Sdsdt = FO at 

0 0 0 


t+r 
于 是 我 们 证 明了 如 下 定理 . 
定理 11 积分 算 子 f 一 g: 


ar) = fo Fa (41) 


X LR) + LR) 的 有 界线 性 映射 且 其 范 数 等 于 n. 

映射 (41) 称 为 是 Hilbert-Hankel 算 子 . 注意 到 它 的 核 1/(s+r) 完全 不 满足 定理 
2 或 者 定理 3 中 的 L? 有 界 性 的 判别 准则 . 
习题 4 证 明 : 对 1 < p< oo, Hilbet-Hankel 算 子 是 L 一 L? 的 有 界线 性 映射 . 


关于 积分 算 子 的 更 进一步 的 知识 可 以 参考 Halmos 和 Sunder 的 书 . 
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16.4 ” 双 曲 方程 的 解 算 子 


在 11.5 节 中 我 们 给 出 了 一 阶 对 称 的 双 曲 算 子 类 . 它们 形 如 
= ð 
d i imi 7 
这 里 , Aj B 是 nox n 矩阵 , 其 表 值 为 s 的 相当 光滑 的 实数 值 函 数 , 我 们 设 这 些 
表 值 是 s 的 周期 函数 . L 作用 在 向 量 值 函数 uls) E, 其 分 量 是 实 值 的 并 且 假 设 是 
s 的 相当 光滑 的 周期 函数 . 将 这 样 的 函数 的 内 积 定义 为 周期 平行 四 边 形 上 的 L? 内 
积 : 


(42) 


(u,v) = / u - vds, (43) 
F 
其 中 点 是 向 量 的 标准 内 积 . 我 们 假设 系数 矩阵 A; 是 对 称 的 : 
AT = A;. (44) 
此 时 L 的 形式 伴随 L* 为 
L* =-L+K, (44’) 
这 里 
K=B+ p- >> Ajj; Ajj = 0; A;. (45) 


光滑 函数 和 w 以 及 伴随 L* 满足 
(v, Lu) = (L*v, u); 
&va=u, 由 此 及 (44), 


2(u, Lu) = (u, Ku), (45’) 
参看 第 11 RAE (20^). 
定理 12 Kulst)& 
u + Lu —0 (46) 
的 一 个 解 并 假设 公 是 s 的 周期 函数 , 则 存在 依赖 于 T 的 常数 c, 使 得 
||u(Z)|| € ellu(0)||; (47) 


这 里 的 范 数 是 在 周期 平行 四 边 形 F 上 的 L? SCH (43). 
注 1 由 (47), # u 由 其 初 值 u(s,0) 唯一 确定 . 故 u(T) 与 w(0) AR. 由 于 方程 
(46) 是 线性 的 , 因此 这 个 关系 是 线性 的 . 用 ST) 表示 把 u(0) BRA u(T) 的 映射 : 
S(T) : u(0) — u(T); (48) 

S(T) 称 为 解 算 子 . 由 定理 12, 对 每 个 T, 解 算 子 是 LF) 一 L?(F) 的 有 界线 性 映 
射 . 

证 明 ”首先 假设 对 所 有 的 s, (45) 中 矩阵 K > 0. 取 (46) 与 2u 的 内 积 并 在 F 
上 积分 . 由 (43) A, 
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2(u, uz) + 2(u, Lu) = 0, 
故 由 (45/), 
2(u, ue) + (u, Ku) = 0. (49) 
第 一 项 可 以 写 为 d(w,w)/dt. 因此 , EURER K > 0, 则 由 (49), lulil 是 了 的 
单调 递增 函数 ; 由 此 可 知 (47) 对 所 有 的 工 > 0, c= 1 成立. 
i OK 不 是 正 的 , 通过 u = e*tv 引入 新 变量 v; 代入 (46) 得 到 v, + (k + Lw = 0. 
对 充分 大 的 大 KK+ 下 >0, 故 vv 满足 (47)(c = 1). 因此 对 c= eT, T > 0, u 满足 
(47). m 


显然 , 上 述 证 明 对 R^ 上 s 的 非 周期 函数 , 但 当 |s| — oo 时 u(s) 快速 趋 于 0( 从 
而 使 得 uc L?(R")) AY u 也 成 立 . 
我 们 下 面 考 虑 一 个 形 如 (46) 的 方程 的 特殊 例子 : 


0 1 
A; = Et , Å = , B=0. 
0 -1 41 0 


id u = (v,w)', 我 们 可 以 按 分 量 把 (46) SA 
Ut + vz + wy = 0, 
Wt — Wz + vy = 0. 
我 们 消去 两 个 分 量 中 的 一 个 , 通过 简单 计算 得 到 
Utt — Urr — Uyy = 0, 
Wit 一 War 一 Wyy = 0, 
这 是 经 典 的 波动 方程 . 波动 方程 有 一 个 显 式 解 , 可 以 把 解 算 子 ST) 变 成 积分 算 子 
的 形式 . S(T) 的 核 在 此 情形 下 不 再 是 函数 而 是 一 个 广义 函数 , 它 完 全 不 满足 定理 2 
和 定理 3 中 叙述 的 L 有 界 性 准则 . 
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己 知 热 传导 方程 
Ut = Urg, (50) 

当 它 对 所 有 实数 zx MERZA 0 都 有 定义 且 当 |z| 一 oo 快速 趋 于 0 时 , 考虑 其 解 
u(s, t). 
定理 13 Kulst) 是 上 述 热 传导 方程 的 解 , 则 对 所 有 的 了 > 0, 

(i) [u(T)lmax < lu(0)|max; 

(ii) ju(T)Iz: < ju(0)] zi; 

(iii) |u(T)lz2 € |u(0)| za. 
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X 2 HF (50) 是 线性 的 , 这 些 估计 说 明 u 由 其 初 值 唯一 确定 且 u 对 初 值 的 依赖 
是 线性 的 . 因此 解 算 子 
S(T) : u(0) — u(t) (51) 
是 良 定义 的 ， 由 此 , 定理 13 可 以 重新 叙述 为 : 作为 L LP 的 一 个 算 子 (p = 
oo, 1,2), |S(T)| < 1. 
WER B k 是 任意 一 个 正 数 . 定义 v(x,t) 为 
v = ue, (52) 
则 v 满足 方程 
vt + kv = vga. (50^) 
HF u(z,t) 34 |z| 一 oo 时 趋 于 0, 同样 的 结论 对 v(z, 也 成 立 . 故 函 数 v(x, t)| TE 
带 (7,0: O<t<T, -œ < x < oo) 内 取 到 最 大 值 . 我 们 断定 该 最 大 值 在 t=0 
的 点 取 到 . 设 最 大 值 在 t=T HRE. EEA v(z,T) > 0, WW (50) 左 端 第 一 项 
> 0, 左 端 第 二 项 > 0, 而 右 端的 项 vi. < 0. 对 负 的 最 小 值 点 我 们 类 似 地 得 到 了 矛盾. 
于 是 


= 0)|. 
om „le(s, £)] = max lv(z, 0)| 


这 证 明了 v 满足 定理 13(i). 在 (52) PS k — oo WH u 也 满足 (i): 
|S(T) <1, S: Zoo 一 L”. 
(ii) 考虑 由 倒 向 热传导 方程 
Wt = 一 trz (53) 

的 所 有 在 0 < t < T 上 定义 的 且 当 |z| 一 oo 时 快速 趋 于 0 的 解 w(z, t) 构成 的 空 
间 . 在 (50) 两 边 乘 以 w, (53) 两 端 乘 以 u 并 相 加 , 得 

(uw), = wur 一 UWzz. 
ERE R 上 对 r 积分 ; 然后 再 分 部 积分 . 4 |z| 一 oo 时 v, w BF 0 这 一 事实 说 明 
右 端 积分 为 0. 故我 们 得 到 


0= fwaz = MESS 
BU fuwdz = (u(t), w(t)) 与 t ER, 特别 地 ， 


(u(0), w(0)) = (u(T), w(T)). (54) 
WOME u(0) 为 f; 在 记号 (51) 中 , u(T) = S(T)f. 2840088, WA wT) X g. 与 刚 
刚 我 们 证 明 的 对 (50) 的 解 一 样 , 对 t < T, w(t) 完全 由 wT) RE, HE wT) 和 
w(0) 之 间 存 在 一 个 线性 关系 , 记 为 S: 
w(0) = S'(T)g. 
在 此 新 记号 下 我 们 把 (54) 重新 写 为 
(f, S'(T)g) = (S(T)f, 9). (55) 
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括号 (uw) 是 一 个 双 线 性 函数 : 对 固定 的 w, CH u 的 线性 泛 函 ; 而 对 固定 的 u, € 
是 w 的 线性 泛 函 ; 故 (55) 说 明 S 和 S 互 为 转 置 . 
容易 验证 
jul = sup Kam). 
根据 (i), |S (T)glmax < l9lmax, 故 由 (55), |S(T) 1o: < |flam, BEN (ii). 
(iii) 由 前 面 的 定理 4, 即 Marcel Riesz 定理 , 可 得 S: LP 一 L? WARE D 


注 3 下 面 是 (iii) 的 另外 一 个 直接 的 证 明 . 在 方程 (50) 两 端 乘 以 2u 并 在 R 上 对 
Zz 积分 . 在 右 端 分 部 积分 . 由 于 |x| 一 oo 时 ulr, t) > 0, 


HESS = -far 
dt 


这 证 明了 [ w?(z,t)dz 是 t 的 递减 函数 , 由 此 (iii) 成 立 . 
类 似 地 可 以 给 出 (ii) 的 直接 证 明 . 用 zx;(t) 表示 ule, t) 改变 符号 的 点 : 


—-0, u <2< 2341, JRA, 
Bein { <0，zji <z<zi+l)7 采 数 ， 
则 
. pts+i(t) 
juin = DY | uo tas. (57) 
Xt t 微分, 并 利用 微 积 分 和 方程 (50), 我 们 得 到 
jolis = AP | was AY | un 
= $ C (us(z541) — us(2;)). (57^) 
根据 (56), u 的 一 阶 r- 导数 在 每 个 点 zj 处 改变 符号 : 
REN 5 7 偶数 ， 
wT" | <o JAR. 
因此 (57^) 右 端 < 0. 这 证 明了 Jul) 是 t 的 递减 函数 , 从 而 (ii) 成 立 . C 


我 们 下 面 给 出 定理 13 的 另 一 个 证 明 . 可 求 得 (50) 的 初 值 问 题 的 显 式 解 : 
u(z,t) = zug | fade 97 nas. 


这 证 明了 S 是 积分 算 子 , HBA exp((z — y)?/4t)/2 st. 应 用 定理 1(11) 和 (iv) 可 
以 证 明定 理 13 的 (i) 和 (ii), 应 用 定理 3 可 以 证 明 (iii). 口 


定理 13 对 任意 多 个 变量 的 二 阶 椭圆 型 方程 也 成 立 ; 上 面 给 出 的 证 明 对 一 般 的 
情况 也 适用 , 当然 最 后 一 种 基于 显 式 解 的 方法 除外 . 
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16.6 $E T, 拟 微分 算 子 和 Fourier 积分 算 子 


上 面 提 到 的 几 类 算 子 在 现代 分 析 , 特别 是 偏 微 分 方程 的 现代 理论 中 起 着 主导 作 
Hj. 它们 大 大 延 拓 了 经 典 的 积分 算 子 并 把 积分 算 子 和 微分 算 子 统一 起 来 . 特别 地 ， 
许多 微分 算 子 的 逆 可 以 用 这 些 算 子 表示 出 来 . 

关于 这 些 算 子 的 理论 可 参看 参考 文献 , 特别 是 Hórmander 和 Taylor 的 书 . 我 
们 提醒 大 家 注意 一 个 特别 深刻 的 结果 , 它 是 由 David 和 Journée 得 到 的 关于 拟 微分 
算 子 的 L? 有 界 性 的 结果 . 
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17.1 MERK 


在 第 15 章 中 , 我 们 了 解 到 当 第 一 个 映射 的 目标 空间 是 第 二 个 映射 的 定义 空间 
BY, 如 何 通过 复合 把 Banach 空间 到 Banach 空间 的 两 个 映射 相 乘 . 本 章 我 们 特别 
研究 从 Banach 空间 到 自身 的 有 界线 性 映射 . 任意 两 个 这 样 的 映射 可 以 复合 ,从 而 
使 集合 LX, X) 构成 了 一 个 有 单位 元 的 代数 . C 中 每 个 元 素 都 具有 第 15 章 定理 2 
和 定理 8 中 所 描述 性 质 的 范 数 , 也 就 是 满足 次 可 加 性 和 次 可 乘 性 的 范 数 . 这 样 的 代 
数 称 为 赋 范 代数 . 

从 Banach 空间 X 到 自身 的 有 界线 性 映射 有 一 组 重要 的 仅 依 赖 于 LX,X) 的 
代数 和 解析 结构 的 结果 . 在 本 章 和 第 18 Ah, 我 们 将 会 在 赋 范 代数 中 导出 这 些 结 
果 . 
定义 ” 赋 范 代数 C 是 复数 域 上 的 结合 代数 , 其 中 每 个 元 素 M 都 有 一 个 非 负 的 范 数 
|M], |M| =0 当 且 仅 当 M = 0, 且 范 数 进一步 满足 

IM+ N| < |M + IN, |cMI = |ecl|M|, |NM]| < INIMI. (1) 
若 赋 范 代数 C 的 单位 元 I 的 范 数 为 1, 即 
[= 1, (2) 
则 C 是 有 单位 的 赋 范 代数 . 
EX ” 若 赋 范 代数 C 关于 其 范 数 是 完备 的 , WH C 为 Banach SCH. 

本 节 中 的 结果 不 仅 对 C(X,X) BRL, 而 且 对 所 有 有 单位 的 Banach 代数 也 成 立 . 

EX MER Banach 代数 C 的 元 素 M 在 C 中 有 一 个 逆 元 N= M1!: 
NM= MN - I, (3) 
则 称 M 是 可 逆 的 . 如 果 分 别 有 
AM=I, I- MB, (4) 
WRAAMHAH BA MWA. 代数 中 的 一 个 基本 事实 是 : 若 RM BER ZO 
AMAA B, 则 它们 相等 . 这 是 因为 在 AM = 了 右边 乘 以 B, 得 
AMB=B. (5) 
根据 结合 性 和 (4) 中 第 二 个 关系 式 , 我 们 得 到 A=B. 
定理 1 
(i) # M fe K&T, 则 MK xn» pif B. 
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(MK) != K M. (6) 
(ii) # M fe K RR, 
MK = KM, (7) 
LEN RAT, 则 M 和 KK AT ib. 
证 明 (1) 由 结合 性 立即 可 以 得 到 . 为 证 明 (2), 设 MK NWA N: 
(MK)N = I-N(MK). 
由 N 和 五 的 结合 性 , KN 是 M 的 右 逆 . 根据 MA K 的 交换 性 以 及 结合 性 , 我 
们 得 到 
I= N(MK) = N(KM) = (NK)M, 
从 而 NK 是 M BS E i$. 故 M Jn m. D 


定理 1 是 纯 代数 性 的 结果 ; 但 下 面 的 结论 不 是 . 
定理 2 假设 Banach 代数 L 中 的 元 素 K 是 可 弟 的 , 则 C 中 和 K 充分 靠近 的 元 
ALRT. 特别 地 , 若 
|A| < Kp (8) 
MNAC#L=K-A Tik. 
证 明 ”我 们 首先 考虑 K = 了 这 一 特殊 情形 ; 我 们 断定 只 要 


|B| « 1, (9) 
I- B 是 可 道 的, I- B fr e JL for RL 
» Hs (9) 
0 


给 出 . 显然 , 由 于 |B) < 1, 上 面 级 数 的 部 分 和 序列 是 Cauchy 列 ; HF L 是 完备 的 ， 
BBWC. 由 (1), 收敛 级 数 可 以 逐 项 相 乘 ; 在 (9) 式 左 端 乘 以 B, 我 们 得 到 


BS- BY B- Y BY = S- I 
0 1 


由 此 (I— B)S = I. 类 似 地 , 在 (9) RAMA B 可 以 证 明 S(I- B) = I. 这 证 明 
T SHI- B. 
我 们 现在 考虑 (8): 把 K- A 分 解 为 
K- A= K(I- K A). (10) 
id B= KA; 根据 次 可 乘 性 和 不 等 式 (8), 
|B| = |K A] < |K !||A| < 1. 
利用 (9), 我 们 对 (10) 取道 : 


(K—-A)!-(I-K !A)!K- S (c AY KC. (10°) 
0 
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这 证 明了 (K- A) 是 可 逆 的 . 口 
EM L 中 元 素 M 的 预 解 集 由 使 得 
入 了 一 M 

可 逆 的 那些 复数 和 构成 的 集合 ; M 的 谱 由 那些 使 得 XT- M. 不 可 逆 的 和 构成 的 集 
合 . M 的 预 解 集 记 为 p(M), WWA o(M). 

在 11.4 节 中 定义 了 值 域 在 复 Banach 空间 里 的 复 解 析 函 数 . 由 于 Banach 代数 
也 是 复 Banach 空间 , 我 们 也 有 值 域 在 Banach 代数 中 的 解析 函数 的 概念 . 读者 可 以 
立即 验证 , 两 个 解析 函数 的 乘积 是 解析 的 . 解析 函数 理论 所 有 的 标准 性 质 (Cauchy 
积分 定理 , Cauchy 积分 公式 , BRM, Laurent 级 数 , 等 等 ) 对 取 值 在 Banach 代数 
里 的 解析 函数 都 是 有 意义 的 而 且 成 立 的 . 
定理 3 

(i) MER p(M) 是 C 的 开 子 集 . 

(ii) 在 (M) 上 , M 的 预 解 式 (CI — M), 简 记 为 (5 一 MD) ,是 5 的 解析 子 

数 . 
证 明 ”假设 入 属于 p(MD). H K=\I- MA) A = hI 应 用 定理 2， 
(A—h)I- M- (A I- M hl) 

对 充分 小 的 h 是 可 道 的 . 这 证 明了 (i). 

根据 公式 (10^), 


(A - h) - M)! = $ (A- Mh"; (11) 

0 
这 证 明了 预 解 式 在 (M) 中 每 个 点 和 IBITRT DURTOS RAK, HERE |h| < 
(A — M) 时 收敛 . 这 证 明了 预 解 式 是 ¢ 的 解析 函数 . o 


级 数 (11) 24 |h| < (A — M)! 时 收敛 . 由 此 , 我 们 推出 如 下 推论 . 
推论 3 Xi A € p( M), 用 d(\) 表示 入 到 M 的 谱 集 的 距离 . 则 
I^ - M| 2 det. (117) 
定理 A(Gelfand) 
(i) 谱 集 e (M) XC 中 非 空 的 有 界 闭 集 . 
(ii) M 的 谱 半 径 , 记 为 |lo( M)|, 定义 为 


|o(M)| = No | 和， (12) 
则 
lo(M)| = ‚im |M*|'/5. (12^) 


证 了 明 由 于 p( M) 是 开 的 , 它 的 补 集 o (M) 是 闭 的 . 对 4 =M 应 用 (9) 和 
(9), 我 们 看 到 
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((I- M) = C! (1- Maec (13) 


当 (071 MJ < 1 时 收敛 , 即 当 ICh > | M] MRK. 这 证 明了 每 个 这 样 的 ¢ € p(M); & 
o(M) 中 每 个 入 满足 |A| < UM]. 这 证 明了 谱 是 有 界 的 . 

表示 式 (13) EMARE co 点 的 一 个 Laurent 级 数 ; 第 一 项 是 H. 对 (13) XX 
在 围 道 C : |c| = c,c > |M EXt 积分 得 到 


fC Mag or (14) 
3; M 的 谱 是 空 集 , 则 由 定理 3(i), (C — M)! 是 处 处 正则 解析 的 函数 . 对 Banach 
空间 上 的 解析 函数 应 用 Cauchy 积分 定理 , (14) 式 左 端 积分 将 会 是 0; Br T RR 
分 不 为 0, 这 证 明了 o( M) 是 非 空 的 , 此 结果 由 A. E. Taylor 得 出 . 

下 面 我 们 更 精确 地 研究 级 数 (13) 的 收敛 半径 . 设 大 是 任意 整数 , 则 我 们 有 分 
fS n=kq+r, 0<r <k. W M^ = Mt =( My M" 由 此 我 们 推出 

|M^| < |M"|| M*|4. 

这 给 出 估计 式 


am| | M] |M*| \" 
I$ E = 3i [Cn+1 < (Y des 2, ( |c]* ’ 
于 是 若 


k 
1» a , BAC] [M^|t/*, (15) 


则 级 数 (13) 绝对 收敛 , 故 每 个 满足 (15) 的 5 属于 预 解 集 ; 从 而 oM) 中 每 个 入 满 
FE |A| < |M*|V*. 根据 定义 (12), (M) < | M*|V*; 由 于 这 对 所 有 的 整数 都 成 立 ， 
故 有 


le(.:M)| € < limin inf |M*|/*, (16) 
现在 再 次 考虑 预 解 式 的 表示 式 (13) 并 把 C77! 的 系数 用 Cauchy 积分 公式 表示 出 
X: 
nag _ 
-me 入 = (17) 


我 们 可 以 选取 积分 的 道路 为 M 的 预 解 集 中 绕 o(M) 一 图 的 任意 围 道 C. 由 定义 
(12) 知 |c| = |o(M)| +6 是 这 样 的 一 个 围 道 . 于 是 我 们 估计 (17): 
|M"| < c(lc(M)| -ó)^*l, c= PMi (ÇI — M)*!|. 
取 n 次 根 ， 
IM" |" < c'/^ (le(M)| 0)! */^, 
再 取 lim sup, 得 到 
lim sup |M"|'/^ < |o(M)| + 6. 
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由 于 这 对 任意 的 5 > 0 成 立 , 它 对 6 = 0 也 成 立 ; 


lim sup| M^?|/^ < |o(M)|. (18) 
比较 (16) 和 (18) 得 , lim inf} M^ |!" 和 lim sup| M" |” 相等 , 于 是 我 们 得 到 Gelfand 
的 谱 半 径 公 式 (12). 口 

17.2 函数 演算 
由 于 C 是 一 个 代数 , 对 多 项 式 p(t), 我 们 令 
N 
p(M) = 9 ^a; MP (19) 


为 C 中 元 素 M 的 多 项 式 、(19) 定义 了 一 个 从 多 项 式 代数 到 代数 C 中 的 映射 , 显 
A, 这 是 一 个 同 态 . 这 个 同 态 可 以 延 拓 到 比 多 项 式 代数 更 大 的 一 个 函数 类 里 ; 例如 
我 们 可 以 定义 


eM = > I 
更 一 般 地 , 对 任意 整 函数 
f(O = Yat, (207) 
我 们 可 以 定义 
f(M) = Ya, M". (20) 


更 进一步 , 由 (12^) ^n, 我 们 可 以 对 在 半径 超过 Jo(MD)| BITERL I PL MC SACSERE DO, 定 
X. (20). 现在 我 们 给 出 一 个 更 加 一 般 的 延 拓 . 

EX RMEL 中 一 个 元 素 , f(¢) 是 在 包含 o(M HERG 内 解析 的 函数 . 设 
C 是 GN p(M) A o(M) 中 每 个 点 一 图 但 是 绕 G 的 补 集中 每 个 点 0 次 的 一 个 围 
道 . 我 们 定义 


IM) = $ C- My? ross. 
根据 Cauchy 积分 定理 , (21) 与 围 道 的 选取 无 关 . 
定理 5 
(i) 当 是 多 项 式 时 , 定义 (21) 和 定义 (19) 相同 . 
(ii) 从 包含 o( M) 的 开 集 上 解析 的 吕 数 构成 的 代数 到 C 内 的 映射 (21) 是 一 个 
Bá. 
(iii) c(f(M)) = f(o(M)). (22) 
(iv) Rf 在 包含 o(M) 的 一 个 开 集 解析 , g AAS f(c(M)) 的 一 个 开 集 上 解 
yt. Ah TENKES, Bp 


h(¢) = g(f(0)), (23) 


(21) 
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则 
h(M) = g(f(M)). (23") 
证 明 (i) 在 (21) 中 用 多 项 式 代 替 f (0) 并 利用 (17) 说 明 (21) 和 (19) 相同 . [8] 
样 的 论证 说 明 对 在 半径 大 于 |o(M)| 的 圆 盘 内 解析 的 f, (21) 和 (20) 相同 . 
(ii) 对 任意 的 复数 6 和 w, 
((I-M)-wI-M=(-w)l. 
假设 < 和 w 都 属于 pM). 在 上 面 的 等 式 两 端 乘 以 ((- M)! (v - M) E- w): 
(Cw lw — M)! - ((C- M)?] = (C- M) (v - M). (24) 
KRA (24) 称 为 预 解 恒等式 . 
显然 , 由 (21) 给 出 的 映射 f — f£ (M) 是 线性 的 . 现在 我 们 证 明 它 是 可 乘 的 . X 
f 和 9g 在 包含 o(M 的 开 集 G 内 是 解析 函数 . 我 们 选取 两 个 都 包含 在 GNp(M) 内 
KH CAD 使 得 它们 没有 公共 点 且 DEC A, 即 C 56 D 的 每 个 点 w 一 次 而 
D 绕 C 的 每 个 点 < 零 次 . 对 f 和 g 分 别 在 围 道 C RI D 上 应 用 定义 (21), 我 们 把 
f(Mjg(M) 写成 两 个 积分 的 乘积 , 并 把 它 表 示 为 二 重 积 分 . 利用 预 解 恒等式 (24): 


FMM) = $ d (6 - Mw - MO ze g 
= $ fC- olw- My -«- me 


2xi 2xá 
=f |f «-a7 rosa -Mg 
- E [F 6-0) aw) seed] Mrz — 09 


由 于 C # D 的 每 个 点 w 一 次 , 根据 Cauchy 积分 公式 , 上 式 第 一 项 中 关于 “ 的 积 
分 等 于 fw). AF D 不 绕 C 的 任意 点 C 上 面 第 二 项 中 关于 o 的 积分 等 于 0; 故 
由 (25) 我 们 得 到 


f(M)g(M) = $ w- My f(w)g(w) do. 


根据 (21) 这 等 于 h(M), 此 处 h(w) = f(w)g(w). 这 证 明了 映射 (21) ERK. 

(ii) 我 们 必须 证 明 , u 属于 f(M) 的 谱 , 当 且 仅 当 形 如 

w=f(r), AX€oc(M). (26) 

HEN (26), W F(C) -u E o(M) 上 不 为 0. Att, (F(C) -— u)! = g(¢) 在 
包含 c(M) 的 开 集 上 是 解析 的 , 于 是 我 们 可 以 通过 公式 (21) 定义 g(M). 根据 (ii), 
[f(M) - u — Dg(M) = h(M), 这 里 (C) = (fl) - u)g(C) = 1. 于 是 ACM) =I 
g( M) 是 f(M) — pI EXE. 这 证 明了 u TAT o(f(M)). 

另 一 方面 , 假设 u FER (26). 定义 函数 k(C) 为 
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EA, kO 在 包含 o(M) 的 开 集 内 是 解析 的 , 故我 们 可 以 用 (21) EX K(M). 因为 
(C — A)K(C) = FO) — F(A), 故 由 (i 可 知 
(M - ADk(M) = f(M) - f(T. (27) 
由 于 入 属于 o(M), 第 一 个 因子 是 不 可 逆 的 . 根据 定理 ii), (M) 一 JAM BEA 
apa. 
(iv) 根据 假设 , g(w) 在 f(o(M)) 上 是 解析 的 .因为 根据 (uu), fIM) 的 谱 是 
f(o(M)), 故 可 以 在 公式 (21) 中 把 f£ 换 成 g HE M 换 成 f (M), C 换 成 D: 


IEM) = d w- AMD ao (28) 


对 D 上 的 w, (w- fO) 是 e(M) 上 的 解析 函数 ; 因此 再 一 次 应 用 公式 (21), R 
们 得 到 当 围 道 C 不 绕 D 上 任意 的 点 w N, 


(wI - f(M) = d (c - Mw - f)? 55. (29) 
把 (29) 代入 (28): 
1 l 
arm) = d d (= My (o - Oo) zz (30) 


我 们 交换 积分 顺序 : 由 于 CAR DAHA, MD SEC sj C. 根据 Cauchy fH 
分 公式 ， 
4 (w - (©) e). = a (0) = ^O). 


在 这 里 我 们 应 用 了 (23). 将 上 式 代 入 (30) 式 右 端 , 根据 (21), 我 们 得 到 了 h( mM), - 
Bp (23°). 


定义 (21) 和 定理 5 中 列举 的 性 质 称 为 算 子 的 函数 演算 . 关系 式 (22) 称 为 谱 映 
HER. 
假设 M 的 谱 可 以 分 解 成 n 个 互 不 相交 的 闭 分 支 的 并 : 
o(M)=0,U---Uon, oj;Noxr = 90, Vj xk. (31) 
对 每 个 ) 用 C; 表示 M 的 预 解 集中 绕 cj 中 每 个 点 一 次 但 是 不 绕 ok(k z 3) 的 围 
道 . 我 们 定义 


Py = dj C- Mi (32) 
定理 6 
(i) Pj; 是 不 交 的 投影 , 即 
Pj-P; HX jk, P;Pı=0. (33) 
N 
(ii) > Fiat (34) 
一 


j= 
(iii) Æ on ABS, R) P, #0. 
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证 明 ”关系 式 (33) 是 定理 5(i) 的 推论 . 由 于 C =L C; 绕 o(M) 的 每 个 点 一 
次 , 对 所 有 的 7 把 (32) 相 加 并 应 用 (14) 得 到 (34). 我 们 把 (iii) 的 证 明 留 给 读者 . 口 


习题 1 证 明 若 已 是 非 零 投影 , WHR P= PHO, 则 
|P| 2 1. (35) 


习题 2 证 明 谱 半径 |lo(M)| 在 范 数 拓扑 下 关于 M 上 半 连 续 , WS limM, = M, 
则 
lim suplo(Mn)| < |o(M)]. 


习题 3 证明 lexpM] < exp| MI. 


习题 4 证 明 若 0 不 属于 o(M) ELO 不 能 通过 (M) 中 的 曲线 与 oo 连通 , 则 可 以 
定义 In(M), 使 得 
exp In( M) — M. 


习题 5 定义 Lm AH M fn (C- M) ,CE p(M), 生成 的 代数 的 闭 包 . EA Lm 
FEL 的 交换 子 代数 . 


Hid XT Banach 空间 上 算 子 的 谱 理论 历史 , 请 参看 Dunford 和 Schwartz 的 书 
第 607~609 I. 
“ 谱 ” 的 概念 由 Hilbert 首先 提出 , 它 在 量子 力学 中 有 许多 显著 的 意义 . 


参考 文献 


Dunford, N., Spectral theory I, Convergence to projections. Trans. AMS, 54(1943): 185- 
217. 

Gelfand, I. M., Normierte Ringe. Mat. Sbornik, N.S., 51(1941): 3-24. 

Lorch, E. R., The spectrum of linear transformations, Trans. AMS, 54(1942): 238-248. 

Nagumo, M., Einige analytische Untersuchungen in linearen metrischen Ringen. Jap. J. 
Math., 13(1936): 61-80. 

Riesz, F., Sur certaines systemes singuliers d'équation integrales. An. École Norm. Sup. 
(3), 28(1911): 33-62. 

Taylor, A. E., The resolvent of a closed transformation. Bull. AMS. 44(1938): 70-74. 

Wiener, N., Note on a paper of M. Banach. Fund. Math., 4(1923): 136-143. 


S518 € ZH Banach 代数 的 Gelfand 理论 


Banach 代数 是 复数 域 上 的 结合 的 、 完 备 的 赋 范 代数 . 在 本 章 中 我 们 假设 Ba- 
nach 代数 c 有 单位 元 天 |N = 1, ME L 是 交换 的 : 
MN- NM, Xt c'PBUBRS MM N. (1) 
FLIX BRA KS RCRUM ABIES RAR HE. 
EN Banach 代数 C LAPS REZ Rp EM c 到 C 的 同 态 . 
尽管 定义 是 纯 代数 的 , 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 的 同 态 具有 下 面 的 分 析 性 
质 . 
定理 1 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 到 C. 上 的 每 个 同 态 都 是 一 个 压缩 , 即 满足 
Ip( M)| € IM]. (2) 
证 明 ”由 于 对 每 个 M, M = IM HB. p 是 一 个 同 态 , 故 
p(M) = p(IM) = p( ID)p( M). 
由 此 知 除了 p = 0( 在 这 种 情形 下 , 定理 的 结论 是 显然 的 )， 
p(D=1. (3) 
S KHL 中 的 一 个 可 道 元 , BB KN = I, WH (3), 
p(K)p(N) = p(KN) = p(I) = 1; 
这 证 明了 如 下 引 理 . 
引 理 2 # K ATS, 则 p(K) #0. 
现在 假设 (2) 不 成 立 , 即 存在 M 使 得 |p(M)| > | MI, 则 


M 
B= KM) (9 
满足 
IB) < 1. (4^) 
由 第 17 章 定理 2 的 (9), (9) TA, K=-I- BRAWN. 另 一 方面 , 由 (4) 和 (2), 
M 
PR) = 2D) - » (curs) Zee 
这 与 引 理 2 中 的 结论 矛盾 : 35 K npa, 则 p(K) +0. M (2) 对 所 有 的 M 都 成 
立 . D 


本 章 的 主要 结果 是 引 理 mp. 
定理 3 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 L 中 的 元 素 KTX, 35 Bx xp] C £j 
C 的 所 有 非 0 AR p, HA 
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p(K) #0. (5) 

证 明 ”正如 引 理 2 中 证 明 的 那样 , E K 是 可 逆 的 , 则 对 所 有 的 非 0 同 态 p, 

p(K) 40. 余下 的 只 需 证 明 车 KEITEN, 则 存在 同 态 p:C 一 C 使 得 
p(K) — 0. (6) 

为 了 构造 这 样 的 一 个 p, 我 们 需要 一 些 代 数 和 分 析 的 概念 . 
定义 ” 设 LC 是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 , 工 是 c 的 一 个 子 集 . 如 果 工 满足 

(i) T Æ L 的 线性 子 空间 ; 

(ii) 对 £c 中 任意 的 M, MI C I; 

(iii) 工 是非 平凡 的 , 即 它 既 不 是 (0) 也 不 是 整个 L, 
那么 称 工 是 C 的 一 个 理想 . 

注意 到 每 个 理想 都 不 能 包含 可 逆 元 N. 若 不 是 这 样 , 则 由 (Gi) 可 知 工 包 含 L 
中 每 个 元 素 , 5 (ii) 矛盾 . 特别 地 , T 不 包含 工 
引 理 4 设 L 和 A 是 相同 数 域 上 的 两 个 有 单位 元 的 交换 代数 , q 是 从 上 到 A 上 
的 同 态 . 假设 gq 在 以 下 意义 下 是 非 平凡 的 : 

(i) q 不 是 同 构 ; 

(ii) g(L) RAS (0). 
由 L 中 所 有 被 g 映 为 0 的 元 素 KARMA ¢ 的 核 是 上 的 一 个 理想 . HAM, L 
中 每 个 理想 工 是 某 个 非 平凡 的 同 态 的 核 . 

证 明 ”容易 验证 q 的 核 是 一 个 理想 . 为 证 相反 的 命题 , 定义 A 为 

A= L(modZ) = £/7, 
即 A Hi C 中 元 素 的 等 价 类 构成 , 两 个 元 素 MA M 是 modZ 等 价 的 , 如 果 它 们 的 
ZATI: | 
M=M mod? WRM- M eT. 

^5 fr 2IS AY I A SR s E LAARA ENR EH EA ARR TUB A A 3f £83 1] B5] 7G 
XPrTEBIS EARS. 

取 映 射 q 为 把 C 中 元 素 MRAM M mod? 等 价 的 所 有 M 所 在 的 等 价 类 . 
显然 , 9 WE T. D 


引 理 4 HL, A fog 如 引 理 4, 7. 是 A 的 理想 , 则 了 6936 7E C 的 理想 . 

WEB] ”这 很 显然 . 

在 前 面 我 们 注意 到 一 个 理想 中 不 能 包含 可 道 元. 相反 地 , 有 如 下 引 理 . 
引 理 5 L 中 任意 的 非 零 的 不 可 逆 元 K 属于 某 个 理想 . 

证 明 ”所 求 的 理想 是 由 K 生成 的 主 理想 KL. 容易 验证 性 质 (i) 和 (i); 由 于 
KL 不 包含 恒 等 元 工 性 质 (iii) 也 成 立 . 口 


定义 ” 极 大 理想 是 不 包含 在 任意 其 他 理想 中 的 理想 . 
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引 理 6 Z 的 每 个 理想 都 包含 在 某 个 极 大 理想 中 . 

证 明 EC 中 由 理想 构成 的 集合 上 通过 包含 关系 定义 偏 序 . 设 {Ta} 是 一 族 全 
序 的 理想 . 我 们 断定 它们 的 并 是 一 个 理想 ; 容易 验证 性 质 (i) 和 (ii) 成立. 由 于 单位 
元 I 不 包含 在 任意 的 T, 中 , 也 不 包含 在 它们 的 并 中 ; 这 证 明了 性 质 (iii). 由 Zorn 
引 理 , 我 们 断定 在 包含 给 定理 想 的 所 有 理想 中 有 一 个 极 大 理想 . 口 


结合 引 理 5 和 引 理 6 我 们 推出 引 理 7. 
引 理 7 C 中 不 可 逆 的 元 素 OK 属于 菜 个 极 大 理想 M. 
引 理 8 X M 是 [的 一 个 极 大 理想 , 则 4 = C/A4 是 一 个 可 除 代数 , 即 A 中 的 每 
个 非 零 元 都 是 可 逆 的 . 

证 了 明 # AA 包含 一 个 非 零 的 不 可 道 元 C 7 = CA 是 包含 在 4 中 的 一 个 理 
想 . 现在 考虑 自然 的 嵌入 映射 g : C 一 C/A = A. 根据 引 理 4, 7 的 逆 象 了 是 C 
中 的 理想 , 且 真 包含 A POR M. 由 于 假设 M 是 极 大 理想 , 这 是 不 可 能 的 . 口 


现在 我 们 讨论 一 些 分 析 的 结果 . 
引 理 9 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 L 中 的 理想 工 的 闭 包 工 是 一 个 理想 . 

证 明 ”容易 验证 了 具有 性 质 (i) 和 (ii), 且 真 包含 (0). 我 们 断言 IAS I 
由 于 aeuo 县 根据 第 17 章 定理 2 AUG UL 工 为 心 的 开 单 位 球 中 的 N 
BETEN, 故 I 不 在 工 中 . 口 


引 理 10 有 单位 元 的 Banach 代数 L 中 的 极 大 理想 M 是 闭 的 . 
证 明 车 M 不 是 闭 的 , 则 根据 引 理 9, M 的 闭 包 是 真 包 含 M 的 理想 . 这 与 极 
大 性 矛盾 . = 


引 理 11 设 L 如 上 , 工 是 人 中 的 闭 理想 , M AA — C/Z 在 商 代 数 的 自然 范 数 下 是 一 
个 Banach 4X, X. 


习题 1 证 明 引 理 11. 


下 面 的 结果 由 Mau 得 出 , 它 是 上 面 一 系列 引 理 的 主要 结论 . 
定理 12 若 A 是 有 单位 元 的 可 除 Banach KH, 则 A 和 复数 域 同 构 . 

WER ”正如 在 第 17 章 定义 的 那样 , A 中 元 素 K 的 谱 是 使 得 CI 一 K Aug 
BHC 构成 的 集合 , 这 里 I 是 A 的 单位 . 根据 第 17 章 定理 4, K 的 谱 都 是 非 空 的 . 
这 意味 着 存在 复数 k 使 得 kI- K 是 不 可 道 的 . 由 于 假设 4 是 一 个 可 除 代数 , 这 只 
R kI- KK 是 .A 中 零 元 时 成 立 , 因此 kT= K. 于 是 每 个 元 素 K 是 单位 元 的 常数 
倍 ; BRAY 

K —k (7) 
是 A 和 C 之 间 的 一 个 同 构 . 口 
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现在 我 们 证 明定 理 3, 即 任 给 c 中 的 不 可 逆 元 K, 我 们 可 以 构造 同 态 p: cC 
使 得 p(K) = 0. 

根据 引 理 T, K 属于 某 个 极 大 理想 M; 根据 引 理 10, M 是 闭 的 . 根据 引 理 11, 
LIM 是 一 个 可 除 代数 . 于 是 根据 定理 12, L/M AMT C. 复合 


pm: LL/M-C (8) 

是 £ 到 C 上 的 一 个 同 态 , 其 零 空间 为 M. HF K 属于 M, pm(K) = 0, 这 证 明了 

定理 3. 口 
我 们 把 关系 式 (8) 重新 叙述 为 如 下 定理 . 


定理 13 设 L 是 一 个 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 , 则 对 C 中 每 个 极 大 理想 M, 
存在 L 一 C HAS pm 使 得 人 为 其 零 空间 : 
pm(K)=0 当 且 仅 当 KEM. 
相反 地 , AL 到 C 上 的 每 个 非 0 同 态 的 零 空间 是 一 个 极 大 理想 . 
我 们 注意 到 上 面 对 反 方向 的 论述 是 纯 代 数 的 事实 . 下 面 我 们 给 出 定理 3 的 一 
些 结果 . 
定理 14 HLL NRL 中 任意 元 素 , WN 的 谱 是 
o(N) = {p(N)} (9) 
ik € p 取 遍 所 有 C 8| C 的 非 0 MA. 
证 明 ”根据 谱 的 定义 , 5 属于 oN), SEANA CI - N 是 不 可 道 的 . 根据 定理 
3 这 当 且 仅 当 存在 p 使 得 p(CT- N) 20. 因为 由 (3), pD =1, RCE o(N) AEN 
HFE p 使 得 C = p(N). 口 


下 面 我 们 说 明 如 何 利用 定理 14 中 谱 的 刻画 给 出 谱 映射 定理 的 一 个 新 证 明 . 我 
们 首先 回忆 第 17 SPN AOR. 对 在 包含 o(M) 的 开 集 内 解析 的 函数 f, 公 
X (21) 定义 f(M) 为 


IM) = $ (6 - My? fO ae (10) 
根据 第 17 章 定理 4(ii), 我 们 得 到 
e (M) = f(0(M)). (11) 


积分 (10) 是 通常 的 定义 Riemann 积分 的 部 分 和 在 范 数 下 的 极限 . 因此 , 对 任意 的 
有 界线 性 映射 £: C 一 C, 我 们 可 以 在 (10) 式 右 端 积分 号 里 面 应 用 £: 


KIM) = $ EE- MY) KO zac. (10) 
特别 地 , (10^) 对 每 个 C — C HA p RA: 
p(S(M)) = $ p (C - MY) Omid (12) 


由 于 p 是 同 态 ， 
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»((& — M~?) = (¢ - PM)”. 
代入 (12) 给 出 
p(f(M)) = j«- BLM) f (C) ac. (13) 


27i 
由 定理 14 可 知 p(M) 属于 e (M). 根据 构造 , 围 道 C 绕 o(M) 中 每 个 点 仅 一 次 ; 故 
由 Cauchy 积分 公式 , (13) 式 右 端 等 于 f (p( .M)). 这 意味 着 
p(f(M)) = f(p(M)). (14) 
根据 定理 14, 当 p PORMA FAH (14) 式 左 端 填 满 f(M) FUSION 
f(o(M)). 故我 们 断定 (11) R. 


在 本 章 中 构造 的 同 态 p 可 以 视 为 对 应 的 极 大 理想 M 和 C 中 元 素 N 的 函数 : 
p= p( M, N). (15) 

对 固定 的 N, p 是 极 大 理想 空间 J 上 的 函数 . 
定义 ”上面 定 义 的 函数 p 是 交换 Banach 代数 C 在 它 的 极 大 理想 空间 J 上 的 Gelfand 
定理 15 

(i) Gelfand 表示 是 由 人 到 集合 J. 上 复数 值 函 数 构 成 的 代数 之 间 的 同 态 . 

(ii) Gelfand 表示 是 一 个 收缩 : |p(M,N)| < IN]. 

(iii) N 的 谱 是 表示 N 的 允 数 的 值 域 . 

(iv) 单位 元 I 被 pM, D) — 1 Ar. 

(v) 函数 p 分 离 J 中 点 ; 即 对 两 个 不 同 的 极 大 理想 M 和 M', 存在 N 使 得 


p(M, N) 4 p(.M', N). 
证 明 (i) 表示 了 每 个 p 是 同 态 ; (ii) 重新 叙述 了 (2); (iii) 重新 叙述 了 定理 (14); 
(iv) 重新 叙述 了 (3); (v) 由 定理 13 可 得 . o 


定义 ” 极 大 理想 空间 J 上 的 自然 拓扑 是 使 得 所 有 的 函数 pM, N) (N 固定) 连续 
的 最 弱 的 拓扑 . 此 拓扑 称 为 Gelfand 464}. 
定理 16 J Æ Gelfand 拓扑 下 是 紧 的 . 

证 明 考虑 有 乘 积 空 间 


P = | | Dimi, (16) 
£ 
这 里 D, 是 复数 域 C 中 的 圆 盘 |C| <r. 每 个 圆 盘 是 紧 的 ; 因此 根据 Tychonov 定理 ， 


它们 的 乘积 P 在 乘积 拓扑 下 是 紧 的 . 根据 (15), pM, N) EAR Div; 里 . 我 们 通 
过 把 J 中 的 每 个 M 映 为 点 


I» N), (17) 
L 
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把 J RB) P A. 根据 定理 15(v), (17) 是 J BI PARRA. BHA, Gelfand 拓扑 和 由 
RAGS Mos. 由 于 P 是 紧 的 , 只 要 知道 J 在 (17) 下 的 象 是 闭 的 就 能 够 得 
到 J 的 紧 性 . B t= [It 是 (17) 的 闭 包 中 的 点 . 我 们 断定 p(N) = tw ELC 
的 同 态 , Bl tain = tm +ty, tnm =tntm B. ten = ct. 根据 定理 15 中 的 (i), 
(17) 中 的 点 满足 这 些 关系 . 由 于 这 些 关 系 每 次 只 和 两 个 因子 有 关 , 它们 在 (17) HA 
包 上 仍然 成 立 . D 


参考 x B 


Gelfand, I. M., Normierte Ringe. Mat. Sbornik, N.S., 9(1941): 3-24. 


第 19 章 ”交换 Banach 代数 的 Gelfand 
理论 的 应 用 


19.1 代数 C(S) 


iS 是 紧 Hausdorff 空间 , C = C(S) 是 S 上 连续 的 复 值 函数 构成 的 代数 , 赋 
以 最 大 值 范 数 


|f| = max |f(s)] (1) 
对 S 中 任意 的 点 r, 存在 与 + 对 应 的 同 态 pr: L> C: 
pr(f) = f(r). (2) 
正如 我 们 在 第 18 章 定理 13 中 注意 到 的 , 同 态 p 的 核 是 一 个 极 大 理想 
M. = {f : f(r) 20). (3) 


定理 1 C(S) 的 每 个 极 大 理想 M HH 40 (3). 
习题 1 证 明定 理 1. 
定理 1 证 明了 C(S) 的 极 大 理想 空间 可 以 等 同 于 S 自身 . 


19.2 Gelfand 紧 化 


设 S 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , Cs(S) 是 S 上 的 有 界 的 连续 复 值 函数 构成 的 代 
数 , 赋 以 范 数 
|f| = sup |f (s)]. (4) 
任 给 S 中 点 r, 由 (3) 定义 的 Mr 是 lS) 的 一 个 极 大 理想 . 我 们 断定 当 S 不 
是 紧 集 时 , lS) 还 存在 其 他 的 极 大 理想 . 我 们 对 S = R 证 明 此 结论 . 
设 sn ER, s, 一 oo, 并 设 工 是 由 所 有 满足 
Jim f(sn)=0 (5) 
的 函数 f 构成 的 集合 . 显然 , Z 是 一 个 理想 . 同样 , T 中 的 函数 没有 公共 的 零点 . 由 
第 18 章 知 , Z 包含 在 某 个 (事实 上 有 很 多 个 ) 极 大 理想 M 中 ; 然而 明显 地 , M 并 
不 形 如 (3). 
尽管 定理 1 在 非 紧 情形 下 不 成 立 , 下 面 的 结论 仍 是 正确 的 . 
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定理 2 KS HREM Hausdorff 空间 . 在 Gelfand 拓扑 下 , 形 如 (3) HAAR 
E M, 构成 的 集合 是 Co(S) 的 极 大 理想 空间 的 一 个 稠密 子 集 . 
WEAR Mo 是 lS) 的 一 个 极 大 理想 , U 是 Gelfand 拓扑 下 包含 Mo 的 
一 个 开 集 . 则 存在 某 个 & > 0 hi, hx 使 得 
{M : Ip( M; h;) — p(Moo, hy)|<€, 1&j&kj (6) 
包含 在 U P, 这 里 pM) 由 第 18 3E (15) REX. WA; = f; +c, c = p(Moo, hj); 
我 们 可 以 把 (6) BH 
UM : |p(M, fj)| <£, P(Moo, fj) =0, 1<j <k}. (7) 
我 们 断定 形 如 (7) 的 每 个 开 集中 都 包含 一 个 M. 若 不 是 这 样 , 则 对 S 中 每 个 r, 
M = M, 不 满足 (7). 由 第 18 EN (14) AM, 的 定义 (3), p( Me fi) = flr), 
(7) 不 成 立意 味 着 , 对 所 有 的 r, 
max |f;(r)| 2 €. (8) 
由 (7), p( Mas, fj) = 0, SX f;(j =1,---,k) 属于 Mo. 由 于 Mo 是 一 个 理想 , 对 任 
意 的 有 界 连续 函数 gi, L gfi 也 属于 Mo. 9; = 万, U 


f= Il? (9) 
属于 Mw. 由 (8) vr eS, 

f(r) > e?. (10) 
这 说 明 f 是 一 个 可 逆 元 , 从 而 不 属于 任何 一 个 理想 . KAA Mo 的 每 个 邻 
域 包含 着 一 个 点 Mr. 口 


在 Gelfand 拓扑 下 , Co(S) 的 极 大 理想 空间 称 为 S 的 紧 化 . 这 个 空间 包含 着 一 
个 和 S 同 胚 的 稠密 子 空间 ; Gelfand 紧 化 上 的 连续 函数 空间 中 的 函数 在 此 子 空间 上 
的 限制 构成 的 集合 是 S 上 所 有 有 界 连 续 函 数 构成 的 空间 . 

下 面 的 例子 更 加 有 趣 . 


19.3 ”绝对 收敛 的 Fourier RA 


设 C 是 由 单位 圆周 S: 上 有 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 的 复数 值 函数 f(9), BITS 

Æ 
f0)=> ce, (11) 
IfI = > len| < oo (12) 
的 函数 构成 的 代数 .容易 验证 范 数 (12) 是 次 可 乘 的 : |fg| < |fllgl. S C 是 一 个 
Banach 代数 . 函数 f = 1 是 £ 的 单位 元 , 其 范 数 等 于 1. 对 S! 上 的 每 个 点 w, 映射 
Pu(f) = f(w) (13) 
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是 £ 一 C 的 一 个 同 态 . 相反 地 , 有 以 下 定理 . 
定理 3 对 上 赋 以 范 数 (12), MAL BC 的 每 个 同 态 p 都 形 如 (13). 

证 明 ”根据 第 18 章 定 理 1, 从 Banach 代数 映 到 C 的 每 个 同 态 范 数 都 为 1. 由 
于 el? 和 er-i 的 范 数 为 1, 故 


Ip(e^)| < 1， Ip(e9)| < 1. (14) 
由 于 p 是 同 态 ， 
p(e^)p(e ^) = p(1) = 1. (15) 
结合 (14) 和 (15), 我 们 得 到 plet) = 1; 因此 我 们 可 以 把 plet) 写 为 
p(e?) = e", w 是 实数 . (16) 
因为 p 是 同 态 , pleit) = ein 对 所 有 的 整数 ”都 成 立 , 且 对 所 有 的 有 限 和 3 cue", 
DIL ne?) = V ose. (17) 
由 于 p 是 连续 的 且 Y |en] < oo, (17) 对 在 范 数 (12) 意义 下 收敛 的 无 穷 级 数 也 成 立 . 
这 证 明了 p 形 如 (13). 口 


根据 第 18 章 定理 3, Banach 代数 C 中 的 元 素 f AAV, 如果 对 所 有 的 
C 一 C 的 同 态 p, WA p(f) 40. 由 上 面 定 理 3, 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 4 如 果 定 义 在 单位 圆周 上 的 函数 f HHS Fourier RH, LÆ S! 上 
任意 点 处 均 不 为 0, 则 它 的 倒数 FT 也 有 绝对 收敛 的 Fourier MA. 

这 个 由 Norbert Wiener 得 出 的 著名 定理 很 令 人 惊奇 , 因为 函数 f 的 Fourier 级 
数 和 它 的 倒数 的 Fourier 级 数 之 间 并 没有 明显 的 关系 . 

在 多 个 变量 的 情形 时 , 结论 是 类 似 的 : 

f(80) = » ce", 0 —(01,.:,0,), N= ni, Nk 
>» |en] < oo. 


与 定理 3 和 定理 4 类 似 的 结果 成 立 , 证 明 也 类 似 . 


19.4 闭 单位 圆 盘 上 的 解析 函数 


设 4 是 由 在 开 单 位 圆 盘 {2 €C: |z| < 1) 内 解析 且 连 续 到 边界 {z € C : |z| = 1} 
的 函数 f(z) 构成 的 代数 . 在 范 数 
Ifl = max |f(z)| (18) 
下 , A 是 一 个 Banach 代数 . 
任 给 {z :|z| < 1) 上 的 一 点 w, 映射 
Pu(f) = fw) (19) 
是 A 一 C 的 一 个 同 态 . 相反 地 , 有 以 下 定理 . 
定理 5 A 一 C 的 每 个 同 态 p 都 形 如 (19). 


174 第 19 章 交换 Banach 代数 的 Gelfand 理论 的 应 用 


证 明 “根据 第 18 章 定理 1, 同 态 p 的 范 数 |p| < 1. 由 于 根据 (18), f(z) = z 范 
数 为 1, 故 


Ip(z)| < 1. (20) 
设 p(z) = uw; 由 于 p 是 同 态 , p(z”) =w” 且 对 所 有 的 有 限 和 3:6 ajzi, 有 
»( 2a’) = X aju’. (21) 
0 


这 说 明 当 f 是 多 项 式 时 , p(f) = fw). 由 于 A 中 每 个 f 在 |z| < 1 上 可 以 用 
多 项 式 一 致 地 逼近 , BH. p 是 连续 的 , 对 4 中 所 有 的 f, WA p(f) = fiw). 这 证 明了 
定理 5. 
口 
习题 2 证 明 A 中 每 个 函数 在 单位 圆 鼻 上 可 以 用 多 项 式 一 致 膛 近 . 
定理 6 Kfı ‚fm 是 A 中 在 单位 圆 盘 内 没有 公共 零点 的 m 个 函数 , 则 在 4 中 
存在 函数 91°", gm; 使 得 " 
sh =1. (22) 
j=l 
证 明 设 工 是 由 形 如 
f=) hf, heA (23) 
j=} 
的 函数 构成 的 集合 . AFT A A, 则 工 是 一 个 理想 , 因此 它 包 含 在 一 个 极 大 理想 M 
中 . 根据 第 18 章 定理 13, M 是 一 个 同 态 的 零 空 间 . 根据 定理 5, 所 有 的 同 态 形 如 
(19); 因此 极 大 理想 是 由 A 中 所 有 在 某 个 点 w 处 为 0 的 函数 构成 的 集合 . 由 于 假 
设 fj(7 = 1,…,m) 没有 公共 的 零点 , 它们 不 能 在 同一 个 理想 中 . 这 说 明 T 不 是 一 
个 理想 , 从 而 T = A. 特别 地 , f = 1 可 以 表示 成 (23) 的 形式 ; 这 证 明了 (22. O 
对 在 多 圆 盘 
Its! < 1) 
内 定义 的 、k 个 复 变 量 的 且 直 到 边界 连续 的 解析 函数 , 情形 是 类 似 的 . 定理 5 ME 
H 6 也 有 类 似 的 推广 , 证 明 也 类 似 . 


19.5 “ 开 单 位 圆 盘 内 的 解析 函数 


设 B 是 由 开 单位 圆 盘 内 的 有 界 解析 函数 构成 的 代数 . 在 范 数 
If] = sup If(z)| (24) 
F, B 是 一 个 Banach 代数 . 
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对 每 个 luw| < 1, Ein (19) 的 映射 是 B 一 C 的 一 个 同 态 ; 因此 满足 
f(w)=0, |w|<1 (25) 

的 f 构成 的 集合 是 一 个 极 大 理想 Mu. 并 非 的 所 有 极 大 理想 都 具有 这 种 形式 . 
但 是 , 下 面 的 结果 是 正确 的 . 
定理 7 形 如 (25) 的 极 大 理想 Mu 构成 的 集合 在 Gelfand 拓扑 下 是 极 大 理想 空 
间 的 一 个 稠密 子 集 . 

由 定理 2 的 证 明 过 程 中 的 分 析 知 , 定理 7 和 下 述 性 质 是 等 价 的 . 
定理 7 H fis fm EB PAA FRR YH BR: 对 |z| < 1 中 的 每 个 z， 


YG) > 1 (26) 
j=1 
sf; =1. (27) 
j=1 


定理 7 称 为 冠 定 理 . (26) > (27) 是 精巧 和 深刻 的 结果 . Lennart Carleson 利用 
函数 论 的 方法 证 明了 这 个 结果 . YE 1979 F, Toms Wolff 利用 偏 微分 方程 的 方法 给 
出 了 一 个 完全 不 同 的 证 明 ( 见 参考 文献 Koosis). 


19.6 Wiener 的 陶 伯 定理 


本 节 处 理 没有 单位 元 的 Banach 代数 . 此 时 可 以 通过 形式 地 加 入 一 个 单位 元 I 
的 方法 来 补救 , 即 若 4 是 一 个 没有 单位 元 的 Banach RR, 把 4 扩充 为 由 所 有 形 
如 AT+ MO 是 复数 , Me A) 的 元 素 构成 的 代数 L. 加 法 按照 分 量 相 加 定义 , AR 
法 满足 分 配 律 : 

(I+ N)(AI - M) = uAI 4- uM -- AN - NM. 

我 们 注意 到 A 是 L 的 一 个 极 大 理想 . 

在 扩充 后 的 代数 c 中 定义 范 数 如 下 : 

DT+ M] = DL + |M]. 

显然 , 这 个 范 数 满足 次 可 加 性 和 次 可 乘 性 , 且 单位 元 了 的 范 数 为 1. 

设 A 是 由 R 上 复数 值 的 可 积 函数 (我 们 用 小 写字 体 表示 ) 构成 的 空间 L. 对 
fg E A, 我 们 定义 f AI g 的 乘法 为 卷 积 


(f * g)(8) = f f(s — u)g(u)du. (28) 


在 积分 中 做 变量 替换 s- u= v, 得 到 卷 积 是 交换 的 . 
引 理 8 在 Li RAT, 卷 积 是 次 可 乘 的 , 即 
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If *glz: <|flolgle (29). 

证 明 假设 / 和 9 都 是 有 紧 支 撑 的 连续 函数 , 则 f *g 也 有 紧 支 撑 , 且 它 是 有 
限 和 

》 f(s - jA)ggGA)A (29") 


在 A 0 时 的 LI 极限 . 注意 到 f 与 其 平移 具有 相同 的 L 范 数 ; 因此 根据 范 数 的 
次 可 加 性 , (29°) 的 L! 范 数 以 


Ifl Y lgGA)IA (30) 
为 界 . 令 A 一 0; (29) 中 和 式 趋 于 f xg, (30) BF |flxlglri, 故 不 等 式 (29) RZ. 
LJ 


事实 上 , 上 述 证 明 对 f 的 任意 平移 不 变 的 范 数 都 适用 , 从 而 
If * gl < |fllglr, (31) 

这 里 | | 表示 R 上 函数 的 任意 平移 不 变 的 范 数 . 从 现在 开始 , 我 们 假设 本 节 中 的 范 
数 均 为 L! 范 数 . 

我 们 用 c 表示 在 L 中 形式 地 加 入 单位 元 (我 们 记 为 e) 后 得 到 的 卷 积 代数 . 
下 面 我 们 确定 L 的 所 有 极 大 理想 , 或 等 价 地 , 确定 零 空间 是 C 的 极 大 理想 的 乘 性 
Zap 卷 积 代数 C 的 一 个 极 大 理想 是 L. 对 其 他 的 乘 性 泛 函 p, 存在 L! 中 的 f 
使 得 p(f) z 0. 正规 化 f 使 得 


p(f)=1. (32) 
设 t 是 任意 实数 , 记 fi f 的 平移 : 
fels) = f(s — t). (33) 
引 理 9 在 范 数 意义 , ft Lt 的 连续 函数 ， 即 
jim lft+n — fe| = 0. (34) 


WEBB 当 了 是 有 紧 支 撑 的 连续 函数 时 , 结论 是 显然 的 ; 由 于 在 范 数 下 L 中 的 
每 个 函数 f 可 以 被 有 紧 支 撑 的 连续 函数 逼近 , 故 (34) 对 所 有 的 f 都 成 立 . 口 
现在 定义 
x(t) = p( fe). (35) 
HT p 是 连续 线性 泛 函 , 由 引 理 9, x 是 t 的 连续 函数 . 由 于 fi 的 范 数 与 t 无 关 , 故 
对 所 有 的 实数 t, x(t) "BAR, FA |f. 
wt Ar 是 两 个 实数 . 我 们 断定 
fi+rr*f = fe * fr. (36) 
为 此 , 我 们 对 左 端 应 用 卷 积 的 定义 (28): 


(fr+r * f)(s) = [re —t— r)f(s — v)dv. 
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A v—r-u, 则 上 式 变 为 
fru —t)f(s — r — u)du; 


此 即 f, « fr(s). 这 说 明 (30) 式 成 立 . 
现在 让 p 作用 在 (36) RE. 由 于 p ETR, 
P( ft+r)P(f) = p(fr)p( fr). 
根据 x 的 定义 (35) 和 正规 化 条 件 (32), x 满足 函数 方程 
x(t +r) = x(t)x(r). (37) 
我 们 已 经 证 明 x 是 连续 的 且 是 有 界 的 ; 根据 分 析 中 一 个 众所周知 的 结果 , (37) 的 所 
有 解 是 纯 虚 指数 函数 : 
x(t) =e, EER. (38) 
CARES p 在 f 以 及 f 的 平移 上 的 作用 , 我 们 想 确 定 它 在 C 中 所 有 9 上 的 
作用 . 首先 注意 到 由 于 p 是 连续 的 且 p(f) 40, p 在 以 f 为 心 的 一 个 半径 充分 小 的 
RATA 0. 由 于 /在 范 数 下 可 以 用 有 紧 支 撑 的 连续 函数 任意 逼近 , 存在 有 紧 支 撑 
的 连续 函数 使 得 p 在 其 上 的 作用 不 为 0. 这 说 明 我 们 可 以 取 f 是 有 紧 支 撑 的 连续 
函数 . 
设 g 是 具有 紧 支 撑 的 任意 连续 函数 , 则 和 式 (29) Æ L 范 数 下 收敛 到 fg. 
利用 记号 (33), 我 们 把 (29) 重新 写 为 


X fA)gGA)A. (39) 
让 p 作用 到 上 面 的 和 式 上 , 我 们 得 到 plf» g) 的 如 下 逼近 : 
De AgljA)A. (40) 
当 A 一 0 时 , (40) 趋 于 
ae) = | e*atoydv, (41) 


即 它 趋 于 与 g 的 Fourier 变换 相差 一 个 因子 1/V 的 函数 . 由 于 (39) BF fg H 
p 是 连续 的 , 故 plf *9) = g(E). 由 于 p 是 可 乘 的 且 p(f) = 1, 故 对 所 有 的 具有 紧 支 
撑 的 连续 函数 g, 
p(f * g) = P(g) = 9(£). (42) 

由 于 p 和 在 € 点 的 Fourier 变换 都 是 9 的 连续 函数 , (42) 对 L^ 中 所 有 的 g RL. 
我 们 总 结 为 如 下 定理 . 
定理 10 PRA C 上 的 每 个 乘法 线性 泛 函 都 形 如 (42) A, TBE 是 某 个 实数 . 
相反 地 , SHER ECR, (42) AEXT C 上 的 一 个 乘法 线性 泛 函 . 

证 了 明 上面 已 经 证 明了 第 一 部 分 . 第 二 部 分 重新 解释 了 fg 的 Fourier 变换 
Æ f Wig 的 Fourier 变换 的 通常 的 乘积 这 一 众所周知 的 事实 ， 

fxg = fg. 
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定理 11 (Wiener) Kf R i D HH, HH Fourier 变换 FE) 对 任意 的 € 
RAO, 则 f 的 平移 张 成 了 整个 Li, 即 任意 的 L RRA f 的 平移 的 线性 组 
合 在 L 范 数 下 通 近 . 
注 1 f 非 零 这 一 条 件 是 必要 的 , 因为 若 f 在 7 点 为 0, 则 f. 的 任意 平移 、 它 们 的 
线性 组 合 以 及 它们 的 L^ 极限 的 Fourier 变换 在 n 处 都 为 0. 

ER pg 是 有 紧 支 撑 的 连续 函数 时 , fg 是 f 的 平移 的 线性 组 合 29) 的 
L! 极限 . 由 引 理 8, 对 任意 的 gezZ fxg 是 f ga HL TRIB, 这 里 m 是 在 L 
范 数 下 收敛 到 o 的 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 列 . 因此 , 为 证 明定 理 , 我 们 只 需 证 明 函 
数 fx glg € L') 构成 的 空间 在 L 中 是 稠密 的 . 口 


引 理 12 ik f de XE 11, m X L! ~H BHR, 其 Fourier Am AERA, MA 
在 gEL 使 得 

m= f zg. (43) 
注意 到 Fourier 变换 具有 紧 支 撑 的 L! 函数 在 LO 中 稠密 ; 因此 由 引 理 12 可 知 定理 
11 成 立 . 


习题 3 证 明 Fourier 变换 具有 紧 支撑 的 L1 函数 m 构成 的 集合 在 L PAR. 


引 理 12 的 证 明 选择 一 个 充分 大 的 紧 区 间 I 使 得 它 包含 m 的 支撑 . TEL 
中 一 个 辅助 函数 h 使 得 其 Fourier 变换 是 实 的 而 且 


n 1, I.E, 
woed r, s (44 
定义 f° 为 f SER, 即 
f*(s) = f(-3). (45) 
众所周知 f BJJtUER Fourier 变换 是 f 的 Fourier PRN BIEM: 
fee) = FE). (45’) 


设 L 是 在 L! 中 形式 的 加 入 单位 元 e 后 得 到 的 Banach 代数 . BAM e 为 广义 
函数 理论 中 的 Dirac 测度 5( 见 附录 B). C 中 的 元 素 形 如 
Ae+k, kell, AEC. 
显然 , 泛 函 po(Ae +k) = 入 是 可 乘 的 . 由 定理 10, 其 他 的 乘法 线性 泛 函 均 形 如 
pike +k) =A+k(E), EER. 
特别 地 , ITCH e- h+ fx fe. HE, pole- h+ f> f°) =1, 此 非 零 . 对 其 他 的 p, 
p(e -h- fx f?) 2 1- h |f}. (46) 
由 (44) 和 f 非 零 可 知 , 对 所 有 的 上, (46) EIER. Le — he fx fo 不 属于 任意 乘法 
线性 泛 函 的 零 空 间 中 . 
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我 们 断定 e—h+ fx fe 在 C PRAWN; 这 是 因为 ,根据 第 18 章 定理 3, Banach 
代数 中 的 元 素 是 可 逆 的 , 当 且 仅 当 它 不 属于 任何 乘法 线性 泛 函 的 零 空 间 . 

BaRMme-h+fxf RX: 

(e— hc f*f*)*d-e. 
FEKKARARILRY m: 
(e —h-- f * f?) d*m — m. (47) 
我 们 断定 (e — h) « m 为 0; 为 此 , 我 们 视 e A Dirac 的 6 分 布 . (e — h) « m 的 Fourier 
变换 是 (1 — h)m, 参考 附录 B.5. 根据 构造 (44), 1 一 hh 在 I 上 为 0 而 元 在 了 的 余 集 
上 为 0. 这 证 明了 在 广义 函数 意义 下 (e— h) «m 的 Fourier 变换 是 0; 因此 (e—h)*m 
为 0. 代入 (47) 得 到 
f*f*demom; 


取 g = f^ «dm, 这 正 是 所 要 证 明 的 关系 式 (43). 口 


现在 我 们 给 出 定理 11 的 一 个 应 用 . 
设 见 是 到 上 一 个 有 界 函 数 , 当 s BT oo 时 有 极限 : 


Jim n(s) — a. (48) 
设 f 是 一 个 正规 化 的 L! 函数 : 
I Fiesi. (49) 
于 是 由 (48) 和 (49) 易 知 
lim (f * n)(s) — a. (50) 


问题 : 是 否 能 由 (50) 推出 (48)? 这 样 的 一 个 结果 称 为 陶 伯 定理 . 
定理 13 n X R E—4A45 I-A, f 是 在 (49) 意义 下 正规 化 的 L! BHM. 假设 
(50) 成 立 , 即 当 s 趋 于 o 时 , f 和 的 卷 积 趋 于 数 a. 假设 f 的 Fourier 变换 处 处 
不 为 0, 则 n(s) 依 平 均值 趋 于 a, 即 对 每 个 数 d, 


Jim 了 L n(u)du = a. (51) 
HERA 由 (50), 对 任意 的 了 
Jim (ft * n)(s) = a. (50^) 
取 (50^) 的 线性 组 合 , 对 每 个 
hz cf, (52) 
得 
Jim (h x n)(s) = a), c; = a | hau, (53) 


显然 , Ah 是 形 如 (52) 的 函数 列 的 L! 极限 , (50) 也 成 立 . 
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车 f 的 Fourier 变换 处 处 不 为 0, 则 由 定理 11, (53) 对 所 有 的 LI 中 的 h 成 立 . 
特别 地 , 取 


hic | x XN is (54) 


对 此 h, (53) 化 为 (51). 口 


注 2 (51) 不 是 (48) 但 是 它们 已 经 相当 接近 . 例如 , Hn E R, 上 是 一 臻 连续 的 ， 
则 由 (51) 可 以 推出 (48). 


习题 4 假设 n EAE C, 即 
sup n(u) -n(v) (55) 


yu F oo 时 趋 于 0. 证 明 册 (51) 和 (55) 可 以 推出 (48). 
注 记 Wiener 利用 他 的 陶 伯 定理 证 明了 素数 定理 


习题 5 设 f 是 民 上 的 L? BK. LAS 的 平移 张 成 了 L? 当 且 仅 当 三 在 一 个 具 
有 正 Lebesgue 测度 的 集合 上 不 为 0. 


注 3 A. Beuring 证 明了 : # 属于 所 有 的 L?(1 <p) A f 在 一 个 具有 正 Lebesgue 
测度 a(0 < o < 1) 的 集合 上 为 0, 则 对 p < 2/(2 — o), f 的 平移 不 能 张 成 整个 IP. 


19.7 ”交换 的 B* 代数 


Gelfand 理论 对 研究 复 Hilbert 空间 上 的 算 子 构成 的 交换 代数 特别 有 用 . 在 第 
15 章 中 我 们 引入 了 Banach 空间 X 上 得 有 界线 性 算 子 A 的 转 置 的 概念 . 当 A 为 
复 Hilbert 空间 H 上 的 算 子 时 , CHR, 称 为 伴随 , wA A: H — H. X} H 
中 任意 的 z,y, 有 
(Az, y) = (x, A"). (56) 
每 个 有 界 算 子 A 都 有 一 个 伴随 4*; 下 面 的 代数 性 质 由 定义 直接 可 得 : 
(A + B = A* + B', (kA) - kA', 
A** = A, (AB)* = B' A’. (57) 
我 们 把 4 HAF ERICA || All. 
定理 14 KH X Hilbert 空间 , A: H — H XJ EXE RAT, 则 
I| AI] = 1A* II, (58) 
|| A* A]| = || All’. (59) 
WEBB 在 (56) 两 边 取 绝对 值 并 对 所 有 单位 长 度 的 z,y(||zl| = ||yl| = 1) REH 
界 . 在 左 端 首 先 对 y 取 上 确 界 再 对 z RERI; 得 到 A 再 右 端 按 相反 的 顺序 取 
上 确 界 , 得 到 || A*|; 这 证 明了 (58). 
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为 证 (59), 在 (56) "HEX y = Az; 由 Schwarz TER, 
|| Az||? < llziliLA* Azl| < ilzil^ 1| A" All. 
对 所 有 单位 向 量 z 取 上 确 界 , || All? < IAA. BIXHISETER (58), ||A* Al] < 
Ar all < AIP, 因此 (59) 成 立 . 口 


定义 ”具有 性 质 (57), (58) 和 (59) 的 « 运算 的 完备 赋 范 代数 称 为 8B* 代数 . 

B* 代数 中 的 元 素 4 称 为 是 自 伴 的 , WE A = A. BRARK AHH, MR 
B* = —B. 
定理 15 

(i) SRB 代数 的 自 伴 元 A 的 谱 是 实 的 ， 

(i) RAK B 的 谱 是 虚数 . 

WEBB ”根据 Gelfand 理论 , A 的 谱 集 为 (p(A): p 是 任意 的 乘法 线性 泛 函 }. 我 
们 断定 车 A 是 自 伴 的 , 则 p(A) 是 实 的 . 为 此 , id 


p(A)=a+ib. (60) 
设 t 是 任意 实数 ; 令 T= 4+itI 则 T*=4-itI 且 
T’T=A’+PLI (61) 
由 (60), p(T) — a -- i(b +t), U 
Ip( ID)? = a? + (b + t)?. (62) 
根据 第 18 章 定理 1, 每 个 乘法 线性 泛 函 是 一 个 压缩 : 
lp(T)|? < |ITIP?. (63) 


在 左 端 利用 (62), 右 端 利用 (59) 和 (61), 由 (63) 我 们 得 到 
a? + (b - t < IIT *T|| < || AI? +t. 
dE b 4 0, WA b [RIS SITE ATTI t, 这 明显 是 错误 的 . 故 5 = 0; 这 证 明了 定理 15(1). 


车 B 是 反 自 伴 的 , 则 由 (57) MiB 是 自 伴 的 . & (ii) 由 (i) 可 得 . " 
定理 16 交换 B" AXGK BRAGA ALEGRE GA p 满足 
p(T *) = p(T). (64) 
证 明 EL A FI BA 
A- LUI, B- 一 一 . (65) 


H (57), A* = A, B'--B. ÆT Ru T * 分 解 为 
T=A+B, T*=A-B. 


由 于 p 是 线性 的 ， 
p(T) = p(A) + p(B), p(T ") = p(A) - p(B). (66) 
根据 定理 15, p( A) 是 实数 而 p(B) 是 虚数 ; 因此 由 (66) 可 得 (64). g 


定理 17 对 交换 B" 代数 中 的 每 个 了 ， 
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IT| = |o(T)]. (67) 
证 明 “我 们 首先 证 明 对 代数 中 的 自 伴 元 A, (67) 成 立 . 4 A* = A 时 , (59) Æ 
成 


1A?]] = 4 (68) 
由 (57) 知 若 4 是 自 伴 的 , 则 A 的 任意 宕 也 是 自 伴 的 ; 因此 由 (68) 知 
|| A7?"|| = || A"I[?. 
依次 对 n = 1,2,4,8,…,2* = m 应 用 此 等 式 并 结合 这 些 等 式 , 我 们 得 到 
|A™|| = || All”: 


取 m 次 根 , 我 们 断言 
jim || A"|/* = || Al], m=2*. (69) 
根据 第 17 章 定理 4, (69) 左 端 极限 等 于 A 的 谱 半 径 ; 这 对 自 伴 的 全 = A 证 明了 
(67). 
下 面 考虑 任意 的 T. 由 (64), 对 任意 的 乘法 线性 泛 函 p, 


p(T *T) = p(T *)p(T) = |p(T)|?. (70) 
由 于 o(T) 中 每 个 点 形 如 p(T), 由 (70) 4n TT 的 谱 半 径 是 工 的 谱 半 径 的 平方 : 
lc(T *T)| = |o(T)/’. (71) 
根据 (57), T "T 是 自 伴 的 ; 由 于 我 们 在 对 称 的 情形 已 经 证 明了 (67), 故 
IIT “T| = |o(T *T)|. (72) 


此 式 与 (71) 结合 给 出 
IIT *T|| = lo(r). 
由 (59), ||T *r|| = ||T|?; 这 证 明了 对 所 有 的 T, (67) 成 立 . 口 


注 记 ”为 了 导出 19.7 节 中 的 结果 , Gelfand 发 展 了 交换 Banach 代数 理论 . Banach 
代数 理论 在 Wiener 定理 上 的 应 用 是 人 们 后 来 才 想 到 的 . 


历史 注 记 ” 陶 伯 定理 是 Hardy 和 Littlewood 以 奥地利 数学 家 Alfred Tauber(1866— 
1942) 的 名 字 命 名 的 , Tauber 在 1897 年 写 了 这 方面 的 第 一 篇 论文 . 他 的 主要 贡献 
是 精算 科学 . 1942 F, 他 被 关押 到 了 Theresienstadt RPE. 
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第 20 章 ” 算 子 及 其 谱 的 例子 


设 X 是 Banach 空间 , LC(X,X) Ë X 上 的 所 有 有 界线 性 映射 构成 的 Banach 
代数 . 在 本 章 中 , 我 们 讨论 并 阐述 LX, X) 中 的 线性 算 子 的 谱 理 论 . 


20.1 JE Bh 5j 


首先 考虑 c(X, X) 中 线性 算 子 M 的 可 逆 性 . 根据 定义 , M 是 可 道 的 , SEN 
当 它 把 x 一 对 一 地 映 到 x 上 . 根据 闭 图 象 定 理 ，M 的 逆 是 有 界 的 (参考 第 15 3€ 
定理 11). 因此 只 有 两 种 情况 使 得 M 不 是 可 道 的 : 

(a) M 不 是 一 对 一 的 ; 

(b) M 不 是 映 上 的 . 

由 此 可 知 , 车 两 个 线性 映射 M 和 K 的 乘积 MK 是 可 逆 的 , 则 K 是 一 对 一 的 ， 
M 是 映 上 的 . 车 M 和 K 交换 , BI MK = KM, 则 由 乘积 的 可 道 性 得 到 KK 和 M 
都 是 一 对 一 的 和 映 上 的 , 因此 M 和 K BETEN. 

在 第 17 章 定理 2 中 我 们 看 到 , 若 Banach 代数 中 的 元 素 K LAV, 则 当 
|A| < rex 时 , 元 素 K- A JERDE BIS. 对 线性 映射 我 们 有 如 下 另外 的 结果 . 
定理 1 设 久 是 Banach ži, K: X >X 是 到 上 的 有 界线 性 映射 , 则 形 如 


K-A, 14| < se，E 充 分 小 (1) 
的 映射 也 是 映 上 的 映射 . 
证 明 由 第 15 章 定理 9, 存在 常数 上 使 得 Vz c X, 存在 z c X 满足 
Kr=z, |zZl < klzl. (2) 


我 们 现在 断定 若 线性 映射 A: X — X 的 范 数 |4| < 1/k, W K- A dE X RB) X 
E, 而 且 对 任意 的 u, FE z 使 得 


(K-A)z=u, |z|& Hal (3) 
a EFFY {xn} 的 极限 , {rn} 可 以 递归 地 定义 如 下 : 
Kr. = Arm +u, To — 0. (4) 


根据 (2), 对 n = 1, 方程 (4) AR mi, H zl 满足 |z1| < klul. 对 n > 1, 我 们 对 两 个 
相 邻 的 方程 (4) 相 减 构造 +: 

K(2n41 — In) = Alta - In-ı)- (5) 
由 (2), (5) 的 解 (zn+l — En) 满足 


20.1 "T i$ mH 185 


Izn41 — Zn| € kl Al|zn — Zn-ıl- (5°) 
HF k[A| < 1, 由 (5) 可 知 序列 {zn} 收敛 . 在 (4) PE n 一 oo, 得 到 x = lima, 
满足 (3). 由 于 zo = 0, z = > 0 (Zn+1 — In); 


el < > lanrı — zal < I "(KIAD" Imi < k/Q — kl Al)lul, 
这 正 是 (3) 式 所 要 证 明 的 . D 


在 第 17 BH, 我 们 定义 有 界线 性 映射 M 的 谱 o(M) 是 使 得 A- M 不 可 逆 的 
所 有 复数 入 构成 的 集合 . 
定理 2 设 M:X 一 叉 是 一 个 有 界线 性 算 子 . XEM 的 谱 的 边界 点 , 则 A- M 
的 值 域 不 是 整个 X. 

WA 由 于 入 是 (MI) 的 边界 点 , 在 M 的 预 解 集中 存在 点 列 {An} 以 入 AR 
限 . 根据 第 17 章 定 理 3 的 推论 3, 对 《Ce p(M), 

I(¢ — M)! 216- Al". (6) 

这 意味 着 存在 依赖 于 的 u 使 得 (¢ — Mu = zx 而且 


((-M)r=u, lzl> zc (7) 
在 定理 1 中 取 KK 二 入 _ M, 4 = (OL 车 定理 2 结论 不 成 立 , 即 K —A- M 的 
值 域 是 整个 X, 则 我 们 取 C = An 与 和 充分 接近 使 得 |4| = | 和 — Cl 充分 小 从 而 使 
(K 一 A)z = u 有 范 数 满足 (3) 的 解 x. 但 是 由 (7), 
(K— A): = ((- Mz =u 


的 唯一 解 z 的 范 数 |z| 与 lu| 相 比 是 很 大 的 , 这 是 一 个 直接 矛盾 = 
定理 3 设 M:X 一 X 是 一 个 有 界线 性 映射 , MX o X AMSER, N 
e(M") = e(M). (8) 


WEBB ”证 明基 于 以 下 简单 事实 : K: X o X RGUJXSBMBQMHCMBR 
K':X'— X' AWN. 事实 上 , HK AWW, 则 它 有 逆 L: 
KL=LIK=1 (9) 
取 转 置 得 
L'K = KLU =T. (9) 
这 说 明 L' 是 K Bu. 4 x ARN, KHK 的 关系 是 对 称 的 , 这 就 完成 了 证 明 . 
+ X 非 自 反 时 , 我 们 需要 另外 的 论证 . 假设 K EWA, U (9) 成 立 , 故 取 转 置 
得 到 
K"L" = L"K" = Yr. (9") 
由 于 K” 和 7” 在 关上 的 限制 分 别 是 KA I H (9”), K 的 零 空间 是 平凡 的 . 
故 K 是 一 对 一 的 ; 根据 (9") 知 L" 在 K 的 值 域 上 的 限制 是 K MX. 由 于 LJ 
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连续 映射 , 故 K 的 值 域 是 闭 的 . 我 们 断定 K 的 值 域 是 整个 X, 若 不 是 这 样 , 则 根据 
Hahn-Banach 定理 , 存在 线性 泛 范 《地 0,L 限制 在 RK 为 0, 但 是 根据 第 15 章 定理 
5, 这 样 的 4 属于 K 的 零 空 间 . 由 于 假设 KU 是 可 逆 的 , 故 这 不 可 能 . 

在 上 述 结论 中 取 K =A- M 即 得 定理 3. 口 


推论 1 EM X Hilbert Zi) H 4) H 8&9 JR LPE BRA, M 是 其 伴随 . 则 
c(M") = o(M). 


习题 1 证 明 推 论 1. 


本 章 开始 的 讨论 说 明 和 可 以 通过 下 面 的 两 种 途径 进入 映射 M BS: 

(a) AI- M) EX 中 的 零 空 间 是 非 平凡 的 ; 

(b) (AI- M) 的 值 域 是 X 的 真子 空间 . 

M- M 的 零 空间 中 的 非 零 向 量 称 为 M 的 特征 向 量 . 由 于 在 无 限 维 空间 中 当 
(a) 不 成 立时 (b) 也 可 能 成 立 , 所 以 M 的 谱 中 的 点 和 未 必 就 是 M 的 特征 值 . 这 就 
是 为 什么 与 在 有 限 维 的 情形 相 比 , 特征 向 量 在 线性 算 子 的 一 般 理论 中 所 起 作用 不 那 
么 突出 的 原因 . 正如 我 们 将 会 在 下 面 的 例子 和 在 紧 算 子 一 章 中 将 会 看 到 的 , 特征 值 
也 起 一 定 的 作用 . 

下 面 我 们 给 出 一 些 例子 . 


20.2 移 位 


设 
X =f = {z= (ao, a1,-**) 3 la; < oo.) (10) 
在 X 上 定义 右 移 位 RAAB LARA 
Rz —(0,29,01,;::), La = (a1,a2,.…). (11) 


显然 , LR=LRLAL 因此 L RABAT. 简单 的 计算 说 明 , RAL AAR 
H. 
R=L R-L. (12) 
定理 4 尺 和 工 的 谱 为 单位 圆 盘 {ACC: x1) 
证 明 EA, 工 是 一 个 压缩 , BP ||Lzl| < iell FEE x 使 得 等 式 成 立 , 故 
|| Z|| = 1, 类 似 地 , 对 任意 的 正 整 数 n, |L = 1. 因此 
lim || L^||'/^ = 1, (13) 
根据 第 17 HEH A, 工 的 谱 半 径 等 于 1. RUHE [C] > 1, 则 (不 属于 工 的 谱 . 
下 面 我 们 求 出 L 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 假 设 Lx = Ac; HEM, 这 意味 着 
(al a2,…') = A(ao, a1, a2, : - *), 由 此 推出 
Gn = À”a0, n= 1,2, (14) 
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由 于 z 属于 02, Y^ lanl? < 00; (14) 式 成 立 当 且 仅 当 [A] < 1. 因此 L 的 特征 值 是 所 
有 的 |A| < 1 的 复数 入 . L 的 所 有 特征 值 都 属于 c(L); 由 于 谱 是 财 的 , 单位 圆 盘 中 的 


所 有 入 都 属于 o(L). 
由 于 RR 和 工 互 为 伴随 , 根据 定理 3 TA o(R) = o(L); 由 此 及 上 面 的 两 个 结 
论 知 定理 4 成 立 . 口 


习题 2 证 明 RARE. 


习题 3 ”证明 当 作用 在 空间 P (1<p<o0) LH, RAL WHER MR (ACC: 
A < 1}. 


20.3 Volterra 积分 算 子 


HX=C01,V:X-X 是 积分 算 子 : Yz cX, 
(vz)(s) = | z(r)dr. (15) 


定理 5 C[0,1] 上 的 算 子 V 的 谱 由 单个 点 入 = 0 构成 . 

证 明 ”利用 分 部 积分 , 由 归纳 法 可 以 证 明 V^ 由 下 面 公式 给 出 : 

(V"x)(s) = am (s —r)"—*2(r)dr. (15/) 
Vs € [0, 1], 
| V"^z(s)| < n : «mj (s — r)"|z|dr < zl 
WM Va € C[0, 1], | Væ] < |z|/n!, pe IV"^| < 1/n!. 由 此 可 知 
lim | Vj» = 
根据 第 17 章 定理 4, V 的 谱 半径 为 0. NEE 这 证 明了 定理 5 0 


例 1 EX =L, {A 是 给 定 的 一 个 有 界 复数 列 . 对 由 (10) 给 出 的 zx, 定义 
Mz = (Aoao, Ma1,. ,Anan,.*). (16) 


习题 4 证 明 由 (16) 定义 的 线性 算 子 1M 的 谱 是 集合 (An) AR. 


习题 5 KX=P(<p<o, RM:X +X H (16) 式 定义 . H (M) ZH 
4 {An} 的 闭 包 . 


3o 假设 积分 算 子 , 
Kf(s) = f K (s, t) f (tat (17) 
的 核 K(s,t) Æ t< s 时 是 st 的 连续 函数 . 
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(a) EA KM C(O, 1] RB C[0,1] £. 
(b) ER K 的 谱 由 单 点 0 构成 ， 


形 如 (17) 的 算 子 称 为 Volterra HF, 它 是 以 首先 研究 这 类 算 子 的 数学 家 Vito 
Volterra 的 名 字 命 名 的 . 


20.4 Fourier 变换 


设 FRIR Fourier BR: 
(Ff)(u) = = | feas = Fu). 


根据 Fourier 变换 理论 ( 见 附录 B), F 是 把 LR) RB) L?(R) ERSHRSG RU TER 
射 , 其 逆 由 


1 fi —iru 
f(t) = ne / f(u)e-i"*du 
给 出 . 以 —z 替换 LE 


fz) = = J f(u)e*"du. 
用 RR 表示 映射 f(z) f(—z), 由 上 面 的 公式 知 F = R. AF R^-rk 
F-I. 
由 谱 映 射 定 理 , FF 的 谱 包 含 在 由 1 的 四 次 根 : +1, +i 构成 的 集合 里 . 


习题 7 (a) 证 明 F ew p(z)e-*/?(p 是 次 数 入 的 多 项 式 ) 构成 的 空间 映 到 
自身 里 . 


(b) 证 明 F AWA p(z)e-*/? 的 特征 函数 . 
(c) 证 明 (b) 中 的 特征 函数 张 成 了 整个 LR). (RK: 参看 9.1 节 ). 
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紧 映 射 的 概念 和 性 质 像 “ 面 包 ” 和 “黄油 ”一 样 , 在 泛 函 分 析 中 是 必 不 可 少 
的 . 

如 果 完 备 度量 空间 的 子 集 5 的 闭 包 是 紧 集 , 则 称 5 是 准 紧 的 . 以 下 是 判断 准 
紧 性 的 两 个 有 用 准则 : 

(a) S 是 准 紧 的 , SHENA S 中 的 每 个 点 列 包 含 一 个 Cauchy 子 列 ; 

(b) S 是 准 紧 的 , 当 且 仅 当 对 任意 c > 0, S 可 以 被 有 限 个 半径 为 s MERA. 

下 面 我 们 考虑 Banach 空间 中 的 准 紧 子 集 . 下 面 的 性 质 由 (a) 和 (b) 容易 推出 . 

(c) 2$ Cl 和 C; 是 Banach 空间 X 的 准 紧 子 集 , 则 Ci + Cz 是 准 紧 的 . 

(d) 若 C 是 Banach 空间 的 准 紧 子 集 , 则 C 的 凸 包 也 是 准 紧 的 . 

(e) Æ C 是 Banach 空间 X 的 准 紧 子 集 , M 是 X 到 Banach 空间 U 的 有 界线 
性 映射 , WW MC 是 U 的 准 紧 子 集 . 


习题 1 证 明 结 论 (c), (d) 和 (e). 
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EX WX MU 是 Banach 空间 , C: X — U 是 一 个 线性 映射 . 如果 X 中 单位 
球 B 的 象 CB EU 中 是 准 紧 的 , Wi C 是 紧 映 射 . 
定理 1 
(i) 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 两 个 紧 映 射 的 和 还 是 紧 的 . 
(ii) 紧 映 射 的 常数 倍 是 紧 的 . 
(ii) 设 Y 是 Banach 空间 , M:U => V AARAA, C: XU 是 紧 的 ， 
则 乘积 MC:XoVv REM. 
(iv) X Z X Banach Zi], N: Z ^ X 是 有 界线 性 映射 , C: XU 是 紧 的 ， 
则 CN:Z 一 U 是 紧 的 . 
(v) 设 C4: X =~ U 是 一 列 紧 映 射 , Cn 一 致 收敛 到 C: 
lim |Cn — C| = 0, (1) 
则 C 是 紧 的 . 
证 明 设 Cl 和 C2 是 XX 一 U 的 两 个 紧 映 射 ; 这 意味 着 X 中 单位 球 B 的 
象 C1B = Cl 和 C2B = Co KERN. 根据 上 面 的 (c), Ci + Co 是 准 紧 的 . 由 于 
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(C; + C2)(B) 包含 在 C1B + C2B HHERENTRRERMN, (i) 成 立 . 

(ii) 是 (iii) 的 特殊 情况 . (ui) 由 准 紧 集 的 性 质 (e) 可 得 . 

(iv) 由 于 有 界 映射 N 把 2 的 单位 球 映 到 X 中 的 某 个 球 内 , 故 CNB 是 准 紧 
的 . 

(v) 任 给 e > 0, 选择 充分 大 的 n 使 得 |C,, - C| < e. 由 于 Cr, 是 紧 映 射 , CnB 
可 以 被 有 限 个 半径 为 <s 的 球 覆 盖 ; 于 是 CB 被 相同 中 心 的 半径 为 2e 的 有 限 个 开 球 
nu. 口 


假设 U = X; 在 代数 的 语言 下 , 定理 1 说 明 紧 映射 构成 了 LX) 的 一 个 闭 双 边 
理想 . 根据 Calkin 的 一 个 定理 , 当 X 是 Hilbert 空间 时 , 这 是 L(X) 的 唯一 的 闭 双 
边 理想 . 
定理 2 i X fe U X Banach 空间 ,C:X 一 U 是 紧 线 性 映射 . RY X X 的 一 
个 闭 子 空间 ,V ACY AU PS ME. 

(i) C 在 Y 上 的 限制 是 Y 到 VV 的 一 个 紧 映 射 . 

(ii) 假设 U = X 且 闭 子 空间 Y AC 下 不 变 , 即 C 把 Y RAY A, R 
C:X/Y 一 X/Y 是 紧 的 . 

WEBB ER, (i) 成 立 ; 考虑 到 商 空间 的 范 数 的 定义 , (ii) 也 是 显然 的 . 口 


习题 2 证 明 退 化 的 有 界线 性 映射 D(H dimRp < oo) 是 紧 的 . 


在 本 章 余下 的 部 分 我 们 给 出 由 F. Riesz 得 出 的 紧 算 子 的 理论 . 首先 重新 叙述 第 
5 章 关 于 赋 范 线性 空间 的 几何 的 引 理 7. 这 个 引 理 将 会 被 多 次 用 到 . 
引 理 3 设 久 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,Y ZX 的 一 个 真 闭 子 空间 , MAA cE X, 
使 得 
|z| 51 卫 d(z,Y) = inf |z - yl > 2 (2) 
在 第 5 章 中 , 此 引 理 被 用 来 证 明 赋 范 线 性 空间 的 单位 球 是 紧 的 当 且 仅 当 空间 
是 有 限 维 的 . 在 这 里 , 我 们 用 此 引 理 来 研究 从 Banach 空间 X 到 自身 的 紧 映 射 C. 
下 面 三 个 定理 是 关于 紧 映 射 的 基本 结果 . 
定理 4 jk X X Banach ZiH,C:X— X X —^MK ak; I: X 5 X 是 恒 等 映 射 ; 
并 设 
T-I-C. (3) 
(i) 了 的 零 空间 Nr 是 有 限 维 的 . 
(i) 用 Ni 表示 T? 的 零 空间 ， 
N; = Nr,. (4) 
则 存在 整数 i, 使 得 
Vk»i, Ne= Ni. (5) 


21.1 紧 映 射 的 基本 性 质 191 


(ui) T ER Rr LAH. 

证 明 (i) 根据 全 的 定义 (3), Æ y = Cy, M y € Nr. 由 于 假设 C 是 紧 的 , 故 
Nz 中 的 单位 球 是 准 紧 的 . 根据 第 5 章 定理 6, Nr 是 有 限 维 的 . 

(ii) 假设 (5) 对 所 有 的 i 都 不 成 立 , 即 对 所 有 的 i Ni 是 Ni 的 一 个 真子 集 . 
根据 引 理 3, 对 每 个 i, 存在 向 量 % 使 得 


1 
yi E Ni, |yil= 1, dy,Ni-ı) > 7 (6) 
HR m< n; A TREX (3), 
Cyn — Cym = Yn — Tyn — Ym + Tym. (7) 


右 端 最 后 3 项 在 NS. P, HH (6), 它们 的 和 到 y, 距离 至 少 是 I. WEHT 
[Cyn — Cym| > 1. 显然 , 序列 {Cyn} 没有 Cauchy FH). 由 于 lyn] = 1, 这 与 C 的 
KETE. 

(iii) 我 们 只 需 证 明 : 3$ {yn} 是 Rr 中 的 收敛 点 列 ， 


lim yk = y, yk = Tex, (8) 
则 它们 的 极限 y 也 属于 Rr. 用 dy 表示 zk 到 Nr WEN: 
dy = inf |x, — z]. (9) 
zENT 


我 们 断定 数列 (d, 是 有 界 的 . BEL, 我 们 可 以 在 Nr 中 选取 ze 使 得 wi = zk 一 zx 
满足 


lux | = [zk 一 Zk | < 2d,. (9^) 
显然 , HF Tz, = 0, 
Tw, = Tx, — Tz, = yk. (10) 
假设 dy 无 界 . 由 (8) 知 lyd 是 有 界 的 , 我 们 用 di 除 以 (10) RASI 
Wk — Yk 
tI E — 0. (11) 


4 uy = wy/dy. 由 (9’) 知 lux| < 2. 由 (11) A T HEX (3), ue — Cup — 0. tH 
CT C 是 紧 的 , {Cur} 有 一 个 收敛 子 列 ; 于 是 {up} 也 有 一 个 收敛 子 列 (不 妨 仍 记 为 
{ur}): 
Uk — U. (12) 
因为 TERN, 由 (11), lim Tu, = Tu = 0, B u AF Nr. 另 一 方面 , 由 (9) 
知 , 对 所 有 的 z € Nr, |wk 一 2| > dy. RU dy 并 利用 ui = wk/dr, 我 们 断定 对 所 有 
的 ze Nr, luk- z| 2 1. 由 于 可 以 取 z= u 这 与 (12) 矛盾 从 而 证 明了 数列 (d) 
是 有 界 的 . 
根据 T 的 定义 (3), 由 (10) 和 (8) 得 ， 
wk — Cw. = yk y. (13) 
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由 (9^) 和 dy 的 有 界 性 , (wi) EAA H. 于 是 根据 C HRIH, {Cw} 有 一 个 收敛 
FF. 由 (13), wk 的 同一 个 子 序列 也 收敛 到 极限 w, 且 由 于 T EEEH, 

w — Cw = Tw =y. 
这 证 明了 了 的 值 域 是 闭 的 . 口 


下 一 个 结果 说 明 对 紧 映 射 C, T- I- C 的 值 域 的 余 维 数 有 限 且 等 于 T 的 零 
空间 的 维 数 . 注意 到 在 第 2 Ep, 我 们 将 映射 T 的 指标 定义 为 二 者 的 差 , 故此 结 
果 用 指标 的 语言 可 叙述 为 如 下 定理 . 
定理 5 ik X X Banach ZH,C:X X &—^ KRH, 则 T=I-C 满足 


ind T = dimNr — codimRr = 0. (14) 
证 明 首先 考虑 Nr 是 平凡 的 情形 : 
dim NT = 0. (15) 


因此 只 需 证 明 codimRy = 0, 此 意味 着 Rr = X. HARRIE, NM Rr = N EX 
的 一 个 真子 空间 . 由 (15), 全 是 一 对 一 的 , 从 而 TX; = X» 是 Xi 的 真子 空间 , E 
X Xr = TX. 类 似 地 证 明 X > Xi > X2 5, 且 所 有 的 包含 都 是 真 包含 

根据 定理 4 (ii), T 的 值 域 X, 是 闭 的 . 我 们 断定 每 个 子 空间 X, 是 闭 的 . 事 
X b, x, 是 T 的 值 域 且 T = (1- C = 14+ Y C3 ($). 根据 定理 1， 
SEN (F) e? 是 一 个 紧 算 子 . 由 定理 4, x, 是 闭 的 . 现在 应 用 引 理 3; 我 们 可 以 
选择 Xi 中 的 zk 使 得 


lead. diést(ép You) 5 (16) 
设 m Al n 是 两 个 不 同 的 指标 , m < n, WAH 工 的 定义 (3), 


Cam — Crn = Im — TIm — Tn + Trn. 
右 端 最 后 3 项 属于 Xm; 因此 根据 (16), | Cam — Czn| > 1. 这 与 假设 C 把 单位 
球 映 为 准 紧 集 矛 盾 , 从 而 在 假设 (15) 下 证 明了 (14). 
现在 再 考虑 T 的 零 空 间 非 平凡 的 情形 . 根据 定理 4, 存在 指标 i, 使 得 
Niy = Ni (17) 
这 里 Ni 由 公式 (4) 定义 . 由 定义 , N = Ni 是 的 一 个 不 变 子 空间 , 因此 也 是 C 
的 一 个 不 变 子 空间 . 故我 们 可 以 应 用 定理 2 (ii) 并 断定 C : X/N 一 X/N 是 紧 映 射 . 
我 们 断定 T: X/N 一 X/N 有 平凡 的 零 空 间 ; 因为 有 非 平 凡 的 堆 空 间 意 味 着 存在 不 
属于 N 中 的 向 量 z 被 映 到 N 中 . 由 于 NN 是 T 的 零 空间 , 这 意味 着 z 在 TU 的 
零 空 间 Ni+l P. 这 当然 与 (17) FA. 故 T dE X/N 上 满足 假设 (15); 因此 TH 
X/N 一 对 一 的 映 到 X/N E 这 意味 着 对 X 中 任意 的 y, 存在 re X, zc N 使 得 
Te=y+z. (18) 
我 们 把 此 表示 为 
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X = Rp 4 N, (19) 

BU X 中 每 个 y 都 可 以 表示 成 Rr 中 一 个 向 量 和 N 中 一 个 向 量 的 和 . 对 ;> 1, 这 
些 室 间 有 非 空 交 , HN 中 那些 在 T 的 值 域 中 的 向 量 n 构成 ; 即 形 如 

n= Tz (20) 

的 向 量 n. 由 (17) 知 (20) 中 的 z 属于 N. 根据 线性 代数 的 一 个 基本 定理 , TEN 

中 零 空 间 的 维 数 等 于 TEN 中 值 域 的 余 维 数 . 因此 形 如 (20) 的 向 量 构成 的 空间 

的 维 数 是 
dimN — dimNr. (21) 
此 式 与 (19) 结合 说 明了 Rr TE X 中 的 余 维 数 等 于 dimNr, 这 证 明了 (14) X. O 
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定理 6 (F. Riesz) ik X &—4 Banach 空间 , C: X — X 是 紧 线性 映射 
(i) C 的 谱 由 至 多 可 数 个 复数 An 构成, An} 的 聚 点 只 可 能 是 0. 若 dimX = 
oo, 则 0 € o(C). 
(ii) 每 个 非 零 的 A; 是 C 的 重 数 有 限 的 特征 值 , 即 对 每 个 入 = X £0, 
C 一 和 的 零 空间 是 有 限 维 的 ， 
存在 整数 i 使 得 对 所 有 的 尺 >i, (C 一 入 )* 的 零 空间 与 (C — 2) HEE 
相同 . 
(iii) 每 个 非 零 A; 是 预 解 式 (6 一 C)-: 的 极点 . 
证 明 对 C 关 0, 定 义工 为 T= 了 -Cc-1C. 由 定理 5, # T 的 零 空 间 是 平凡 
的 , El dimNr = 0, 则 T 的 值 域 是 整个 X. 这 证 明了 T 的 谱 中 每 个 非 零 点 是 特征 
值 . 根据 定理 4 (i), 特征 值 的 重 数 是 有 限 的 ; 这 证 明了 (ii). 
下 面 证 明 (i). STEH C 的 特征 值 X。 只 能 以 0 ARA, 考虑 特征 值 的 无 穷 
序列 {An}, 对 n zm, An £ Àm, 且 对 应 的 特征 向 量 为 zn: 
Can = MnTn. (22) 
用 Yn 表示 由 a, ,zn 张 成 的 线性 空间 . 由 于 和 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 
是 线性 无 关 的 , Yn- 是 Yn 的 一 个 真子 空间 . 我 们 对 X = Yn, Y = Y, a 应 用 引 理 
3; 存在 y, € Yn 使 得 


y.1=1 |y, y] > ; Vy € Yn-1. (23) 
由 Y, 的 定义 , 我 们 可 以 假设 y, 形 如 
Yn — > ajc. 
1 


故 
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n—1 


Cy, — AnYn = 》 (A; 一 Xn)ajDj € Yn-1- (24) 


1 
这 证 明 对 n>m, 

Cy, — CYm = AnYn 一 UV，2E Fact 
故 由 (23), 


An 
IC y; z Cv; 之 Pal, (25) 


由 于 每 个 y, 是 单位 向 量 , 且 假 设 C 把 单位 球 映 为 准 紧 集 , 因此 对 任意 的 5 > 0, 
只 能 有 有 限 个 数 An 满足 [Anl > ô. 

RAVE (25) 重新 叙述 为 一 种 定量 形式 ， 回忆 度量 空间 中 准 紧 集 K 的 容积 函 
数 C(e,K) 的 定义 : ER K 中 满足 任意 两 个 不 同 z; 之 间 的 距离 至 少 为 = 的 点 
21,''',2C 的 最 大 个 数 : 


d(zn;zm) 2€, NFM. 


基于 函数 C, TER (25) 导出 了 > e 的 特征 值 的 个 数 N (e) 的 如 下 估计 : 
N (e) < Cle, 2C(B)), (26) 
这 里 BE X 的 单位 球 . 


习题 3 EN (26) 右 端的 因子 2 可 以 去 掉 . 


(ii) 为 证 C 的 预 解 式 以 A; 为 极点 , BRC AA; 但 是 1C 一 入 j| 很 小 . 由 预 解 式 的 
ENX, ((— 0)-!z =u 意味 着 

z=(u-Cu. (27) 

u 我 们 分 两 步 解 此 方程 . 取 i 充分 大 使 得 Ni+l = N, 这 里 Ni 是 N 4-0, 且 记 
Ni 为 N. 由 于 NN 是 C 的 不 变 子 空间 , C 可 以 视 为 映射 

C: X/N  X/N. (28) 

根据 定理 2 (ii), (28) 中 的 C 是 紧 的 . 我 们 断定 和 属于 X/N 上 的 C 的 预 解 

fg. ETER, 则 由 (ii), A 属于 X/N 上 C 的 点 谱 ; 这 意味 着 C 把 X 中 某 个 

yz0 mod N BRE N rp. 但 是 这 样 的 y 属于 Ni 而 不 属于 NS 与 i 的 选择 矛盾 . 

于 是 由 于 C 在 X/N, 上 是 紧 的 , 一 C 在 X/N 上 是 可 逆 的 . 由 于 可 逆 映 射 构成 的 

集合 是 开 的 , 故 当 |¢ Al 充分 小 时 ,5- C 是 可 逆 的 , Bye X/N 上 对 所 有 这 样 的 C, 


(—C)!|€c, c 是 常数 . (29) 
解 (27) 的 第 一 步 是 解 同 余 式 
Qv — Cv z x mod N; (30) 
根据 (29), (30) 有 了 唯一 的 解 v B. |v| < c [a]. 同 余 式 (30) 意味 着 
J] EN, iv-Cv-zrz-n, neN. (31) 


第 二 步 是 在 N 中 找 方程 
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(z-Cz=n (32) 
的 解 z. 把 (32) 加 到 (31) RE, 我 们 得 到 (27) 的 解 u — v o z. 

对 ze N, (32) 是 线性 代数 的 一 个 问题 . 根据 入 是 C 的 特征 值 的 定义 , 我 
们 知道 属于 C HEN 上 的 谱 . 由 于 ON 是 有 限 维 的 , 不 存在 和 和 充分 接近 且 不 等 
于 入 的 < 属于 C 在 N 上 的 谱 . 故 对 这 样 的 ¢, (32) 有 唯一 的 解 , 且 由 于 有 限 维 空 
间 上 的 预 解 式 是 一 个 有 理 函 数 , 解 z 满足 |z| < d | — An, 这 里 d 是 一 个 常数 . 
由 (31) 知 In| < d- |z], 从 而 |z| <d- IC — Alle. 5 lo) < c la| 结合 , 我 们 得 到 

jul = (€ — C)7!z] = |v + 2] € Iv] + lz] < (c + d) - IC — Alle. 

这 个 不 等 式 也 可 以 表示 为 : 对 和 和 充分 接近 但 不 等 于 入 的 g, I(C-C) s 
(c-- d)-|C — A|-*. 换言之, 在 紧 映 射 C 的 特征 值 和 附近 , 预 解 式 最 多 放大 到 和 距离 
的 负 i DOR. 与 经 典 函数 论 一 样 , 由 此 易 知 C 的 预 解 式 有 i 阶 极 点 . 这 完成 了 定理 
6 的 证 明 . o 


注意 到 (iii) 的 证 明 给 出 了 (ii) 的 另 一 证 明 . 
习题 4 证 明 C 的 预 解 式 在 入 附近 有 Laurent 展开 
((-c)!- -XA (C — Xy. (33) 


证 明 Ac. BRB, 即 A? = Aa; 参考 第 17 章 定 理 6. 证 明 此 投影 的 值 域 是 Ni: 
证 明 

A_; = (C — Ay-!A.4, me 2, -, t. (34) 
习题 5 证 明 dim X = oo Bj, Banach 空间 X Lt X AT Xu. 


W X 是 一 个 Banach 空间 , B: X — X 是 一 个 有 界线 性 算 子 . 若 存在 正 整 数 
n, 使 得 
r= Cc (35) 
是 一 个 紧 算 子 , WK BE -SRES YT. 紧 算 子 的 基本 性 质 , 定理 4、 定 理 5 和 定 
E 6, RES Ta 
定理 4 RB: XX R—^EKX- + 


S=I-B. (36) 
(i) 5 的 零 空 间 Ns 是 有 限 维 的 . 
(ii) 存在 i 使 得 

Vk >i, Ng = Ng. (37) 


(iii) S 的 值 域 Rs 是 闭 的 . 
定理 5 对 S 一 了 一 B, 
ind S = dim Ns — codim Rg = 0. (38) 
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定理 6 kB: X 3X 是 一 个 紧 圳 算 子 . 
(i) B 的 谱 包 含 至 多 可 数 个 复数 {Bn}, KRAR THA 0. 若 dim X = oo, Ai 
0 € c(B). 
(ii) 每 个 B; 有 有 限 重 数 和 有 限 指 标 . 
(iii) Bi AMAA (C— B) ) 的 极点 . 
证 明 ”我 们 从 以 下 等 式 出 发 : 


I- B" - (I- B(I- B+:..+ B"). (39) 
id I- B" =T, I+ B. B"^ = Q, W (39) 可 以 重新 写 为 
T = SQ = QS. (40) 
由 此 我 们 推出 
Nr DNs, RrCRg. (41) 
根据 假设 B” = C ERK; 故 由 定理 4 和 5, 
dim Nr < oo, codim Rr < oo. (42) 


结合 (42) 和 (41), 得 到 dim Ns < oo, codim Rs < oo. 根据 定理 4, Rr RAH; 
由 此 及 (41) M Rs 也 是 闭 的 . 
对 (40) W k WH: 
T* = F= Q* s*, 
由 此 我 们 推出 
Nyk D Ngk, Ryk C Re. (43) 


根据 假设 , B" = C 是 紧 的 , 由 定理 Ali), Np X} k >i k ER. 于 是 由 (42) 
知 零 空间 Now (k = 1,2,---) 都 包含 在 有 限 维 空间 Nr P. 由 此 可 知 , 存在 i 使 得 对 


任意 的 上 > d, Ng. = Noi. 这 完成 了 定理 4 的 证 明 . 口 
下 面 我 们 证 明定 理 6'. 根据 谱 映 射 定理 (第 17 EM 5) 以 及 C = B^, 
a(C) = o(B") = o( B)". (44) 


根据 假设 , C 是 紧 的 ; 故 根据 定理 6, c(C) 由 一 个 只 以 0 为 聚 点 的 可 数 集 构 成 . 由 
(44) 知 这 对 B 的 谱 也 成 立 ; 这 证 明了 (i). 


习题 6 用 容积 函数 Cle, B^ B) 估计 B 的 满足 |8| > e 的 特征 值 8 的 个 数 . 
我 们 已 经 证 明了 定理 6' 的 (ii); 我 们 把 (iii) 放 在 下 一 个 习题 中 . 
习题 7 证 明定 理 6 (iii). 
现在 我 们 证 明定 理 5'. FE (39) 定义 的 算 子 @ 是 可 逆 的 , 则 由 分 解 (40) MT 


和 5 的 零 空 间 有 相同 的 维 数 旦 它们 的 值 域 有 相同 的 余 维 数 . 故 ind T = ind S; HE 
理 5,indT=0, 故 indS=0. 
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为 证 Q Ru, 注意 到 QB B 的 多 项 式 , 我 们 应 用 第 17 章 定理 4 谱 映射 
定理 . Hit, Q 的 谱 由 形 如 1-- 8 0^7 的 点 构成 , 这 里 8 ORE B IO OS 
o(B) 不 包含 除 1 之 外 的 1 的 其 他 的 n 次 方 根 , 则 Q ETER. E o(B) 包含 1 的 
1 之 外 的 其 他 n 次 方 根 , 我 们 可 以 轻微 地 摄 动 乘积 (40). 口 


习题 8 ”举例 说 明 若 M 是 一 列 紧 算 子 的 强 极限 , 则 M 未 必 紧 . 


习题 9 证 明 若 C 是 紧 算 子 且 {M} 强 收敛 到 M, XI CM, 和 MnO 分 别 一 致 收 
#2) CM 和 MC. 


定理 7 (Schauder) ZRH C: X —U t5 X C' 是 紧 的 , 反之 亦 然 . 

证 明 ”我 们 必须 证 明 U' 中 的 单位 球 在 C’ 下 的 象 是 准 紧 的 . 根据 准 紧 性 的 判 
别 准则 (a), FEA U 中 点 列 {En}, | <1, 我 们 必须 证 明 (C'£,) 有 一 个 Cauchy F 
列 . 用 K 表示 CB 的 闭 包 , B 是 X 的 单位 球 . 由 于 假设 CERK, KRU NR 
FR. (4,,u) E u 的 一 致 有 界 函 数 且 在 K 上 是 等 度 连续 的 : 

Enu) — (£n, v)| = (£n, u — v)| < ju — vl. 

根据 Arzela-Ascoli 定理 , ERAK 上 的 一 致 有 界 的 等 度 连 续 的 函数 列 {(6,,u)} 
都 有 一 个 一 致 收敛 的 子 列 ( 仍 记 为 {Cnu}: ve > 0, IN, 对 所 有 的 n,m > N, 
Vu € K, 


(n u) — (£m, u)| < e. (45) 
由 于 形 如 w= Cz(|z| < 1) HRS u AF K, 由 (45) 我 们 断定 到 对 所 有 的 m, |z| < 1, 
I(£ — £5, Cx)| = |(C'ln — C'£s,z) SE (46) 

根据 U' 中 范 数 的 定义 , 这 证 明了 对 n,m > N, 
|C'£, — C'lm| < €, (47) 


BI (C'£,) 是 一 个 Cauchy FF. 
反之 , 若 C' 是 紧 映 射 , 则 根据 上 面 的 证 明 , C" 是 紧 映射 . 由 于 C 是 C" EX 
上 的 限制 , 由 定理 2 (i), C 是 紧 映 射 . 这 完成 了 定理 7 的 证 明 . C 


定理 8 jC:XX 23 K€HBT-I-C. 

(i) GE u AF T HER, 当 且 仅 当 对 T" 65 3E jap p SEI £, (u, £) — 0. 

(ii) dim Ng» = dim Nr. 

证 明 了 和 它 的 转 置 的 关系 定义 为 

( Tz, £) = (z, T"£). 

由 此 可 知 T HSS TARE RA. 

(i) 根据 定理 4, Rr 是 闭 的 , 故 由 第 8 章 定 理 8, 对 RL 中 每 个 4 AR (u, 2) =0 
的 向 量 u 属于 Rr. 

(i) 由 第 8 章 习 题 2, X. 的 闭 子 空间 RR 的 零 化 子 同 构 于 X/R 的 对 偶 空 间 . 
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此 dim R+ = dim(X/R) = dim X/R = codim R. 对 R = Rr 应 用 此 式 . 因为 
Rr 的 零 化 子 是 T' 的 零 空间 , dim Nr = codim Rr. 因为 由 定理 5, ind T = 0, 故 
codim Rp = dim Nr. 因此 dim Nr = dim Nr. 定理 8 称 为 Fredholm Heft. O 


定理 9 X GM CIX — U 464^ Bb FR A CI PET. 


习题 10 
(i) 证 明定 理 9. 
(ii) 定理 9 heey? 


ibid F. Riesz 的 论文 一 直 是 Banach 空间 上 紧 算 子 理论 的 基础 . 在 该 论文 中 , 他 
引用 了 Hilbert 关于 紧 算 子 的 定义 ( 那 时 称 为 全 连续 的 ), 并 证 明了 如 何 将 此 概念 延 
拓 到 Banach 空间 上 . 他 的 成 就 尤为 突出 , 因为 他 在 1918 发 表 的 论文 比 Banach 的 
基本 论文 早 了 整整 5 年 . 而 且 和 Banach 不 同 , 他 讨论 复数 域 上 的 赋 范 线性 空间 , 这 
在 谱 理论 中 是 本 质 的 . 


历史 注 记 Julius Schauder (1899—1943) 是 他 那个 时 代 最 杰出 的 波兰 数学 家 , Schauder 
基 、Schauder 不 动 点 定理 、 映 射 的 Leray-Schauder 度 以 及 在 椭圆 和 双 曲 偏 微分 方 
程 理论 中 的 许多 基础 性 的 结果 都 是 他 的 发 现 . 由 于 是 犹太 人 , 他 在 纳粹 占领 波兰 期 
间 被 杀害 . 在 当时 , 这 样 的 事情 很 平常 , 以 致 没有 人 知道 他 何 时 何 地 被 杀害 . 
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第 22 章 紧 算 子 的 例子 


22.1 ” 紧 性 的 判别 准则 


我 们 首先 给 出 函数 集 在 不 同 的 拓扑 下 是 紧 集 的 一 些 有 用 的 判别 准则 . 第 一 个 定 
理 是 著名 的 Arzela-Ascoli 判别 准则 . 
定义 设 5 是 一 个 Hausdorff 空间 , (g) 是 S. 上 一 族 复 值 函 数 . WR vs € S, ve > 0, 
存在 一 个 包含 s 的 开 集 N, 使 得 Yr eN, Vg € {g}, 
lg(r) — g(s)| < e; (1) 
则 称 (9) 是 等 度 连续 的 . 
定理 1 KS 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , (g) 是 S 上 的 一 族 复 值 函数 ,满足 : 
(i) RA {9} 是 等 度 连 续 的 ; 
(ii) (g) 是 一 臻 有 界 的 : Vs € S, Vg E {g}, 
lg(s)| < M. (1') 
断言 5C(S) RARKMEKH, 集合 {9} 是 准 紧 的 . 
证 明 可 以 参考 任何 一 本 实 分 析 的 教材 , 如 Royden. 


习题 1 证 明定 理 1 中 的 条 件 (i) 和 (ii) 也 是 一 族 函 数 在 最 大 值 范 数 下 是 准 紧 的 
必要 条 件 . 
习题 2 ik Q JE R^ 的 一 个 有 界 开 集 且 Q 中 任意 两 点 都 可 以 被 长 度 不 大 于 ON 
道路 连通 , (9) 是 Q 上 的 一 族 函 数 . WRK g 和 它们 的 所 有 一 阶 偏 导数 在 @ 内 
是 一 致 有 界 的 : 存在 M > 0, 

Vs EQ, lg(s)| <M, |0:9(s)| < M, 
N (g) 在 最 大 值 范 数 下 是 准 紧 的 . 


习题 3 ”对 取 值 于 度量 空间 的 函数 族 给 出 定理 1 的 一 个 形式 . 


紧 性 的 另 一 个 同样 重要 甚至 是 更 重要 的 判别 准则 由 Rellich 得 出 . 
定理 2 设 Q 是 民 " 中 一 个 有 界 开 区 域 , 其 边界 是 光滑 的 . 假设 {u} FQ 上 一 族 
hI, HAHAH BH u 及 其 一 阶 导 数 在 L) 下 是 一 致 有 界 的 : 
Illu] < M, Jiu] < M, i=1,---,m, (2) 
则 集 族 {u} Æ LQ) 范 数 下 是 准 紧 的 . 
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Rellich 判别 准则 的 证 明基 于 Poincaré TER: 对 有 光滑 边界 的 区 域 Q 上 的 光 
WAX u, ] 
J cras < | [waz Hey), |ð;u|? dz, (3) 


这 里 d 是 Q@ 的 直径 . 具体 的 证 明 参 考 Courant-Hilbert. 
我 们 注意 到 Poincare 不 等 式 和 Rellich 判别 准则 对 所 有 的 有 界 区 域 并 不 成 立 . 


22.2 积分 算 子 


现在 考虑 由 第 16 章 方程 (1) 定义 的 积分 算 子 Kg = Kf 定义 为 
g(s) = f K(s,t)f(t)dn(t), (4) 


s€ 5,teT,S 和 TT 都 是 紧 的 度量 空间 . 我 们 将 会 研究 在 不 同 的 拓扑 下 核 K(s,t) 
使 得 K 紧 的 条 件 . 
定理 3 XE K(s,t) 是 s 和 tt 的 连续 函数 , 则 由 (4) 定义 的 积分 算 子 是 L'(T,n) 一 
C(S) 的 紧 算 子 . 
证 明 ”要 证 明 K: L'(T,n)  C(S) 是 紧 算 子 , 我 们 必须 验证 函数 族 

{g= Kf, |fl:«&1) (5) 
满足 紧 性 的 判别 准则 (1) 和 (1). 由 于 SAT 是 紧 空 间 , K k(s,t) 是 一 致 有 界 
的 , 故 根据 第 16 章 定理 1, K 是 有 界 的 ; 故 条 件 (1) 满足 . 为 验证 (1), 我 们 考虑 
g(r) — 9(s): 


ig(r) — g(s)| = | fixe t) — K (s,t)] f (t)dn| < sup |K (r,t) - K(s, llflm. (6) 


HF Tx S 是 紧 的 , BR k(s,t) 是 一 致 连续 的 , 故 当 7 BF s 时 (6) 式 右 端 趋 于 0. 
这 证 明了 函数 族 {9} 是 等 度 连续 的 . 口 


利用 类 似 的 论证 , 我 们 可 以 证 明 如 下 定理 . 
定理 3” 车 当 t 固 定时, 核 K(s,t) AL 范 数 下 是 s 的 连续 函数 , 则 积分 算 子 (4) 
是 C(T) 一 C(S) 的 紧 算 子 . 

由 第 16 章 定理 2, 有 平方 可 积 核 Kst) 的 积分 算 子 K 是 L(T,n) 一 L?(S,m) 
的 有 界 映射 且 

IKI? < f [ii dFPaman. (7) 

SAE (7) 包含 了 更 多 结论 . 
定理 4 — XAR 34 K:L(T,n) 一 L?(S,m) 的 核 是 平方 可 积 的 , 则 K 是 紧 算 子 . 

WER H (uy) 是 L?(S, dm) 的 标准 正 交 基 . 对 固定 的 t, 我 们 把 K(s,t) 展开 
为 级 数 


K(s,t) = 》 K;(t)uj(s). (8) 
对 {wj} 利用 Parseval 关系 可 知 对 几乎 所 有 的 t, 
[ e Dams) = DIF (9) 
j 
对 (9) 积分 给 出 
J f ls, Paman = 5 /OPant) (10) 
现在 定义 
Kx(s,t)= 》 Ki(t)us(s). (11) 


j&N 

并 记 Kw 为 以 Kn 为 核 的 积分 算 子 . 显然 , Ky 是 退化 的 算 子 , 即 它 的 值 域 是 有 限 
维 的 ; 于 是 根据 第 21 章 习题 2, Ky ERAT. 我 们 断定 当 N 一 oo 时 , Kw 范 数 收 

BE K. 这 是 因为 对 K- Ky 应 用 (7), 我 们 得 到 
K- Kyl? < K — Knl?dmdn = K?(t)dn(t). 12 
IK- Krl? < f fiK- Kd zl ?(t)án(t) (12) 
由 (10) 知道 当 N 一 oo 时 , (12) 式 右 端 趋 于 0. 由 第 21 章 定理 1(v), 紧 算 子 的 一 致 
极限 还 是 紧 算 子 , 故 K 是 紧 算 子 . 口 


习题 4 构造 一 个 核 满足 Holmgren 条 件 (第 16 章 定理 3) 但 不 是 紧 算 子 的 积分 算 
子 的 例子 . 

在 第 20 MEH 4 中 , 我 们 证 明了 由 

(Vz)(s) = | ' a(t)det, (13) 

定义 的 积分 算 子 V : Cf0,1] 一 C[0,1] 的 谱 只 包含 0 A. 在 这 里 我 们 给 出 这 个 事实 
的 另 一 个 证 明 . (15) 中 定义 的 积分 算 子 V 的 核 是 
a 
0, t>s. 
显然 , T 在 L! 范 数 下 对 t 是 s 的 连续 函数 . 故 根据 定理 3 VÆ Cl0,1] 到 自身 的 
紧 映射 . 

根据 第 21 章 定 理 5, 紧 算 子 的 谱 由 0 和 非 0 特征 值 构成 . 我 们 现在 证 明 VA 
有 非 0 特征 值 , 因为 假设 x 是 特征 函数 , A v0 是 对 应 的 特征 值 , 则 


Vz = f «0 = Az(s). (15) 
0 


左 端 是 s 的 可 微 函数 , 因此 右 端 也 是 . 对 (15) 微分 , 我 们 得 到 
x(s) = Az'(s). 


K(s,t) = (14) 
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此 式 的 所 有 非 零 解 形 如 z(s) = ce, c #0. 特别 地 , z(0) =c 关 0; 把 s=0 代入 
(15), 我 们 得 到 0 = Xz(0), 与 上 面 的 结论 矛盾 . 这 证 明了 V 没有 非 零 特征 值 , 故 
o(V) = (0). D(16) 


22.3 ”椭圆 偏 微 分 算 子 的 逆 


现在 考虑 通过 求解 微分 方程 而 定义 的 一 类 算 子 . 设 Q 是 R^ 中 有 光滑 边界 的 
有 界 区 域 . 用 A 表示 Laplace WF. 众所周知 (参考 7.2 节 ), vf € C~(Q), 边 值 问 
题 
E Q 内, Au=f, 在 88 上 ,w=0 (17) 
有 唯一 的 解 u. 
定义 ”把 (17) 的 解 u 记 为 
u= Sf. (18) 
定理 5 S L'(Q) 3 LQ) 的 紧 映射 
证 明 FH u SLA (17) 并 在 Q 上 积分 , 通过 分 部 积分 得 到 : 


一 l a \d;ul?ds = [ris (19) 
正如 在 第 7 章 引 理 1 中 注意 到 的 , 对 在 OQ 上 为 0 的 所 有 函数 u, 
llullo < allullı, (20) 


这 里 lullo 表示 u YE Q 上 的 L 范 数 , ul ER 的 一 阶 导数 的 L? 范 数 的 平方 
和 , d 表示 Q WA. 在 (19) 式 右 端 利用 Schwarz PER, 然后 再 利用 (20), 我 们 
得 到 
lull? < llfllollullo < dllfllollulli, 

故 

lulh < dilfllo, llullo < llf llo- (21) 
L*(Q) 中 的 单位 球 在 S 下 的 象 由 所 有 与 jfllo < 1 对 应 的 (17) 的 解 u 构成 . 根据 
(21), 这 些 解 满足 

lul: <d, lullo < d?. (21^) 

根据 定理 2, 满足 (21) 的 函数 的 集合 在 L) 范 数 下 是 准 紧 的 . 这 证 明了 S 是 一 
个 紧 算 子 . = 


习题 5 ”证 明定 理 5 当 @ 不 是 光滑 有 界 的 时 候 也 成 立 ， (提示: 利用 第 7 章 引 理 
2.) 

定理 5 可 以 没有 任何 改动 地 延 拓 到 有 Dirichlet 边 值 条 件 的 二 阶 椭圆 算 子 . 在 
Neumann 边 值 条 件 un = 0 F, 必须 要 求 Q 是 光滑 有 界 的 . 
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我 们 的 下 一 个 例子 是 抛物 型 方程 
u = Au, (22) 
这 里 函数 u(s 0), t > 0, s e Q 和 上 面 的 例子 相同 . 我 们 将 要 在 涉及 半 群 的 一 章 中 证 
明 , 抛物 型 方程 的 边界 初 值 问题 有 唯一 的 解 , 即 (23) 存在 唯一 的 解 满足 : 


E Q 中 有 初 值 v(s,0); 在 0Q E," T»0, 8 u=0. (23’) 
WT > 0. RIA S(T) 表示 把 u(s,0) RE u(s, T) 的 映射 : 
S(T) : u(s,0) — u(s, T). (23") 


定理 6 it T 50, WM S(T): L(Q) 一 LQ) 是 紧 算 子 . 
WEAR FE (23) AARU u, Æ Q 上 关于 s 积分 , Wt Ko 到 了 积分. 通过 分 
部 积分 , 我 们 得 到 


1 T 
; / u?ds|] = / J uAudsdt = — f J 》 |djul?dsdt « 0. (24) 


这 证 明了 
u*(s,T)ds < | u?(s,0)ds, 


BD |u(t)|o 是 t 的 递减 函数 . 这 说 明 解 算 子 5 满足 
| I|S(T)I| < 1. (25) 
下 面 用 tAu R (23) HE Q 上 关于 s 积分 , 对 t 从 0 BT 积分. 我 们 得 到 


T T 
f [turd dsdt -f J (erasa: (26) 
0 0 


左 端 对 zx 和 上 分 部 积分 ; 把 u 的 偏 导数 简 记 为 uj, 我 们 得 到 (26) 左 端的 如 下 表达 


X: 
-5 [Eas +i [Yas 
由 于 (26) 式 右 端 是 正 的 , 我 们 推出 
[una < af [as 
用 (24) 估计 .上 式 右 端 ; 我 们 得 到 
T f Y^ u2(T)ds < 5 J u2(0)ds. 


利用 Rellich 的 紧 性 判别 准则 , 定理 2 以 及 习题 6, 我 们 断定 对 全 > 0, {u : fu?(O)ds < 
1) 在 S(T) 下 的 象 是 准 紧 的 . C) 
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22.5 HERE 


下 述 由 Paley 和 Wiener 得 出 的 结果 说 明 标 准 正 交 基 的 不 太 大 的 摄 动 仍 是 基 . 
定理 7 dE H X —^M Hilbert 空间 , {un} & H 的 一 组 标准 正 交 基 . iE {yn} 是 下 
KEITH {zn} 相差 不 太 大 的 一 族 元 素 : 

》 liz — yall? < oo. (27) 
我 们 还 假设 {yn} 是 线性 无 关 的 , 即 不 存在 yn 在 其 余 yk 的 闭 线性 张 内 . 
断言 {un} 是 一 个 基 , 即 H 中 每 个 4 都 可 以 唯一 地 表示 成 (ys) 的 线性 组 合 . 

WEB] (Birkhoff-Rota 和 Sz. Nagy) HF {rn} 是 标准 正 交 基 , Hh H 中 每 个 u 

可 以 展开 为 


u= 3 antn, an = (u, Zn), H Ijul]? = > janl’. (28) 
定义 线性 映射 B:H — H: 对 由 (28) 给 出 的 u, > 
Bu = $ Ant (29) 


因为 Bu-u = Danlyn — zn), MERA MAM, 于 是 , 根据 三 角 不 等 式 和 
Schwarz 不 等 式 ， 

Bu - ull < Y lanllløn — zall < (len?) (im ~ zul?) < eliull- (30) 
在 最 后 一 步 我 们 应 用 了 假设 (27) 和 (28), c 是 常数 . 这 证 明了 B 一 I 是 有 界线 性 映 
射 . 我 们 断定 B 了 是 紧 映射 . 注意 到 


N oo 
Bu — u = Y an(¥n — Tn) + b» Gn(yn — zn) = Guu + Ryu. (31) 
0 N41 
我 们 估计 Ryu: 
s 1/2 
Iul] < Ijul] (> Ilyn 一 si) (32) 
N+1 


由 (32) 及 (27) 知 

im |||] = 0. 
这 与 (31) 式 说 明了 B-IE Gy 的 一 致 极限 . Gv 是 退化 的 , AKERAT, 故 
B 一 I 是 紧 映射 的 一 致 极限 . 根据 第 21 章 定理 2, B — 1J& KE. 

B 的 零 空 间 是 平凡 的 ; 因为 车 存在 u #0, 使 得 Bu = 0, 则 根据 (29), 0 = 
Lany 给 出 了 yn 间 的 一 个 非 平 凡 的 线性 关系 , 由 假设 (i), 这 是 不 可 能 的 .对 
B = I+ (B- D) NAS 21 章 定 理 5, 我 们 断定 B 的 值 域 是 整个 H, 这 证 明了 
定理 7. D 
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23.1 正 的 紧 算 子 的 谱 


Perron 给 出 了 线性 代数 中 的 一 个 经 典 而 又 重要 的 结果 (例如 , 参考 Lax, p.196): 
所 有 表 值 均 为 正 数 的 矩阵 有 一 个 正 的 特征 值 , 并 且 该 特征 值 是 所 有 特征 值 中 的 绝对 
值 最 大 的 一 个 . 在 本 章 中 我 们 给 出 这 个 结论 在 无 穷 维 情形 下 的 推广 . 
定理 1 HQ 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , X = C(Q), K:C(Q) ^ C(Q) 是 一 个 线性 
映射 , H. K 把 实 值 函 数 映 为 实 值 函 数 . 我 们 假设 

(i) K 是 严格 正 的 , 即 若 p 是 @ 上 的 非 负 函数 , 卫 头 0, 则 Kp 在 QQ 上 是 正 的 . 

(i) K 是 紧 的 . 
我 们 断言 

K 有 一 个 正 特 征 值 o, 其 重 数 为 1, 指标 为 1, 且 对 应 的 特征 池 数 是 正 的 . 

K 的 其 他 特征 值 u 的 绝对 值 小 于 o: 


|u| <o. (1) 
WA ATF K 的 严格 正 性 意味 着 K 是 严格 单调 的 , 即 
#r<y,c#y, WW Kz < Ky. (2) 


我 们 现在 考虑 天 在 非 负 函数 上 的 作用 . 考虑 所 有 满足 存在 非 负 函数 m, 使 得 对 Q 
中 所 有 的 点 ， 
kz < Kr, 0<¢2 (3) 
的 正 数 构成 的 集合 . 用 |z| 表示 r 的 最 大 值 范 数 , |K 表示 K 的 范 数 . 容易 证 
AH, k 构成 的 集合 是 有 界 的 , 因为 (3) 推出 klar] < [Ko] < [K]|x|, 这 说 明 & 不 能 超过 
IK. 现在 证 明 满足 (3) 的 的 集合 非 空 . 事实 上 , 取 z(t) = 1; 由 K 的 严格 正 性 知 
Kz 是 正 的 . 不 等 式 (3) 当 上 = min Kr 时 成 立 . 
下 面 我 们 利用 K 的 单调 性 ; 结合 (2) 和 (3), 我 们 得 到 kKz < K2z, 这 与 (3) 
一 起 给 出 kr < Kr. 递归 的 应 用 此 论证 我 们 得 到 对 任意 的 自然 数 n, 
k"z < Kr. (4) 
由 于 函数 x > 0, 我 们 推出 范 数 不 等 式 
k"|z| < |K"z| < |K" |||, 
故 
k” < [K^ (5) 
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取 n 次 方 根 并 应 用 谱 半 径 公 式 (参考 第 17 HER 4): 
k < lim |K"|!/* = |c( 五 )|. (6) 
由 于 大 的 集合 非 空 , 故 K 的 谱 半 径 是 正 的 . 由 于 K 是 紧 的 , UK 的 特征 值 的 集合 
是 非 空 的 . 
下 面 证 明 与 不 等 式 (6) 方向 相反 的 不 等 式 也 成 立 . 由 于 根据 第 21 章 定理 6, K 
的 非 零 谱 是 离散 点 谱 , 故 存在 特征 值 A 和 特征 函数 z 使 得 


=)z | =lo(K). (7) 
我 们 断定 对 |z(s)| = y(s), o = |o(K)|, 下 面 的 不 等 式 成 立 : 
cy € Ky. (8) 


vq € Q; 对 函数 z 乘 以 绝对 值 为 1 的 复数 使 得 Az(g) 是 正 实数 . 设 z — ur iv. 
分 开 (7) 的 实 部 , 我 们 得 到 


Az(q) = (Ku)(q). (9) 
由 于 算 子 K 是 单调 的 , H wu y, 由 (9) 
IAly(gq) = (Ku)(q) < (Ky)(q). (10) 


这 证 明了 (8), 而 且 由 于 K 是 严格 单调 的 , 只 有 当 2 和 和 均 为 正 实 数 时 (10) 中 等 
号 才 成 立 . 
现在 证 明 (8) 中 等 号 成 立 . 事实 上 , 假设 存在 q 使 得 


oy(q) < Ky(q). (11) 
根据 连续 性 , ENTER (11) 成 立 , 则 存在 正 数 6 使 得 对 q 的 某 个 邻 域 N， 
Vs € N, oy(s) +6 € Ky(s). (12) 


现在 构造 一 个 在 N 上 为 正 但 是 在 N 外 为 0 的 函数 p. 由 于 K 是 严格 正 的 , 处 
处 有 Kp > 0. 我 们 定义 函数 x 为 


r=ytep, E>0. (13) 
我 们 断言 对 充分 小 的 6, 存在 常数 c 使 得 
(c 十 cs)z < Kr. (14) 


首先 对 se N 验证 这 个 事实 .显然 , (14) RAY, Ky + eKp > Ky, 左 端 与 Ay 
相差 Ole). 因此 由 (12), 对 充分 小 的 = 和 c < 1, (14) 成 立 . 对 N 外 面 的 s, 函数 
p(s) = 0, 故 不 等 式 (14) 断定 
(c + ce)y < Ky+eKp. 
由 (8) A, 这 可 以 由 
cy < Kp (15) 

推出 . 由 于 OK 是 严格 正 的 , p 是 非 负 的, WE Q 上, Kp > 0. 显然 , 可 以 选取 c 足够 
小 使 得 (15) 成 立 . 这 完成 了 (14) 的 证 明 . 

RER (14) 说 明 车 (12) ARIZ, Wk — o c ce Alc =y+ep 满足 不 等 式 (3). 但 
是 根据 (6), 这 样 的 & 不 能 超过 o; 这 是 一 个 矛盾 , 因此 (8) 式 中 等 号 处 处 成 立 . 在 
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前 面 我 们 证 明了 乘 以 常数 时 , 绝对 值 为 o (KO) | 的 特征 值 A 对 应 的 K 的 特征 函数 > 
EEM, 且 和 是 正 实数 . 这 完成 了 定理 1 (ii) 的 证 明 . 

我 们 断定 c EAA 1. 若 不 是 这 样 , 则 OK 有 两 个 与 o 对 应 的 线性 无 关 的 特征 
函数 . 根据 上 面 的 证 明 , 这 两 个 特征 函数 都 可 以 选 为 正 的 , 但 是 它们 的 线性 组 合 会 
改变 符号 , 矛盾 . 这 证 明了 定理 1 (i) 的 第 一 部 分 . 

我 们 只 需 再 证 明 K 没有 与 特征 值 o 对 应 的 广义 的 特征 函数 . 把 K 的 转 置 记 
为 K'; K' 作用 在 全 质量 有 限 的 Borel WEL. C5 K 满足 

(Kz,m) = (x, K'm). (16) 
由 (16), K' 也 是 严格 正 的 ; DE m 40 是 一 个 非 负 测度 , 则 Km 是 正 测度 . K 和 
K 有 相同 的 谱 . 因此 K' 与 K 有 相同 的 主 特征 值 o. 由 于 KERN, K' 也 是 紧 的 . 
应 用 与 上 面相 同 的 证 明 , 与 特征 值 o 对 应 的 特征 测度 m 是 正 的 . 

我 们 现在 可 以 证 明 K 没有 和 特征 值 o 对 应 的 广义 特征 函数 , 因为 车 w 是 这 样 
的 广义 的 特征 函数 : 


(K-o)w=v, (K-o)v=0. (17) 
则 由 (16), 
((K — a)w, m) = (w, (K' — o)m). (17) 
因为 (K —o)w =v Al (K' — o)m — 0, H (17), 
(v, m) = 0. 


但 是 由 于 v 是 正 函数 且 m 是 正 测度 , 这 是 不 可 能 的 . 因此 定理 1 得 以 证 明 . 口 
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现在 考虑 定理 1 的 一 个 应 用 . 
定理 2 jk K(s,t) 是 在 {(s,t):0 < s,t < 1} 上 连续 的 正 函 数 , 满足 


vt € [0,1], a K(s,t)ds = 1. (18) 
0 


用 K 表示 核 为 K 的 积分 算 子 , 则 
(i) 1 是 K 的 一 个 特征 值 , 与 之 对 应 的 特征 函数 yy 是 正 的 ; 
(ii) # r 满足 
[wat =], (19) 
则 
lim K"z = y, (20) 


fuoa =|, (21) 
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证 明 ”在 第 21 章 中 我 们 证 明了 核 在 紧 集 (比如 (0,1) 上 连续 的 积分 算 子 是 紧 
算 子 . 由 于 核 K(x,y) 是 正 的 , BF K 是 严格 正 的 . 由 定理 1 (i), K 有 一 个 正 的 特 
征 值 c, 其 对 应 的 特征 函数 是 正 的 : 


[ Ke. t)y(t)dt = ey(s). (22) 
此 式 对 s 积分 并 利用 (18), 我 们 得 到 


ri y(t)dt = o J y(s)ds. 


因为 y(t) > 0, f ydt #0, Ko — 1. 这 证 明了 (ii) 的 第 一 部 分 . 
为 证 明 第 二 部 分 , 考虑 平均 值 为 0 的 连续 函数 z 构成 的 空间 Z: 


Z = {z e€ C[0,1]: [zwar =O}. (23) 


Z Æ X =Cl0,1) 的 闭 子 空间 . 我 们 断定 Z 在 K FR ARH, SIDE z 属于 Z, 则 
u= Kz 也 属于 Z. 为 此 在 


u(s) — [ke t)z(t)dt 
两 边关 于 s 积分 . 利用 (18), 改变 积分 顺序 后 得 到 


J «99 = f [ 9:62: = | «ox = 0. 


显然 , 由 于 o = 1 重 数 为 1, 且 对 应 的 特征 函数 y 不 在 2 中 , KEZ 上 的 谱 是 

H KEX 上 的 谱 构成 的 点 谱 去 掉 了 特征 值 o = 1 构成 的 . 根据 定理 1 (ii) 的 第 一 
部 分 , 所 有 余下 的 特征 值 的 绝对 值 小 于 1, 于 是 K 在 2 上 的 限制 ( 简 记 为 K,) 的 
谱 半径 7 满足 

Ic(K,)| 7 < 1. 
根据 第 17 章 定理 4 中 的 公式 (12V, 

Jim IR" = m. 
特别 地 , Vz € Z, 

lim K"z = 0. (24) 
对 z= r -y 应 用 此 式 . 由 于 z 满足 (19), y 被 (21) 正规 化 , z 满足 (23) 故 属于 Z. 
因此 可 以 应 用 (24): 

Jim K" (x — y) = 0. 

由 于 y 是 特征 函数 , y = Ky =--- = K"y; 这 证 明了 (20). 口 


注意 到 K's GF y 的 速度 依赖 于 政 的 第 二 大 特征 值 ns 关于 第 二 大 特征 值 
的 有 趣 的 估计 由 Lawler 和 Sokal 导出 . 
满足 (19) 的 非 负 函数 z(t) 可 以 解释 为 概率 密度 . K(s,t) 是 由 状态 t 到 状态 
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s 的 转变 的 概率 密度 . XAR (18) 意味 着 状态 t 转变 到 状态 s 的 概率 为 1. AT 五 
刻画 了 分 布 具有 密度 z 的 随机 变量 转变 为 分 布 具有 密度 Kz 的 随机 变量 的 随机 过 
程 . 由 (21) 正规 化 的 特征 函数 y 是 在 K 描述 的 随机 过 程 下 不 变 的 概率 测度 ， 

给 定 一 个 概率 分 布 r, K"z 表示 随机 过 程 K 作用 n 次 后 系统 的 概率 分 布 . 极 
限 关系 (17) 的 概率 意义 是 当 ”一 co 时 , 应 用 随机 过 程 Kn 次 把 任意 的 分 布 z 变 
为 不 变 的 分 布 y. 
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定理 3 i 
L=-A+) biði +c (25) 
是 作用 在 s1,…, sm 的 周期 函数 上 的 微分 算 子 , 这 里 I, 0/0,, ^ 3507, bi fec 
是 s 的 光滑 周期 函数 , c 是正 数 , 则 对 任意 的 光滑 周期 函数 P. 方程 
Lu = f (26) 
有 唯一 的 光滑 周期 解 U 我 们 把 此 解 表示 为 Kf =u. 3: 3,2) d] iE HI 69 AM KH 
成 的 空间 C 到 C 的 映射 时 , KATFIER: 
(i) K 是 有 界 映 射 ; 
(ii) K 是 严格 正 的 ; 
(iii) K 是 紧 的 . 
WEBB ”我 们 简要 给 出 不 需要 太 多 技巧 的 部 分 的 证 明 . 用 smax 和 Smin 表示 使 
得 函数 u 分 别 取 最 大 值 和 最 小 值 的 点 的 集合 . 在 这 样 的 点 上 ,wv 的 一 阶 导数 为 0, 二 
阶 导数 分 别 是 非 正 的 和 非 负 的 . 因此 我 们 由 (25) 和 (26) 推出 
C(Smax)Umax < f (Smax); 
C(Swmin)Umin 之 f (Smin). (27) 
由 于 假设 函数 c 是 正 的 , 我 们 断定 Julmax € c|f|msax( 这 里 c 是 常数 ), 这 证 明了 KK 在 
最 大 值 范 数 下 是 有 界 的 , 此 即 (i). 
由 (27), 车 f 对 所 有 的 s 是 正 的 , 则 u 也 是 如 此 . 我 们 省 略 (i) 中 余下 的 结论 
的 论证 : 若 f #0 是 非 负 函数 , Mu 是 正 的 . 
我 们 省 略 (iii) 的 证 明 , 但 是 提醒 读者 注意 到 一 个 类 似 的 但 是 更 弱 的 结果 : 在 
L 范 数 下 K 的 紧 性 , 这 在 第 22 章 定理 5 中 已 被 证 明 . a 


根据 定理 1, 具有 上 述 性 质 的 算 子 K 有 一 个 控制 其 他 特征 值 的 正 特征 值 A, 其 
对 应 的 特征 函数 是 严格 正 的 . 由 于 K dé LES, 它 的 特征 值 是 工 的 特征 值 的 倒数 . 
因此 由 定理 3 我 们 推出 如 下 定理 . 
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定理 4 由 (25) 定义 的 二 阶 椭圆 型 偏 微分 算 子 卫 有 一 个 比 其 他 所 有 特征 值 的 绝 
对 值 都 小 的 正 的 特征 值 . 与 此 特征 值 对 应 的 特征 函数 是 正 的 . 

当 Laplacian A 换 为 任意 二 阶 椭圆 型 算 子 > 210,0; ((ai;) 是 正定 矩阵 ) 时 , 定 
H 3 和 定理 4 对 形 如 (25) WAF LB. 

关于 积分 算 子 的 定理 1 GAM Jentsch 推出 . Krein 和 Rutman 推广 Banach 
室 间 的 一 个 凸 锥 的 情形 . 

对 第 二 大 特征 值 的 估计 由 E. Hopf 得 到 . 
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第 24 章 ”积分 方程 的 Fredholm 理论 


历史 上 , 关于 无 限 维 空间 中 线性 方程 组 的 解 的 一 般 理 论 是 由 Ivar Fredholm 在 
1900 年 首先 给 出 的 ， 这 一 理论 的 重要 性 马上 被 人 们 认识 到 , 同时 该 理论 激发 了 
Hilbert, Schmiclt, F. Rieszi, Banach 等 一 大 批 数学 家 ,他 们 对 此 进行 了 进一步 深 
入 的 研究 . 这 些 在 Hilbert 空间 和 Banach 空间 中 建立 的 新 理论 完全 取代 了 Fred- 
holm 的 理论 . 与 新 的 抽象 理论 不 同 , Fredholm 研究 积分 算 子 , 他 的 核心 概念 是 积分 
算 子 所 对 应 的 行列 式 ， 由 于 积分 算 子 的 行列 式 出 现在 某 些 现代 理论 (如 逆 散 射 , 完 
全 可 积 系统 ) 中 , 我 们 在 这 里 重新 复习 一 下 . 


24.1 Fredholm 行列 式 和 Fredholm 预 解 式 


考虑 方程 
u(x) + f K (z, y)u(y)dy = f (2), (1) 


这 里 f 是 给 定 的 一 个 在 区 间 (0,1] 上 连续 的 函数 , u 是 要 求 的 未 知 函数 . 我 们 假设 
核 K(x,vy) 是 连续 的 ; 而 Fredholm 处 理 的 核 是 允许 有 奇异 性 的 . 
方程 (1) 何 时 有 解 的 问题 可 以 由 第 21 章 定 理 5 解决 . 为 此 , RAHE f A u 都 
看 作 是 连续 函数 空间 C(O, 1] 中 的 元 素 . 正如 在 第 22 章 中 证 明 的 , (1) 式 左 端的 积分 
算 子 是 一 个 紧 算 子 . 根据 第 21 章 定 理 5, (1) 式 左 端 作用 在 u 上 的 算 子 的 零 空间 的 
维 数 等 于 其 值 域 的 余 维 数 ; 根据 定理 8, 该 值 域 是 (1) 式 左 端的 积分 算 子 的 转 置 (其 
核 是 K'(x,y) = 天 (yz)) 的 零 空 间 的 正 交 补 . Fredholm 对 形 如 (1) 的 算 子 证 明了 这 
个 结果 , 此 结果 现在 称 为 Fredholm 择 一 性 . 
Fredholm 的 方法 是 把 (1) 中 的 积分 替换 为 长 度 为 h 的 nn 个 区 间 上 的 Riemann 
和 . 这 导出 了 以 u 在 剖 分 的 ”个 节点 j/n 处 的 值 u; 为 未 知 量 的 ”个 线性 方程 组 . 
Fredholm 把 方程 组 的 解 表 示 为 行列 式 的 比 的 形式 , 然后 在 n — oo N, 取 这 些 行列 
式 的 极限 . 
(1) 的 离散 形式 是 
w+h) Ku = fj t=1,---,n, (1) 
这 里 f; = f(ih), h = 1/n, Kij = K(ih, jh). 用 D(h) 表示 作用 在 (1) 中 的 向 量 u 
上 的 矩阵 的 行列 式 : 
D(h) = det(I + hK;;). (2) 
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显然 , D(h) 是 h 的 多 项 式 : 


D(h) = S amh”. (2^) 
系数 an TAR Taylor 展开 表示 为 
am = uan) Pho (2") 
为 对 多 项 式 求 微分 , 我 们 利用 规则 
-det(C1, Co, Cn) = > (e. teo) | (3) 


应 用 同样 的 规则 求 m 阶 导数 . 由 于 每 个 列 C; 是 h 的 线性 函数 , 这 样 导 出 的 公式 非 
常 简单 . 因为 在 h — 0 A, C;(0) = E; 是 第 j 个 单位 向 量 , 我 们 可 以 进一步 简化 公 
式 . 因此 , 在 (2") 中 应 用 (2), 我 们 得 到 关于 Kij 的 主子 式 的 行列 式 的 一 个 表示 : 


DT el fu diu (4) 
(h)=1+ 2; dr et Ka Kj 4T. 
i ij t 


MER h = 1/n J£ n ÉF oo. (4) PHR k 项 是 关于 大 个 参数 的 一 个 和 式 , 它 趋 
于 一 个 大 重 积 分 . 为 了 把 它们 写成 紧凑 的 形式 ,Fredholm 引入 了 下 面 的 方便 的 缩 
写 : 


«( se Ign —detK(r,yj), 1&ij&k. (5) 
V1. Uk 
h = 1/n Bj, (4) X34 n > oo 时 的 形式 极限 为 无 穷 级 数 
ey 1 f. Vis t T "m ; 
D= al (an: Jan dz. (6) 


定义 RD 是 作用 在 (1) 式 左 端的 算 子 的 Fredholm 行列 式 . 
引 理 1 BR (6) HA. 

证 阴 ”为 证 明 收 和 敛 性 , Fredholm 应 用 了 Hadmard 的 关于 行列 式 的 不 等 式 去 估 
计 级 数 (6) 中 的 项 : 

ldet(C ---, CX)| < [ [IC II. (7) 

这 里 |C 表示 向 量 C 的 Euclidean KR. (7) 的 几何 解释 是 : 以 向 量 Ci 的 和 为 项 
点 的 平行 六 面体 的 体积 小 于 或 等 于 以 与 Ci 等 长 的 边 为 Ci (IC "l| = Cl HA 
平行 长 方 体 的 体积 , 这 里 C; 互相 正 交 . 


习题 1 给 出 不 等 式 (7) 的 解析 证 明 . 


由 于 核 K 是 连续 的 , 因此 它 是 有 界 的 : 存在 M 使 得 
对 所 有 的 zx,y，|K(zx,w)| € M. 
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He k x k IERE (5) 中 的 每 个 列 向 量 的 长 度 不 大 于 MVk. 因此 根据 (7), 


K T1,°*' Tk 
Yis ts Yk 


ZU (6) 中 的 第 大 项 小 于 M*k*/2/k!, 根据 Stirling 公式 , X < (Me)*k F2. 这 个 


< MEKK/2. (8) 


估计 式 说 明 级 数 (6) 是 收敛 的 . 口 
Fredholm 说 明了 在 核 K 关于 变量 y 满足 Holder 条 件 
|K(z, y) - K(z,2)| < Mly — zl? (9) 


时 , 如 何 得 到 比 (8) 更 好 的 估计 式 . TE (5) 式 右 端的 矩阵 中 , 我 们 从 第 i 列 中 减 去 第 
i 十 1 列 , i = 1,:…, 上 kk 一 1. 这 个 新 矩阵 与 原来 的 矩阵 有 相同 的 行列 式 , 且 其 第 i 列 的 
长 度 小 于 等 于 Myx. — yil?vk. 由 (7) 可 知 


«( RTT 
Y1,°°* > Uk 
根据 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 

1 k 
IH va -= yil S (x) ， 


cb 
yrs Yk 
当 K(r,y) 关于 x 也 满足 Holder 条 件 时 , 同样 的 不 等 式 也 成 立 . 

现在 考虑 方程 (1). 为 解 此 方程 组 , 我 们 在 (1) 两 边 乘 以 作用 在 未 知 数 上 的 和 矩 
阵 的 逆 和 矩阵 ， 首 矩阵 的 元 素 可 以 表示 为 余 阶 为 1( 即 比 原来 的 矩阵 阶 少 1 Br) 的 主 
子 式 的 行列 式 除 以 矩阵 的 行列 式 . 对 方程 组 (1) 我 们 应 用 此 过 程 , 我 们 得 到 与 (2) 
类 似 的 公式 , 此 公式 又 可 以 化 为 形 如 (4) 的 式 子 . 通过 令 h 一 0 WRR, Fredholm 
求 出 了 这 些 行列 式 的 连续 类 似 R. 利用 记号 (5), 我 们 可 以 把 R 表示 为 


Re) = ea) f &( Tum jen 
y, T1 


-Saf /[*( Re qu 2 Jan san. (10) 


yr» 
不 等 式 (8) 说 明 (10) 式 右 端的 级 数 关 于 z 和 y 是 一 致 收敛 的 . 这 证 明了 
R(z,y) 是 x,y 的 连续 函数 . 
我 们 现在 说 明 如 何 应 用 核 R(x, y) 和 行列 式 D 来 解 方程 (1). 按照 第 一 行 展开 
(10) 式 中 由 (5) 式 定义 的 行列 式 : 


< kk/2MK (TI lyi+ı — yi? - 


我 们 推出 


< (k*)0/2)7a Mk. (8^) 
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L, T1,’ T L1,°°*',Lk 
«( +) = Kane )- 
Y,2%1,°°', Tk L1,°°',Lk 


Kam ARE TEN E 


y;12,7* ,Tk 
z1,19::7,T 

K(zozj)K| ^|"? s dou (11) 
Y,21,73°'',Tk 


在 z1,…, zk 空间 中 的 单位 长 方 体 上 对 (11) 积分 . 我 们 断定 最 后 k 项 的 积分 相等 ; 
这 可 以 通过 在 第 j 个 积分 
Pd T1; T2717 Tk T1 dT 
ide / [Kerr ( y 215° **,Lj—-1,2j41,°'*, Tk ): iis 


中 交换 变量 c. 和 xj, 然后 在 进行 一 个 行 变换 和 j — 2 个 列 变 换 . 我 们 得 到 
ZI) -— - Tit Tk er 
f/x (Se anam ke f [x (Bot) an dz, 
-+ f f xaar ( baia Jan an. 


除 以 k! 并 求 和 . 根据 R, y) 的 定义 (10) A D 的 定义 (6), 我 们 可 以 把 上 述 结果 表 
示 为 
Ray) = Kz,)D — | KG.) R3, yar 


这 又 可 以 写 为 
R(z, y) + | K (z, z) R(z, y)dz — DK (z, y) = 0. (12) 
如 果 不 是 按照 第 一 行 , 而 是 按照 第 一 列 展 开行 列 式 (10), 我 们 得 到 类 似 的 等 式 
R(z, y) + / K (z, y) R(z, z)dz — DK (z,y) = 0. (12/) 


现在 我 们 考虑 积分 方程 (1). Fredholm 把 左 端 视 为 作用 在 u 上 的 算 子 ; 把 以 
K (z, y) 为 核 的 积分 算 子 记 为 K: 


(Kur) = /Koug)dy (13) 
类 似 地 用 R 表示 以 Rir, y) 为 核 的 积分 算 子 . 方程 (1) 可 以 简 记 为 
(I+ K)u — f. (13) 


Fredholm 注意 到 形 如 (13^) 的 算 子 构成 了 一 个 半 群 , 即 两 个 这 样 的 算 子 的 乘积 仍 形 
如 (13^): 
(I+ H(I+ K) 2 It L, (14) 
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这 里 算 子 工 的 核 为 
L(z,y) = K(z,y) + H(z,y) + [dK eee (14^) 


定理 2 KK 是 连续 核 且 假设 DSA, 则 算 子 T+ KK 是 可 逆 的 , RHA I- DIR, 
这 里 D fo R4 348 (6) 和 (10) ÈL. 
证 明 FAR (12) 和 (12^) 可 以 用 线性 算 子 表示 为 
R+KR- DK — 0, 
R 4 RK — DK — 0. (15) 
由 于 假设 D 0, 上 面 的 等 式 可 以 重新 写 为 
(I+ K)(I— D^! R) =I, 
(I- D R)(I+ K) - I. D(15’) 
定理 2 的 逆 也 是 成 立 的 . 
定理 3 KK 是 一 个 连续 核 且 使 得 DD =0, NEF I 二 天 有 一 个 非 平凡 的 零 空间 ， 
从 而 了 十 政 是 不 可 弟 的 . 
WR 在 R(z,y) 中 国定 y 并 记得 到 的 = 的 函数 为 r: 
R(-,y) = r(). 
方程 (12) 可 以 写 为 
r+ Kr — 0. 
这 说 明 r 属于 I+ KOSS. 此 论证 中 的 问题 是 : Ra, y) 可 能 对 所 有 的 x 和 y 
都 为 0, 从 而 使 得 7 是 零 函 数 . 因此 我 们 必须 另外 给 出 证 明 . 
BA 是 一 个 复 参 数 . 在 公式 (6) 中 以 AK 代替 K 给 出 了 入 AER, 记 


此 级 数 为 
k US 
TE ee —— w 


类 似 地 , 通过 在 (10) 中 以 AK 代替 K 定义 函数 R(z, y, ^) 为 


R(z, y; 4) = E PE: ( dod LE - dee. (17) 


引 理 4 D(A) Fe R(z,y; A) ÆA HERH BAK, Mum. A 都 解析 的 函数 . 
习题 2 证 明 引 理 4. 


如 果 我 们 在 (16) 和 (17) PR 入 = 1, 则 我 们 得 到 由 (6) 和 (10) 定义 的 D 和 
R. 因此 车 D = 0, M) D(A) 在 入 =1 处 有 一 个 零点 .由 于 DO) 是 解析 的 且 不 恒 等 
于 0, 此 零点 是 有 限 阶 的 . 
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引 理 5 假设 入 =1 是 D(A) 的 mm 阶 零点 , 则 存在 z, 使 得 入 = 二 1 是 R(z,z;A) 的 
零点 上 且 其 阶 <m. 
WEBB ”在 (17) pu 并 关于 r 84: 


[remani = I A ee [sv ^ ) anin: " 


上 式 右 端 等 于 (16) 式 关 于 和 的 导数 与 和 的 乘积 : 


/es A)dz = AS DIA). 
根据 m 的 定义 , 和 = 1 是 上 式 右 端的 m - 1 HSA; 因此 左 端 也 具有 相同 的 性 质 . 
但 是 R(z,z; A) 不 可 能 对 每 个 r 都 有 不 小 于 m 阶 的 零点 . 口 


用 表示 使 得 对 每 个 z 和 w, 和 =1 是 Ra, yA) 的 上 阶 零点 的 4 的 最 大 值 . 根 
据 引 理 5, 7 < m. 我 们 有 
R(z,y;À) = g(z, y) - 1} + O(A - Yr. (18) 
He 的 定义 可 知 g(z,y) Z0. MAA 1, Bi (12) XX, 


R(x, y;A) + [xe z) R(z, y;A)dz = AK (z, y) D(A). 


上 式 两 端 除 以 (A — 1) 并 令 入 趋 于 1. 因为 DOA) 有 一 个 m Bt (m > 2) HER, 
R(z,y; AA -1 ST g, 因此 我 们 得 到 


g(x,y) + f K396i = 0. (19) 
由 于 g £0, 存在 yo 使 得 对 某 个 r, glz,y) #0. BAR, u(x) = g(z,y) 属于 I+ K 
的 零 空 间 . 这 证 明了 定理 3. 口 


习题 3 假设 核 K(z,y) 是 退化 的 , 即 K(2,y) = 5; ki(x)hi(y). EA DA) 是 一 个 
次 数 不 大 于 n EGRE. 


我 们 现在 把 解析 函数 DOA) 的 零点 与 K 的 特征 值 联系 起 来 . 
定理 6 复数 上 是 积分 算 子 K 的 特征 值 , 当 且 仅 当 入 = 一 1/ X DD) HER. 
WR ”定理 2 和 定理 3 说 明 k = -1 属于 积分 算 子 KEHNA D(1) = 0. 
以 AK 代替 天 即 得 定理 6. L) 


定理 6 说 明 DQ) 所 起 的 作用 与 算 子 K 的 特征 多 项 式 一 样 . SET. K 的 特征 值 
« 的 代数 重度 是 它 的 广义 特征 空间 的 维 数 , 即 (rT 一 Ki 是 任意 正 整数 ) 的 零 空 间 
的 并 集 的 维 数 . 根据 第 21 章 定理 6, 紧 算 子 的 非 零 特征 值 的 几何 重度 是 有 限 的 . 
定理 7 dE ok 是 由 (13) 定义 的 算 子 K 的 一 个 非 零 特征 值 . 根据 定理 6, 入 = 一 1/« 
是 (16) 中 定义 的 D(A) 的 一 个 零点 . 用 mm 表示 这 个 零点 的 重 数 . MS: m 是 特征 
[jh 的 代数 重度 . 
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证 明 ”证明 与 有 限 维 的 情形 相同 , 应 用 行列 式 D 的 余 有 限 阶 的 主子 式 . 我 们 
省 略 掉 具体 的 证 明 . g 
下 面 我 们 将 两 个 重要 的 矩阵 关系 推广 到 算 子 的 情形 . 
定理 8 ” 设 积分 算 子 K HM K(z,y) KF x fe y X Holder 连续 的 且 Holder 常数 
a > i. K1,K2,*** 是 K 的 特征 值 ， 则 


] Kex = >: Kj; (20) 
D -[[a 5. (20) 
上 面 的 级 数 与 乘积 是 绝对 收敛 的 . 


(20) 式 左 端的 数 称 为 积分 算 子 K 的 迹 ; (20) 式 称 为 迹 公 式 . 在 第 30 章 中 我 们 
将 会 对 Hilbert 空间 上 的 一 大 类 算 子 建立 这 样 的 一 个 迹 公式 . 

定理 8 的 证 明基 于 Hadamard 的 因子 分 解 定 理 . 我 们 仅 叙 述 我 们 需要 的 情形 . 
定理 9 AfA ZA EHE, 且 对 所 有 的 入 其 阶 均 小 于 1, 即 它 满足 生长 
条 件 : 存在 常数 c, 使 得 

IFA) < e(exp AP), p < 1. (21) 

记 f 的 所 有 根 为 {A}, 重 根 按 出 现 的 次 数 计算 , 并 假设 入 = 0 KAM, Bp f(0) £0. 
则 DA, KARL 三 可 以 分 解 为 


f(A) = f) IT (1 - x) | (22) 


这 个 结果 并 不 十 分 复杂 ， 其 证 明 可 以 参考 Ahlfors 的 复 分 析 教材 ， 我 们 将 对 
f(A) = D(A) 应 用 (22) XX. 
引 理 10 #4 K 关于 z AX y BX Holder 常数 为 a 的 Holder HH, M) D(A) 满 
足 生 长 条 件 
|D(A)| € c (exp |A|?/0 +2) . 
这 里 c 为 常数 . 


习题 4 应 用 D(A) 的 定义 (10) 和 不 等 式 (8') 证 明 引 理 10. 


显然 , 对 a > 1, 函数 DOA) 的 阶 小 于 1, 因此 可 以 形 如 (22) 进行 因子 分 解 . Al 

用 定理 6 中 建立 的 D 的 零点 与 K 的 特征 值 «; 之 间 的 关系 , 我 们 可 以 把 因子 分 解 
写 为 

D(A) = [[G + «;)). (22') 

这 里 应 用 了 D(0) = 1, 此 事实 是 (16) 的 一 个 直接 推论 . 对 (22) 微分 并 取 入 = 0. 在 

(22^) 的 左 端 我 们 得 到 dD(A)/dA|,=0, RIE FER BRA (16), 这 又 等 于 f K (z, zjdz. 

对 |A| € 1, 右 端的 无 限 乘 积 是 有 限 乘积 的 一 致 极限 ; 因此 它 的 导数 是 有 限 乘 积 的 导 
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数 的 极限 . 这 说 明 (22) 右 端 在 — 0 点 的 导数 等 于 上 .这 证 明了 (20) XX. 在 
(22^) 中 取 入 = 1 得 到 等 式 (20). 这 完成 了 定理 8 的 证 明 . 口 


24.2 Fredholm 行列 式 的 乘法 性 质 


下 面 讨论 Fredholm 给 出 的 行列 式 的 乘法 性 质 在 算 子 情形 下 的 延 拓 . WI+K 
的 行列 式 为 Dr, I+ H 的 行列 式 为 Dg, 依次 类 推 . 类似 地 , 记 T+ K 的 逆 为 
I- Dg Re, Rk 的 核 为 Rk (a, y). 
定理 11 RAK 是 具有 连续 核 的 积分 算 子 , 并 设 (I+ HI+K)=I+ LM 


Dr = Dg Dk. (23) 
TEAR 下面 的 漂亮 证 明 是 由 Fredholm 通过 计算 Dr 的 变 分 所 给 出 的 . 我 们 定 

X d 
6DK = az PK+zöK le=0- (24) 

E 


为 计算 OK 的 函数 OD, 首先 计算 行列 式 (5) 的 变 分 . 应 用 行列 式 的 微分 公式 (3), 
得 到 大 个 行列 式 的 和 : 
ee‘. : 
ox ( Rae: = 2 pee (25) 
这 里 K 的 第 e WEE SK, yi). 把 detK 关于 第 0 列 展开 : 
Zl Tk _ pm dr cct eee | 2 
sx ( if =) '(-1) «( MCN ) bx em) (25’) 
这 里 括号 表示 第 列 和 第 m 行 被 去 掉 了 . E k 维 的 单位 立方 体 上 对 (25) 积分 . 所 
有 2&= 和 7m 的 大 项 相等 ; 记 zm = r = xz 并 把 余下 的 变量 重新 标号 为 zl, 1, 
我 们 得 到 (25) P = m 的 项 的 和 的 积分 的 表达 式 : 


kf /x Tun Eel dz, -dar-ı | ÖK Gs 2)dz. (26) 
Li", Ek—1 


余下 的 ri z tm 的 k(k 一 1) 个 积分 也 相等 ; 记 tm = 2, ze = y 并 把 余下 的 变量 标号 
为 z1,…, zk-_2. BIR L < mi; 则 2-1 个 行 变换 和 和 -2 个 列 变换 把 (25) P £m 
的 项 化 为 相同 的 形式 从 而 这 些 项 的 和 是 

—k(k — nfo fa Von Spon LES dry 2drdy. (26^) 


I,11.:::,.Tk—2 


为 得 到 6D, 在 定义 D 的 级 数 (6) 中 逐 项 求 变 分 . 我 们 得 到 (26) 5 (26) 的 
和 除 以 k!. 利用 Dy 的 定义 (6), 我 们 把 由 (26) 得 到 的 和 式 写 为 


Dy ox, x)dz, 
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根据 由 (10) 定义 的 Rx(z,y), 把 由 (26') 得 到 的 和 式 写 为 
- f [ nt niic Wardy, 
合 在 一 起 , 得 到 
6D, = Dy I 6K (z,x)dz 一 f / Ry (y, z)6K (a, y)dzdy. 
假设 Dr #0 并 在 两 边 除 以 Dr, 我 们 得 到 
&lnD, = 5K (z,z)dr — Dz} J f Rx(y,z)ök(z, y)dzdy. (27) 
根据 公式 (15), RF I- Di! Rk BAF I+ K ME. 因此 我 们 可 以 把 (27) 5 
WAF r 的 积分 视 为 (T+ K) 在 6K(-,y) 上 的 作用 , 并 把 (27) 写 为 算 子 形式 
blnD = / (I+ K)~‘5K(-, y)dy. (28) 


另外 , 我 们 可 以 把 (27) 式 右 端 关 于 y 的 积分 视 为 I- DI'R, 的 转 置 在 函数 

5K(z,.》 上 的 作用 . 由 于 道 的 转 置 是 转 置 的 逆 , 可 以 把 (27) 写 为 
6lnDk = f (I+ K') !óK(z,-)dz, (28°) 

这 里 K' 表示 K 的 转 置 . 

Kh KA H ER Dk 关 0 和 Dy 40 的 任意 两 个 连续 核 . 与 前 面 一 样 , 我 们 
把 I+ HH 与 T+ 的 乘积 记 为 T+ 工 . 根据 定理 2, I+ KA I+ HREAN; A 
此 它们 的 乘积 I+ L BEN UN. 于 是 根据 定理 3, Dr 70. 

为 了 用 6H M 6K 计算 Dr 的 变 分 , 通过 H A K 把 工 的 核 表 示 出 来 . 因为 
L=K+H+HK, 所 以 


Liz,y) = K(z,3) + Hy) + | H(2,2)K(z,y)dz, 
因此 
öL(z,y) = óK(z,y) + óH(z,y) + [st z)K (z, y)dz + J H(z, 28K (e,u)ae- (29) 


HALAT K'A 五 的 作用 把 (29) 右 端的 积分 表示 出 来 

óL(z,y) = (I+ K')6H(z,-) + (I+ H)6K(., y). (29’) 
把 5L 的 这 个 表达 式 代 入 与 核 L 所 对 应 的 公式 (27) 中 , 再 把 与 oH 和 SK S XI 
项 分 别 用 (28') 和 (28) 表示 出 来 , 得 


dinD, = f (I+ L')^! (I + K’)5H (a, -)dx + J (I+ L)~'(I+ H)ôK(-,y}dy. (30) 
注意 到 I+ LEXA (I+ H)(I- Ky; 取道 然后 再 取 转 置 , 得 


(I+ L)y'!-z(I-K) (I- H)!, (I- D)! = (I+ H) ! (I- K'Y.. 
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将 上 述 两 式 代 入 (30), 我 们 得 到 


ólnDr, = [us H’)~'6H(z, -)dx + [us K)~'6K(-, y)dy. (30’) 
将 此 式 与 (28) 和 (28^) 比较 , 我 们 得 到 
óln Dr, = dln Dg + dln Dx. (31) 


现在 把 和 H 形变 到 0, 使 得 在 此 过 程 中 , Dk £0, Dy #0. 这 很 容易 实现 , 只 要 
HX K(t) = A(t)K, H(t) = A(t)H, 这 里 复数 值 函数 A(t) 的 零点 与 Dx( 和 A) 和 Dx) 
都 不 同 . 公式 (31) 说 明 

Šin Drit) 一 jn Dk(t) Dnt)] = 0. 


因为 L(0) = K(0) = H(0)=0 E Do = 1, 我 们 推出 In DL — In Dgdy = 0; 这 证 明 
T% Dk #0, Dy #0 时 行列 式 的 乘法 性 质 . 4 Dy = 0 时 , I+ 五 不 是 映 上 的 ; 当 
Dk —0 时, I+ K 不 是 一 对 一 的 . 在 这 两 种 情形 下 , (I+ H)(I- K) 不 是 可 逆 的 , dk 
Dr = 0. 因此 在 所 有 的 情形 下 , 均 有 Dr = Dy Dr. o 


习题 5 ”在 定义 Dk HEFBKRPBRITHRIE iDk. 


24.3 Gelfand-Levian-Marchenko 方程 和 
Dyson 的 公式 


到 目前 为 止 , 积分 方程 (1) 中 的 积分 只 是 在 单位 区 间 上 取 . 当然 这 可 以 在 任意 
的 有 限 区 间 [a,b] ER, 只 要 当 核 K 的 自 变 量 趋 于 oo 时 , K BF 0 的 速度 足够 快 ， 
那么 积分 甚至 可 以 在 无 穷 区 间 [a, oo] 上 取 . 
习题 6 证明: X 

IK (z, y)| < M (z)M(y), 
这 里 M(x) 是 单调 下 降 的 可 积 函 数 且 
E M(z)de < oo, 
则 定义 Fredholm 行列 式 的 级 数 (6) Fr (10) 都 收敛 . 
设 K(z,y) 是 对 所 有 的 实数 zx 和 都 有 定义 的 连续 核 . 假设 当 z,y ÉF co RT, 


核 以 充分 快 的 速度 趋 于 0， 对 每 个 实数 a, 我 们 定义 Fredholm HF I+ Ka, 这 里 
K, 是 区 间 (a,00) 上 以 K 为 核 的 积分 算 子 : 


(Ka) = | ” K(x,yuly)dy, a<z. (32) 


222 第 24 章 积分 方程 的 Fredholm 理论 


设 D(a) 是 I+ Ka 的 Fredholm 行列 式 . 我 们 将 要 研究 D(a) 对 a 的 依赖 性 . 假设 
D(a) #0. 

令 几 是 任意 实数 ; 简单 的 变换 y 一 y th 把 算 子 Kaun 映 为 在 固定 的 区 间 
(a,00) 上 以 K(z - hy +h) 为 核 的 积分 算 子 . 这 个 核 在 — 0 点 关于 h 的 导数 是 
6K = Ks + Ky. 因此 D(a) 关于 a 的 导数 可 以 通过 D 的 变 分 公式 (27), (28) FEM. 
为 此 , 我 们 需要 一 些 联系 核 K 和 R 的 等 式 . 利用 公式 (12) 和 (12^) 导出 这 些 等 式 ， 
公式 (12) 和 (12^) 表明 I+ K RI I- D'R 是 互 逆 的 : 


R(z, y) + J K(2,2)Rlz,y)dz — DK(z,y) = 0, (12) 
R(z, y) + J «eon. z)dz — DK (z, y) = 0. (12!) 
TE (12) 中 对 r 微分 : 
R,(2,y) + f K,(z, z)R(2,y)dz — DK. (z,y) = 0. 
在 此 式 中 取 y = 2, 我 们 得 到 


R.(z,2) + [Kel z)R(z,z)dz — DK,(z,z) = 0. (33) 
类 似 地 , 我 们 也 可 以 得 到 
Ry(y, y) + [kw z)R(z,y)dz — DK,(y, y) = 0. (33^) 


考虑 nD 的 变 分 公式 (27) 并 将 ôK = Kj + K, RA: 


öln D(a) = [Kee + Ky(z,z)]dz — D^! | [Rw z)[K;(r,y)- K,(a, y)|dady. 


应 用 (33) 和 (33^) 将 (34) 右 端的 二 重 积分 替换 为 一 重 积分 : 
óln D(a) = | LECE K,(z, z)]dz + f DiRe- 
+ [ (07 Raw — K,(y, y)]dy 
sp / RESTE 
= -D-! R(a, o). 
因为 In D(a) 的 变 分 是 它 关 于 a 的 导数 ， 
in D(a) = —D-!(a)R(a,a), HIER Š D(a) = —R(a.o). (35) 


习题 7 由 公式 (6) 对 积分 的 下 限 求 微分 导出 公式 (31). 
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现在 再 次 回 到 公式 (12) 并 且 注 意 到 它 有 下 面 的 解释 . UE y 是 任意 固定 的 数 ， 
a € y, 则 积分 方程 
w + Kaw = K(-,y) 
的 解 是 wz) = D-'(a)R(z,y). FRAME, W y = a, x = a. 我 们 得 到 w'(a) = 
D-i(a)R(a,a). 应 用 关系 (35), 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 12 # w-—w(ra) 为 积分 方程 


wa) + f ” K(2,y)w(y)dy = —K(z,a) (36) 
的 解 ， 则 
w(a;a) = E D(a). (37) 
我 们 现在 说 明 如 何 把 这 个 结果 应 用 到 散射 理论 中 微分 算 子 
-82 +q, (38) 


的 逆 问题 , 这 里 q = ale) 是 位 势 且 当 r to 时 快速 地 趋 于 0. 0 ERR R 
37 章 将 要 定义 地 反射 系数 来 决定 位 势 q 这 个 问题 来 源 于 物理 学 , 主要 处 理 当 反射 
系数 已 知 而 位 势 g 不 能 直接 测量 的 情形 . 

Gelfand, Levitan 和 Marchenko 设计 了 一 个 积分 方程 使 得 其 解 q 可 以 确定 . id 
Z(z) 为 反射 系数 的 Fourier BR, 在 算 子 (37) 有 特征 值 点 时 , 这 些 必须 包含 在 Z 
中 . 辅助 函数 w 的 G-L-M 方程 为 

w(z;a) 2 Z(x  y)w(y; a)dy = —Zí(x + a). (39) 


根据 G-L-M( 比 如 , 参考 Lax, 第 84-91 页 ), WH g 与 G-L-M 方程 的 解 w 之 间 的 
关系 为 F 
g(a) = guo a). (40) 
方程 (39) 4&7; (36) 4 K(x,y) = Z(z +y) 时 的 特殊 情形 . 从 而 根据 (40), 我 们 可 
以 应 用 定理 12 推出 由 Freedman Dyson 得 出 的 下 述 公 式 : 
2 
g(a) = -21 ln D(a), (41) 


这 里 D(a) 是 (39) 式 左 端 作用 在 w 上 的 G-L-M 算 子 的 Fredholm 行列 式 . 
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第 25 章 ”不 变 子 空间 


设 X 为 Banach Zl], M: X — X 为 有 界线 性 映射 . 首先 回想 一 下 线性 代 
数 中 不 变 子 空间 的 概念 : KX 的 子 空 间 Y 为 M 的 不 变 子 空间 , XY 在 MM 的 
作用 下 被 映 入 到 自身 内 ; Y 是 非 平 凡 的 , WR Y EX 的 含有 非 零 向 量 的 真子 空 
间 . 在 赋 范 线性 空间 中 , 我 们 感 兴趣 的 是 M 的 闲 不 变 子 空间 . 

对 于 M 的 闭 不 变 子 空间 Y, 我 们 有 可 能 分 两 步 反 演 M, 即 给 定 X 中 的 向 量 
u, 在 X 中 可 以 找到 向 量 ao, 使 得 May =u. 首先 解 关于 模 Y 的 方程 , 即 在 X 中 
寻找 向 量 z, 使 得 Ma; = u(mod Y); 若 令 z = u — Mz, Wz BF Y. 然后 ,在 
Y 中 选取 向 量 y, 使 得 My =z. BS co = zl +y, 则 May =u. 第 一 步 实际 上 是 
在 商 空 间 X/Y ERR M; 只 要 X/Y 有 赋 范 结构 , 利用 解析 工具 这 一 步 很 容易 处 
理 ; 而 要 使 得 X/Y 有 赋 范 结构 , 仅仅 需要 “Y 是 X 的 闭 子 空间 ”这 一 条 件 . 

由 上 面 提供 的 算法 , 如 果 ME X/Y AY bn, 那么 它 在 X 上 也 可 道 . 
但 是 , 反之 是 不 成 立 的 , 如 第 2 章 所 示 . 


习题 1 证 明 : d M: X — X THY 是 RM 的 有 限 维 不 变 子 空间 , 那么 M 
Æ Y f X/Y LEBTE. 


习题 2 证 明 : M 的 所 有 闭 不 变 子 空间 在 下 列 意 义 下 构成 一 个 格 , 即 两 个 闭 不 变 子 
空间 的 交 仍 是 闭 不 变 子 空间 , 两 个 闭 不 变 子 空间 生成 的 闭 子 空间 也 是 不 变 子 空间 . 


25.1 紧 算 子 的 不 变 子 空间 


显然 , 由 M 的 特征 向 量 所 张 成 的 每 个 子 空间 都 是 M 的 不 变 子 空间 . 但 是 , 我 
们 以 后 会 看 到 , 有 许多 算 子 没有 特征 值 却 拥有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 . 本 节 主 要 研究 
紧 算 子 的 闭 不 变 子 空间 问题 . 对 于 紧 算 子 的 非 平 凡 的 闭 不 变 子 空间 的 存在 性 , 即 下 
面 的 定理 1, 在 Hilbert 空间 的 情形 归功 于 von Neumann, 在 Banach 空间 的 情形 下 
则 是 由 Aronszajn 和 Smith 给 出 的 . ”本 节 所 给 出 的 Aronszajn-Smith 定理 的 证 明 
是 经 Hilden 简化 后 Lomonosov 的 证 明 . 
定理 1 KX ARMRKF 1 的 复 Banach Zi, C: X —9 X X Xf, MC AA 
平凡 的 闭 不 变 子 空间 . 

证 明 假设 C #0, 并 正规 化 C; 因此 , 可 以 假设 

0 因此 定理 1 也 称 为 Aronszajn-Smith 定理 . 一 一 译 者 注 
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IC! = 1. (1) 
选取 向 量 ay c X, 使 得 
|Cao| > 1，|zo| > 1. (2) 
用 B 表示 以 ro 为 心 的 闭 单位 球 : 
B = (z| |x — zo| < 1}. (3) 
由 (2), 零 向 量 不 属于 B. 用 K 表示 BE C 下 的 象 的 闭 包 : 
K = CB. (4) 


因为 C 是 紧 映 射 , 所 以 K 是 一 个 紧 集 . 由 (2) 和 (1), K 不 包含 零 问 量 . 
我 们 将 间接 证 明 C 的 不 变 子 空间 的 存在 性 . 假设 C 没有 非 平凡 的 闭 不 变 子 空 
间 . 对 于 X 中 的 任意 非 零 向 量 y, 集合 {p(C)y| p 为 多 项 式 } 是 C 的 不 变 子 空间 ， 
从 而 该 子 空间 的 闭 包 是 C 的 闭 不 变 子 空间 . 由 假设 ，C 不 存在 非 平凡 的 闭 不 变 子 
室 间 , 所 以 该 闭 包 一 定 是 平凡 的 , 即 为 全 空间 X. 因此 , 即 对 每 个 非 零 向 量 y, 集合 
{p(C)y| p 为 多 项 式 } 在 X 中 是 稠密 的 . 
由 于 零 向 量 不 属于 K, 所 以 对 K 中 的 每 个 向 量 y, 我 们 可 以 应 用 上 述 结 论 . M, 
对 每 个 ye K, 都 存在 多 项 式 p 使 得 
Ip( C)y - zul < 1. (5) 
注意 到 (5) 是 一 个 严格 不 等 式 , 所 以 对 给 定 的 多 项 式 p, 满足 (5) 的 所 有 回 量 y 组 成 
的 集合 是 x 中 的 一 个 开 集 Op 所 有 这 样 的 开 集 构成 了 K 的 一 个 开 和 覆盖 .又 kK 是 
紧 集 , 所 以 此 覆盖 存在 一 个 有 限 子 覆盖 , 即 仅仅 需要 有 限 个 这 样 的 开 集 O, AHA 
w K. 记 这 有 限 个 开 集 所 对 应 的 多 项 式 为 p1,… ,pn. 因此 , 对 于 K 中 的 每 个 向 量 
y, 必 存 在 某 个 p = p, 使 得 不 等 式 (5) 成 立 . 为 简略 起 见 , 我 们 引入 缩写 m(C) = Ci, 
i-1,e,N, 从 而 对 天 中 的 每 个 向 量 y, 至 少 存 在 一 个 i 使 得 
|Ciy — zol < 1. (6) 
注意 到 zo E€ BR K 的 定义 (4) RIVA Cay € K. 在 (6) "P, & y = Cao, I 
存在 某 个 i= i, 使 得 |C;, Cro 一 zol < 1. 由 B 的 定义 (3), 此 意味 着 向 量 Ci, Cao 
属于 B; 再 由 K 的 定义 (4), CC, Cro € K. 因此 在 (6) F, 再 令 y = CC, Cao, H 
而 又 会 存在 对 某 个 i = io, 使 得 
|C;, CC;, Cxo — zul < 1. 
重复 上 述 过 程 , 得 


e. 


[[(c. C)zo — Lo 
1 


利用 三 角 不 等 式 , 我 们 有 
Il. Ozo 
1 
注意 到 不 等 式 (2) MA (7) 的 右边 大 于 0 


2 |xo| ~ 1. (7) 
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因为 C; 是 C 的 多 项 式 , 所 以 C; 之 间 以 及 C; 和 C 之 间 都 是 可 换 的 . Alt, 
我 们 可 以 将 (7) ESA 


> |x| - 1. (7 ) 


(fees 
1 
用 c 表示 C, 的 范 数 中 的 最 大 值 : IC < c,i=1,---,N. 由 (7), 得 
c"|C"||zo| > |zo| — 1. 

两 边 取 n 次 方 根 , 然后 令 n 一 oo, 得 

Jim lei > 7- 
根据 谱 理论 (参见 第 17 章 定理 4), 左边 的 量 是 有 界线 性 算 子 C 的 谱 半 径 |c(C)|. B 
T le(€)| 2 1/c » 0, 所 以 C 存在 非 零 谱 点 . 依照 紧 算 子 的 谱 理 论 (参见 第 21 HE 
PB 6), 这 样 的 谱 点 一 定 是 C 的 具有 有 限 重 数 的 特征 值 . 因此 , 相应 的 特征 空间 为 C 
的 闭 不 变 子 空间 , 此 与 我 们 的 假设 矛盾 . [J 
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一 旦 证 明了 某 类 算 子 M 的 单个 非 平凡 不 变 子 空间 Y 的 存在 性 , 就 可 以 重复 
调用 此 结果 证 明 该 算 子 存在 无 限 多 个 不 变 子 空间 ， 因 此 ，WMf 限制 在 子 空间 Y E, 
以 及 M 在 商 空间 X/Y 上 都 存在 不 变 子 空间 ,从 而 存在 M 的 不 变 子 空间 Z, 使 得 
Fach, 

在 一 篇 十 分 有 趣 的 论文 中 , Ringrose 探求 了 这 样 的 不 变 子 空间 族 . 

EX Ë Banach 空间 X 的 闭 子 空间 族 (M) 称 为 一 个 套 , 如 果 此 子 空间 族 {M} 
HERE 即 在 包含 关系 下 , (M) 是 一 个 全 序 集 . 我 们 常用 N 表示 子 空 间 套 . 
EX BX ÆR Banach 空间 , AV A X 的 一 个 闭 子 空间 套 , 9 C 为 X 到 自身 内 
的 紧 线性 算 子 . 称 N 为 C 的 不 变 套 , WREN 中 的 每 个 子 空间 都 是 C 的 不 变 子 
空间 . 
定理 2 i X AR Banach 空间 , C: X 9 X X X 4, N] 

(i) C 存在 一 个 极 大 不 变 套 Ni 

(ii) N 包含 平凡 子 空间 {0} 和 X; 

(iii) No AN 的 一 个 子 集 , 则 子 空间 N=N{L: LEM AFN. 

证 阴 ” 极 大 不 变 套 的 存在 性 可 由 Zorn 引 理 得 到 , 因此 (i) 和 (ii) Bi. (iii) 中 
刻画 的 子 空间 N 显然 是 闭 的 , HHE C 的 不 变 子 空间 . 对 于 AM 中 的 任意 元 素 K, 
如 果 存 在 No 中 的 某 个 元 素 L, 使 得 L C K, BAN 也 包含 在 K 中; 男 一 方面 , 如 
R M 中 的 每 个 子 空间 L 都 包含 了 K, 那么 N 也 包含 K. 因此 , 无 论 哪 种 情形 ，N 
5 N 中 的 每 个 子 空间 K 都 有 包含 关系 . 由 于 NN ARKE, 所 以 N BEN 0 
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定理 2/(Ringrose) ik C A&M Banach 空间 X 到 自身 内 的 紧 算 子 , N 为 C 的 一 
个 极 大 不 变 套 . 对 N 中 的 任 一 元 M. M 7 (0), 用 M- 表示 子 空 间 
M_=U{LEN: L K& &4 M 中 }. (8) 
由 A 的 极 大 性 , MAT N. 
(i) 商 空间 M/M- 的 维 数 为 0 或 1. 
(ii) 若 dim M/M- =1, 则 C 在 MI/M_ 上 的 诱导 作用 为 数 乘 映射 . 假设 人 EC 
确定 了 此 数 乘 映射 , Bu £0, Mur C 的 特征 值 . 
(iii) 反之 , 对 C 的 每 个 非 零 特 征 值 y, MAAN 中 的 非 零 子 空间 M, 使 得 Y 
等 于 由 (ii) 所 确定 的 复数 u. 此 外 , y 通过 (ii) 中 方式 所 确定 的 个 数 等 于 
y 作为 C 的 特征 值 的 代数 重 数 ， 即 
max {(yI - C) 的 零 空 间 的 维 数 }. 

证 明 (i) 由 于 M 和 MRE C 下 不 变 , 所 以 C 诱导 出 了 AM/AM_ 到 自身 内 
的 紧 映 射 . 若 M/M- 的 维 数 大 于 1, 则 Aronszajn-Smith 定理 蕴含 了 CH M/M- 
上 有 非 平凡 的 闭 不 变 子 空间 , 从 而 存在 CHE X 内 的 闭 不 变 子 空间 LER LEO 
ST M 但 工 又 真 包含 在 M 内 , 即 M cCLcM. BN 的 极 大 性 , 工 属于 Ni; 但 
是 , 此 与 M_ 的 定义 (8) 矛盾 . 因此 , M/M- 的 维 数 为 0 或 1. 

(Gi) 由 于 M/M. 的 维 数 1, 所 以 C 在 M/M- 上 的 (诱导 ) 作用 为 数 乘 映射 . 
假设 CE M/M- 上 的 作用 为 复数 u 所 作 的 数 乘 映射 , 并 假设 u #0, W uI- C 在 
M/M- 上 为 零 映射 , 此 意味 着 LI — C 将 MBA M 内 .又 CHEM 上 为 紧 映 射 
以 及 uz 0, 由 第 21 HER 5, uI- CHM 上 的 零 空间 的 维 数 等 于 (uI — C)M 在 
M 内 的 余 维 数 . 由 于 (uI— OM 包含 在 M-A, 所 以 它 在 M 内 的 余 维 数 至 少 为 
1. X uI— C 的 零 空间 中 含有 非 零 向 量 , Bp 为 C 的 特征 值 . 

(i) 设 y A C 的 非 零 特 征 值 , z 为 相应 的 特征 向 量 , + AL AN 中 的 包 
含 c 的 所 有 子 空间 构成 的 集合 , 定义 M = N{K : K € A} 由 定理 2,，M JB 
FN. 如 (8), 我 们 定义 子 空间 M. 假设 M_ 真 包 含 在 M 中 : M_ C M, 由 (i), 
dim M/M- = 1. KEX, MEN 中 的 包含 r 的 最 小 子 空间 , Mc 不 属于 M... 
lt, 商 空间 M/M- 可 用 r 线性 张 成 . X Cx = 2, WMA u= y. 

要 完成 上 述 证 明 , 我 们 需要 验证 : M- 真 包 含 在 M 中 . 为 简单 起 见 , 不 妨 设 7 的 
重 数 为 1. 首先 断言 , ERE CO 一 wT 的 零 空 间 中 , 存在 向 量 m 使 得 (m, m) z 0. E 
则 , 对 C 一 yI 的 零 空间 中 的 每 个 向 量 m, 有 (m, m) = 0; 因此 , 由 用 Fredholm 变换 
( 即 第 21 章 定 理 8), c 属于 C — 41 WER, 即 存 在 非 零 向 量 u, 使 得 (C — Du = a. 
故 

(C-yD’u=(C-yDzr=0, 
所 以 u 是 CRIA AREARE y 的 重 数 至 少 是 2, 些 与 我 们 的 假设 矛盾 . A 
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此 上 述 断 言 成 立 . 

AM 同上 , B] M JE N 中 包含 z 的 最 小 子 空间 . 设 LEN 且 工 真 包含 在 M 
中 , 则 m d lL. 因为 y 的 重 数 为 1, 所 以 C - ?7I 的 零 空 间 由 特征 向 量 m Em, 进而 
C-IEL ENFSMEF, 即 C 一 yI 将 工 一 一 地 映 入 自身 内 . 根据 Fredholm 
变换 , 此 蕴含 C- yI 在 L 上 是 一 个 满 射 . 因此 , L 中 的 每 个 向 量 y 都 属于 C- I 
的 值 域 , 从 而 (y, m) = 0, 其 中 m 为 C 一 YI 的 零 空 间 中 的 任意 向 量 . 

我 们 下 面 证 明 : 2 不 属于 Mo. EN, 由 M- 的 定义 (8), FE Lae N RAB 
y, € Ln, n= 1,2,…, 使 得 Ln C M H (ys) KAF z. 由 于 每 个 这 样 的 yn 都 满足 
条 件 (y, m) = 0, 其 中 m 属于 C - ?7 的 零 空间 , 所 以 (m, m) = 0, 此 与 我 们 先前 
的 断言 矛盾 . [1 


习题 3 ”模仿 上 述 讨论 , 试 证 特征 值 Y 有 任意 代数 重 数 的 情形 . 
构造 紧 算 子 的 不 变 子 空间 套 的 过 程 类 似 于 将 矩阵 化 为 上 三 角形 矩阵 的 过 程 . 


此 , 大 量 的 上 三 角形 理论 出 现在 K. R. Davidson 的 套 代数 理论 的 专著 中 ， 
现在 , 我 们 来 看 一 个 例子 . $ X =Cl0,1], V» X EKRI: 


(VANE) = f f(s) ds. (9) 


由 第 22 章 中 的 (15), V ERAT, 但 VRAFTERE. A, 的 谱 为 单 点 集 {0}. 
另 一 方面 , 对 任意 实数 a, 0 < a < 1, X 中 的 所 有 在 [0,a] ERMA 0 的 函数 f 组 
成 集合 C. 显然 是 V 的 闭 不 变 子 空间 . 


习题 4” 试 证 子 空间 Ca, 0 < a < 1 构成 了 多 的 一 个 极 大 不 变 套 . 


Brodsky 和 Donoghue 独立 地 证 明了 上 述 命题 在 L 拓扑 下 的 逆 . 
定理 3 HH A Hilbert 空间 L?(0,1, a Ą RHE 0<a<1l, 4- Ha AH PHA 
[0,a] 上 取 值 为 0 的 所 有 函数 组 成 的 集合 , 则 (9) 定义 的 算 子 VAH $8)8 Se 
紧 映 射 , 并 且 每 个 五 。 都 是 Y 的 不 变 子 空间 . 此 外 , V 再 也 没有 其 他 形式 的 不 变 子 
空间 . 

HERA (Donoghue) ”我们 先 简单 讨论 一 下 实 直 线 R 上 的 Li 函数 的 卷 积 , 设 f 
和 9 为 实 直线 上 的 两 个 L 函数 , 定义 它们 的 卷 积 « 9: 


(f «9)(t) = i f(s)g(t — s) ds. C10) 


TE 19.6 ©, 我 们 证 明了 : 两 个 L 函数 的 卷 积 仍 是 L 函数 且 卷 积 满足 结合 和 
和 交换 率 . 

假设 当 s 为 (绝对 值 ) 充分 大 的 负数 时 , f(s) 和 gls) 的 取 值 均 为 0. AL, 和 如 
分 别 表示 f 和 g 的 支 集 的 下 端点 : 
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£; = sup(£: f(s) —0,s < 4}. (11) 
由 此 , 24 t < £p +4, 时 , (10) 中 右边 的 积分 为 0, 因为 它 的 被 积 函数 中 必 有 一 个 因 
FAO. 这 证 明了 : 74 t < lp +l Bt, (f. g)(t) = 0, 从 而 Ljwo > Lj + fo 根据 
Titchmarsh 卷 积 定理 , 此 不 等 式 中 的 等 号 成 立 : 
brag = lf + Eo. (12) 
关于 此 定理 的 证 明 , 我 们 将 在 第 38 章 给 出 . 
用 卷 积 的 形式 将 算 子 V 重新 表示 为 
Vf —h» f, (13) 
其 中 f e L?[0, 1], h W Heaviside 函数 
0, 4 5 c O 时 ， 
= | 1, 40<sf. 
注意 到 公式 03) 的 右边 定义 在 整个 实 直线 R E, 其 在 [0,1] 上 的 限制 等 于 Vf. 由 
卷 积 的 结合 率 , 对 任意 自然 数 n, 有 


(14) 


V? f =h™ « f, (13^) 

这 里 nO 为 hh 5 BEES n BER. 由 第 20 章 中 的 计算 , 容易 证 明 
(ng = 0, 当 s < 0 时 ， 
24 0 « s Bj. er 


要 完成 定理 3 中 非 平凡 部 分 的 证 明 , 我 们 需要 下 述 引 理 . 
引 理 4 ik f A 120,1 内 的 任 一 函数 , 则 f, Vf, V? f, 生成 了 空间 101), 其 
P l= by. 

证 明 假设 9 ECT L?[0,1], 并 且 与 每 个 函数 Vf, n =0,1,---, EX. 由 (13^), 
我 们 将 正 交 条 件 重 新 表示 为 


(h™ « f, g) = 0, n=0,1,---, (15) 
其 中 (, ) 表示 L0, 1) 上 的 内 积 . EX g- A L?(—1,0) 内 的 函数 : 
g-(s)=9(-s),  s€(-1,0) (16) 


利用 g- MER, 我 们 可 以 将 L?[0,1] 上 的 内 积 表示 成 卷 积 的 形式 . 设 A L?[0, 1] 
内 的 函数 , Wk Ao 的 内 积 为 

(k,g) = (k * g_)(0). (17) 
由 卷 积 的 结合 率 和 (17), 将 (15) 改写 为 

(hr) x f « g_)(0) = 0; 
Bi (17), 此 等 价 于 

(HP) f « 9.) — 0. (15/) 
注意 , f * g_ 支撑 在 [71,1] E, 而 hn? (s) 在 区 间 [71,0] 上 取 值 为 s" /n!, 在 (0,00) 
内 取 值 为 0. 由 Weierstrass 逼近 定理 , 多 项 式 在 L?(-1,0) 内 稠密 . 因此 , 依 (15), 
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函数 f * g- 在 [—1,0] 上 取 值 为 0; HARM I lfag- 2 0. FH Titchmarsh EHE 
RE, 得 到 
€s + £- 20; 
此 蕴含 了 当 s < -4 Bg. (s) = 0; 由 g- 的 定义 (16), 也 即 为 
g(s) 20, 4s >, 时 . 

Hg 的 任意 性 , 我 们 可 以 得 到 : rV" f, n = 0,1,…, 所 张 成 空间 的 正 交 补 子 空间 
包含 在 L?[0,£] A, 从 而 该 张 成 空间 包含 了 L1). 另 一 方面 , 由 于 每 个 函数 V" f 
在 [0,7] 上 取 值 为 0, 所 以 集合 (V^ f£) 张 成 了 空间 L?(4 1). 口 


定理 3 的 结论 很 容易 由 引 理 4 得 到 . 事实 上 , RY 为 VE 120,1) 上 的 非 零 
不 变 子 空间 , 令 f AY 内 的 任 一 非 零 函数 , 则 f, Vf, V^ f, 都 属于 Y. 由 引 理 4， 
Y 包含 了 Ll1. 因此 , #4 

a = minyey £y, 
WY 包含 了 Lia). 另 一 方面 , 由 a 的 定义 , 对 了 中 的 每 个 函数 f, 当 t < a 时 ， 
f(t) 20, 故 f BF L?[a, 1]. 因此 Y= I?fa, 1]. 

人 们 将 Aronszajn-Smith 定理 治 许多 方向 进行 了 推广 . 用 Robinson 的 非 标准 
分 析 方 法 , Robinson 和 Bernstein WHT: 若 存在 多 项 式 p 使 得 p(T) 为 紧 算 子 , 则 
下 存在 非 平 凡 的 不 变 子 空间 . Lomonosov 证 明了 : 与 一 个 紧 算 子 交换 的 算 子 存在 非 
平凡 的 不 变 子 空间 每 个 非 紧 算 子 是 否 存 在 不 变 子 空间 一 直 是 一 个 悬而未决 的 问 
Hi, 直到 Enflo 构造 了 一 个 Banach 空间 X 以 及 X 到 自身 内 的 不 可 约 算 子 , 即 不 
存在 非 平凡 不 变 子 空间 的 算 子 为 止 . 接 下 来 , 人 们 在 许多 所 熟知 的 空间 上 构造 了 不 
可 约 线性 映射 . 但 是 , 所 有 这 些 Banach 空间 都 不 是 自 反 的 . 因此 , Hilbert 空间 上 
是 否 存 在 不 可 约 算 子 至 今 仍 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 

第 38 章 将 给 出 L 空间 上 的 右 移 位 算 子 的 所 有 不 变 子 空间 的 Beurling 刻画 . 
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第 26 章 ”射线 上 的 调和 分 析 


本 章 将 提炼 第 21 章 中 为 研究 紧 算 子 而 采用 的 技巧 , 并 用 它 导出 一 类 具有 指数 
型 衰减 性 质 的 函数 . 


26.1 调和 函数 的 Phragmén-Lindelóf 原理 


经 典 解析 函数 论 中 的 最 大 值 原理 可 以 推广 到 定义 在 延伸 至 无 穷 远 处 的 域内 的 
解析 函数 上 , 此 推广 归功 于 Phagmén 和 Lindelöf, RA Phragmén-Lindelof RE. 该 
原理 的 假设 条 件 是 : 函数 在 域 的 边界 上 有 界 , 并 且 当 z 趋向 无 穷 时 , 函数 有 有 限 增 
长 性 ; 其 结论 是 : 函数 在 整个 域 上 有 界 . 对 于 调和 函数 , 此 原理 有 一 种 类 比 的 情况 . 

i h(r,y) 为 定义 在 半 带 : {(z,y): -1 和 zz 所 10 世 好 内 的 调和 函数 A 
h(z,y) 连续 到 边界 . E 

(i) h(+1, y) 20, y 2 0; 

(ii) 在 半 带 内 , |h(z,y)| < Me, 其 中 M, CARH, R0-c£7/2, 

则 对 任意 的 m,0< m « x/2 在 半 带 内 , |h(z,y)| € Ae7 "v, 其 中 A 为 常数 . 
证 阴 EA, 我 们 仅 需 要 考虑 4 < mm < n/2 的 情形 . 对 任意 m, £ < m < 2/2 
及 任意 © > 0, 作 辅 助 调和 函数 
k.(2,y) = Acos mre" + £ cos mz e™. (1) 
将 h Fl ke 对 比 . 由 于 m 的 上 界 受 2/2 控制 , 所 以 函数 cosmz dE -1 <r <1 上 
为 正 . 因此 , 由 (ii), 我 们 可 以 将 (1) 中 的 4 取得 充分 大 , 使 得 对 于 [-1,1] 中 的 每 个 
z, A 
Ih(z,0)| < Acos mz. (2) 
我 们 断言 : 对 半 带 内 的 所 有 z,y, 有 |h(z,y)| < ks (m. y). 
要 证 明 此 断言 , 由 4 的 选取 , 当 y =0, x € [-11] N, 成 立 
—ke(z, y) < h(z,y) < ke(z, y). (3) 
由 题 设 条 件 (i), 34 y 20 H z= 1 时 , h(z y) = 0, 而 此 时 ke(z, y) > 0, 故 (3) 也 
RL. 4 y=Y > 0 充分 大 , H z € [-1,1] Bj, (3) 亦 成 立 , 这 是 因为 , 由 题 设 条 件 
(ii) 以 及 m >2 志 天 的 增长 性 至 多 同 ety 一 样 , 而 ke 的 增长 性 则 同 env 一 样 . 在 方 
形 区 域 0 < y < Y, -1«z«1.b, 应 用 经 典 的 最 大 值 原理 , 则 不 等 式 (3) 在 该 方 
形 内 成 立 . 综 上 所 述 , 对 任意 的 正 数 6, 由 YY 的 任意 性 , DER (3) 在 整个 半 带 上 成 
AE. 令 < 趋向 于 0, 则 在 整个 半 带 上 , 有 
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|h(z, y)| < Ae "9. 
此 证 明了 , 24 y 趋 于 oo 时 , h SHRM. n 


26.2 H&R Phragmen-Lindelöf 原理 


本 节 主 要 陈述 和 证 明 Phragmén-Lindeléf 原理 的 一 个 直接 推广 . 该 推广 由 Phr- 
agmén-Lindelóf 原理 的 作者 给 出 ， 其 理论 建立 在 调和 函数 空间 的 泛 函 分 析 抽 象 的 基 
础 上 . 

EX RX WH Banach 空间 , S 是 由 定义 在 正 实数 集 (y: y > 0} LAMB 
X 内 的 局 部 可 积 的 向 量 值 函数 u(y) 组 成 的 线性 空间 . 假设 空间 5 满足 下 述 两 个 条 
fF. 

(i) S 有 平移 不 变性 , ME uly) ATS, 则 对 任意 正 数 t, AM uly +t) 也 属于 

S. 
(ii) RO<a<b, uc S, EX TG ul: 


b 
lu = / Iu(y)l dy. (4) 


我 们 假设 S 的 jut 范 数 下 的 单位 球 在 ul 范 数 拓扑 下 是 准 紧 的 ， 其 中 
(ag, bo] 为 [a,b] 的 任意 紧 子 区 间 : a < ao < bo < b. 


XH L? 范 数 1 os 
ju = (f ut)" dy) (4) 


代替 L) 范 数 , 我 们 可 以 给 出 类 似 的 定义 . 

性 质 (ii) 称 为 内 紧 性 . 

如 果 我 们 将 S 内 的 、 在 R, 的 紧 子 集 上 依 L 收敛 的 所 有 函数 列 的 极限 函数 
添加 到 S A, 则 拓 广 后 的 空间 仍 具 有 性 质 (G) 和 (ii). 因此 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 
假设 S 满足 条 件 : 

(ii) 在 上 述 刻 画 的 序列 收敛 拓扑 下 , S 是 闭 的 . 


例 1 设 X 为 定义 在 [-1,1] 上 的 、 在 端点 +1 上 取 值 为 0 的 连续 函数 组 成 的 
Banach 空间 , & S 为 形 如 u(y) = h(z,y) 的 所 有 函数 组 成 的 空间 , 其 中 h(x, y) 是 
任意 一 个 在 半 带 (my): -1€«z«1, y 20) 内 为 调和 函数 , 且 连 续 到 边界 以 及 在 
Zz = +1 取 值 为 0 的 函数 . 不 难 证 明 , 空间 S 有 性 质 (i) 和 (ii). 

例 2 设 工 为 2n 阶 的 线性 椭圆 算 子 , 其 系数 为 其 中 的 一 个 独立 变量 y. 令 G 为 其 
REE z 空间 内 的 域 , AG 有 光滑 边界 和 紧 闭 包 . X X 为 Banach 空间 Hy, 即 定 
NE G 上 的 具有 平方 可 积 的 n 阶 导 函数 , 并 且 每 个 i (0 < i < n 一 1) 阶 导 函 数 在 
G 的 边界 上 取 值 为 0 的 所 有 函数 组 成 的 空间 ; 令 5 为 形 如 u(y) = h(z,y) WAA R 
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数 全 体 , 其 中 hly) 为 方程 Lh = 0 在 半 柱 面 G x Ry 内 满足 : 对 固定 的 y, h( y) 
属于 X 的 任意 解 . 


利用 椭圆 方程 理论 , 可 以 证 明 上 述 定义 的 空间 S 有 内 紧 性 . 


例 3 X =C, S HENE R, 上 的 由 指数 函数 集 (ev: jn > 0, Yun’ < co} 
所 张 成 的 线性 空间 . 根据 Miintz 定理 ( 见 第 9 章 ), S 为 定义 在 及 + 上 的 且 在 oo 处 
为 0 的 连续 函数 空间 的 真子 空间 Laurent Schwartz 对 这 些 空 间 进 行 了 研究 , 其 内 
紧 性 可 由 Schwartz 所 建立 的 性 质 得 到 . 


现在 我 们 叙述 抽象 的 Phragmen-Lindelöf 原理 . 
定理 1 设 5 为 定义 在 人 耻 上 的 向 量 值 函数 组 成 的 具有 平移 不 变性 和 内 紧 性 的 线 
性 空间 , 则 存在 正常 数 c( 仅 仅 依赖 空间 5), 使 得 对 S 内 的 每 个 满足 条 件 


/ ~ lu(y)ldy « oo 
的 函数 uly), A 
ii lu(y)le"*dy < oo. 
IEA 令 5S 内 的 可 积 函数 u(y) 组 成 的 空间 为 K; 在 L 范 数 
juj = f lu(y)ldy (5) 


F, 它 是 一 个 Banach 空间 . 

对 上 >0, 令 T(t) 为 作用 在 K 上 的 平移 算 子 : 

(T(t)u)(y) = uly + t). (6) 

BR, T(t) 为 可 缩 算 子 , BU ITE < 1. 因此 , 每 个 TE 的 谱 都 含 在 单位 圆 盘 内 . 定 
理 1 证 明 的 关键 在 于 : 要 证 明 算 子 T(t) 的 谱 含 在 单位 圆 盘 的 内 部 : (A € C : [A] < 
1). 

此 关键 性 的 证 明 十 分 精细 , 要 建立 在 12 个 引 理 和 两 个 命题 的 基础 上 . 在 下 面 
RGR, 我 们 用 T RAAF T(t). 
命题 A T 的 位 于 单位 圆 盘 内 部 的 非 零 谱 边 界 点 A: | 和 | < 1,140, & THAR 
重 数 的 特征 值 ， 即 

(i) (T-A) 存在 非 平凡 的 有 限 维 数 零 空间 ; 

(ii) 下 的 所 有 广义 特征 函数 空间 是 有 限 维 的 ; 

(ui) EAN 表示 全 的 所 有 广义 特征 函数 空间 , 则 T-A K/N 到 自身 内 的 

可 逆 映 射 ; 
(iv) 入 为 THK L) 的 谱 的 孤立 点 
证 明 ”命题 A 的 证 明 需 要 以 下 几 个 引 理 . 
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引 理 2. 邻 入 为 单位 圆 盘 内 部 的 非 零 点 | 和 | < 1, 入 关 0, 若 {un} AK FEAR 
列 , RAEN ERK k, 1444 
„im (T — A)*u, =v, (7) 
则 {un} 存在 (Æ K PR) 强 收敛 子 列 , 使 得 该 子 列 的 强 极限 u 满足 
(T- Auc v. 
证 明 ”我们 只 证 大 = 1 的 情形 . 由 假设 , (us) 有 界 : jun| 和 M, 所 以 
[unlo < |un| < M. 
又 un 属于 内 紧 空 间 , 故 {un} 存在 子 列 , 仍 用 {un} 表示 , 依 ul?! 范 数 收敛 : 
lun — um|?t* — 0. (8) 
首先 断言 ， 对 任意 正 数 a, {un} 在 范 数 lula 下 收敛 ， 因 为 = 1, 所 以 由 (7)， 
(Tus — Aun} 在 L! 范 数 下 收敛 . X (Tun)(y) = un(y + t) 以 及 入 关 0, 故 (8) 蕴含 
了 {un} Æ 115 范 数 下 收敛 , 进而 在 | | 范 数 下 收敛 . 因此 , 对 任意 正 整数 N, 重复 
此 讨论 可 得 : {un} AR | 六 范 数 收敛 ; 断言 得 证 . 
为 完成 引 理 1 的 证 明 , 只 需 证 un 在 无 穷 远 oo 处 有 一 致 小 的 L! 范 数 . 将 代数 
等 式 


T" =)" + SDAP TNT-A) 
作用 到 un E, 并 令 (T — A)un = vn， " 
Tun = Xman + See T- uw. (9) 
由 题 设 条 件 (7), v =v + es, 其 中 les > 此 时 , 上 将 述 等 式 重 写 为 
Tun = Xun + Y T7 Tiv + Yam Y tige oe (9^) 
1 1 


下 面 证 明 , 34 m,n — oo BY, (9) 的 右边 在 K 上 的 L 范 数 下 趋 于 0. 首先 注意 , 最 


m—j q5- < m-j len! 
Pau enl < 2 lenl < TE 
其 次 , 再 估计 另 一 个 和 式 . 由 于 
be DN a aa 
1 1 


并 注意 到 j 一 oo 时 , | T? 7! v| = d; F 0, 所 以 (9') 右边 的 第 二 个 和 式 , YE m — oo 
时 , 也 趋 于 0. 最 后 , 由 于 |Mmaun| 和 JAM, 所以, 4 m 一 oo 时 , | 和 "un| 一 0. 因此 ， 
对 于 任意 > 0, 当 m 和 n 充分 大 时 , 由 (9), 
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mul see. 
x oo 
|T^us| = E Ius (y)ldy. 
所 以 un 在 oo 处 有 一 致 小 的 LI 范 数 : 因此 , FH {un} 不 仅 在 每 个 有 限 子 区 间 上 
而 且 在 整个 正 实数 轴 上 依 L^ 范 数 收敛 口 
引 理 3 ik TAR Banach 空间 K 上 的 有 界线 性 算 子 , 入 为 全 的 谱 边界 点 ， 则 
(i) 存在 向 量 列 {un}, EREA n > 1, [us] — A 


I(T- A)un| > 0. (10) 
(i) KÆ T—A THRA K 的 真子 空间 ， 
引 理 2 是 第 20 章 定理 2 NER. 口 


现在 我 们 转 而 证 明 命题 A 中 的 (i). WE 和 为 下 的 谱 边 界 点 , A < 1, A 7 0. 由 
引 理 2(i), 存在 K 中 的 函数 列 {un}, lun| = 1, 满足 (10). 再 依 引 理 1, {un} 存在 收 
OF u 的 子 列 , 使 得 (T — Nu = 0. 因为 单位 向 量 列 的 极限 仍 是 单位 向 量 , 所 以 u 
是 TEES. WAH TRIE. 用 Ni 表示 特征 值 的 特征 向 量 空间 . 我 
们 断言 : N 是 有 限 维 的 . ER, (T 一 和 )u = 0 意味 着 

u(y + t) = Au(y). 
因此 , 对 于 特征 向 量 u, 有 


3t 2t 
ult = J lu(y)l dy = (AI + 1 + IA) / lu(y)| dy 
= (IX + 1 + [AD Iw. 


故 在 空间 N, 上 , | |## 范 数 与 | |2: 范 数 等 价 . 由 内 紧 性 , Ni 在 | g 范 数 下 的 单位 球 
在 | 2t 范 数 拓扑 下 是 准 紧 的 , 所 以 Ni 在 | lgt 范 数 下 的 单位 球 在 此 范 数 下 是 准 紧 
的 . 由 第 5 章 定理 6, Ni 为 有 限 维 的 . 命题 A 的 (i) RE. 
命题 A 中 的 (ii) 涉及 广义 特征 函数 , BU (T — 和)* 的 零 空 间 Nk 中 的 向 量 ， 
k —1,2,-.. 由 第 2 章 定理 2, WRN, 是 有 限 维 的 , 那么 所 有 零 空间 N WEAR 
维 的 , 并 且 它 们 的 维 数 满 足 不 等 式 
dim Nx — dim Nk_1 > dim Ngai — dim Nk. (11) 
注意 , 此 不 等 式 可 以 由 算 子 TT 一 和 一 一 地 将 Nkp41/Nk AA Ne/Nk-ı 内 的 事实 得 
2. 
引 理 4 存在 某 个 指标 i RANMA ko d (01) 中 的 等 号 成 立 : 
dim Nx+1/Nx = dim Ny/Nk-i1. qud 
证 明 ” 非 负 整数 组 成 的 非 增 列 {dim Ni41/Nk} 最 终 仅 由 同一 个 数组 成 . O 
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引 理 5 AN 表示 (T- 2)! 的 零 空间 ,i 二 1,2,…, 用 NN 表示 它们 的 并 : N = UNI, 
则 

(i) T-A# N/N; 一 一 地 映 到 N/Ni-1 E; 

(i) (T-A) 为 N/Nia 到 N/N; 上 的 有 界线 性 算 子 . 

WEBB (i) 纯粹 是 线性 代数 中 的 内 容 . 


习题 1 证 明 引 理 4 中 的 (i). 


(i) # (T-A ER, W N/N: 中 存在 向 量 列 {Un}, 使 得 |Un| = 1, B 
{(T 一 和 0%} = {Vn} 为 N/N;_1 中 的 零 列 . AA (Un) = 1, 所 以 在 陪 集 Un 中 存在 
代表 Un, 使 得 |un| < 2. 另 一 方面 , | 你 | 一 0 意味 着 : ( 工 一 入 )un 有 分 解 ， 


(T — A)u, = Un + 2n, (12) 
其 中 zn E Nit, Un E N, |vn| > 0. 将 (T-A 作用 到 (12) 两 边 , 得 
(T=) un = (T — A Im. (12^ 


由 |v,| — 0 Al (T-A 的 有 界 性 知 , (12) 右边 的 范 数 趋 于 0. 因此 , 左边 范 数 也 
ET 0: 

limno |(T — A)*u,| = 0. (13) 
由 引 理 1,(u,) 存在 收敛 于 某 一 向 量 u 的 子 列 , 使 得 

(T — A)'u =0. 
这 样 的 u 属于 Ni 回想 一 下 , 模 Ni 陪 集 的 范 数 的 定义 . 对 于 上 述 收敛 于 u 的 子 列 
(为 方便 起 见 , 我 们 也 用 {un} 表示 该 子 列 ), 有 
[Us| € Jun — ul ^ 0. 

此 与 我 们 的 假设 : US = 1，n = 1,2,…, PS; 此 矛盾 是 由 假设 (T — 2)! 无 界 导 
致 的 . 因此 , (ii) 得 证 . 口 


H N RTF N 在 K 内 的 闭 包 . 因为 N 和 Ni- 是 有 限 维 的 , 从 而 是 闭 的 , 所 以 
N/N;_1 和 六 /Ni 分 别 是 N/N;_1 和 N/N: 的 完备 化 . 由 于 (T-A E N/N 
上 为 有 界线 性 算 子 , 所 以 它 可 以 延 拓 为 N/N;_1 到 N/N: 上 的 有 界线 性 算 子 ， 故 
T 一 入 将 N/Ni 一 对 一 地 、 满 地 映 到 N/N; E. 

引 理 6 车 将 工 看 作 是 K/N 到 自身 内 的 有 界线 性 算 子 , 则 入 不 属于 T 的 谱 . 

证 明 用 反 证 法 . 假设 入 属于 全 在 Kk/N 上 的 谱 . 注意 到 我 们 已 预先 假设 了 A 
ATH K 上 的 谱 边界 点 , 此 意味 着 : 存在 TEK 上 的 预 解 集 中 的 复数 列 {un}, 
使 得 jn 一 入 我 们 先 断 言 : 至 多 有 有 限 个 pn 属于 TEKN 上 的 预 解 集 . EN, 
由 我 们 的 反 证 假设 , 和 为 TEKN 上 的 谱 边界 点 . 由 引 理 2 中 的 (i), FER 入 
陪 集中 的 列 (U,), 使 得 Un] = 1, (|T - 9U| — 0. HY wn 为 陪 集 Un 中 的 代表 
Jů, H. [un] < 2, 则 
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(T-A)un = Un + £n; (14) 
其 中 z 属于 N, [ea] > 0. 由 (14), |z,| < 3， 由 上 述 观 察 , (T-A) 有 界 地 
将 N/N: 映 到 N/N: b; 此 又 意味 着 , 存在 常数 c 以 及 N 内 向 量 wn, 使 得 
lwn] <clzn| € 3c, 以 及 
(T — r)w, = Zn (mod N;-ı). 
用 (14) 减 此 等 式 , 得 
(T — A)(un — Wn) = vn (mod Ni-:). 
将 (T — A) 作用 到 上 式 两 端 , 有 
(T — A (u, — wn) = (下 一 入 一 un (14°) 
因为 (T — AY 有 界 且 un) 0, 所 以 (14^) 右边 的 范 数 趋 于 0; 因此 , 左边 的 范 数 
也 趋 于 0: 
lima oe (T — A)! (us — Wn)| = 0. (15) 
X. jun 一 wn| € jun! + |ws| 一 致 有 界 , 应 用 引 理 1, {un — wn} 存在 收敛 子 列 , 使 得 
该 子 列 的 强 极 限 u 满足 
(T — A)*u — 0. 
因此 , 这 样 的 u AT Ni 根据 陪 集 范 数 的 定义 ， 
IU, | € Jun ~ wn — ul ^ 0, 
此 与 Un = 1 FE. 故 上 述 断 言 成 立 , 从 而 除 有 限 多 个 un 外 , 其 余 的 un 都 属于 T 
在 K/N 上 的 谱 . 由 un 的 选取 , T- un E K BREW K 上 ,从 而 将 K/N 映 到 K/N E. 
因此 , 要 使 得 m. 属于 T YE K/N 上 的 谱 , 那么 un 只 能 是 了 在 K/N 上 的 特征 值 ， 
即 存在 陪 集 Un, |U,| = 1, 使 得 (T — un)Un =0. X pn > A, PVA (T — A)Un] 0; 
这 样 , 我 们 又 回 到 了 上 述 断 言 的 证 明 过 程 中 导致 矛盾 的 地 方 . 得 到 此 了 矛盾 的 原因 是 
我 们 错误 地 假设 了 入 属于 人 在 K/N 上 的 谱 . 因此 , 引 理 得 证 . 口 


引 理 7 AAF TÆKIN 上 的 预 解 集 . 

证 明 ” 引 理 5 证 明了 ,T 一 入 将 上映 到 K/N E; 以 前 , 由 引 理 4, 我们 导出 了 
T-XA#N WS) N/N 上 .由 这 些 事实 知 , T 一 和 将 K BRB K/N- E, 从 而 
T 一 入 为 K/N;_1 到 自身 上 的 满 射 . 

注意 到 我 们 已 经 假设 入 为 TT 在 K 上 的 谱 边 界 点 , 所 以 存在 TEK 上 的 预 解 
集中 的 数列 {un}, 使 得 un zn = 1,2, Hus 一 入 BF N 是 有 限 维 的 , 由 
第 25 章 习 题 1, m MT TE K/N; 1 上 的 预 解 集 . E 入 属于 TE K/N- 上 的 
ut. 则 它 必 是 该 谱 集 的 边界 点 . 根据 引 理 2(ii), K/Ni-1 在 了 -入 下 的 象 是 K/N;_1 
的 真子 空间 , 此 与 上 述 建立 的 事实 即 T-A% K/N 到 自身 上 的 满 射 矛盾 . BI, 
入 属于 TH K/Ni-1 上 的 预 解 集 . 口 


由 于 入 属于 TEKIN- 上 的 预 解 集 , 所 以 T— A ABER K 内 的 不 属于 Ni 
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的 向 量 映 入 Ni 内 . 由 此 , 我 们 得 到 Ni = Nii 故 广义 特征 函数 空间 N; 是 有 限 
HER. 这 证 明了 命题 A 的 (ii) 和 (iii). 

对 于 命题 A 的 Gv), 即 入 为 TEK 上 的 谱 的 孤立 点 , 我 们 可 采用 类 似 于 经 典 
的 Riesz 理论 中 的 证 明 方法 . 由 引 理 6, A 属于 T YE K/Ni- 上 的 预 解 集 ， 并 注意 
到 有 界线 性 算 子 的 预 解 集 为 开 集 , 所 以 每 个 充分 接近 于 和 的 复数 u, u AA 都 属于 
TE K/N,. 上 的 预 解 集 . 另 一 方面 , TEN 上 的 谱 由 单 点 集 {和 } 组 成 . 此 外 ， 
由 于 TEK 上 的 预 解 集 为 TEN. 上 的 预 解 集 和 TE K/N;_! 上 的 预 解 集 的 
AX 所 以 每 个 充分 接近 入 的 复数 u, u AD, BAT TEK 上 的 预 解 集 . CAST 
在 K 上 的 谱 的 孤立 点 . 此 完成 了 命题 A 的 证 明 . 口 


命题 B 开 的 谱 是 一 个 离散 点 集 , 0 是 该 点 集 的 唯一 聚 点 . 

该 命题 的 证 明 依赖 于 下 面 的 4 个 引 理 . 

引 理 8 RABAT TAK 上 的 谱 , BA —1, 则 存在 S 内 的 (特征 函数 )u, 使 得 
v(y + t) = Av(y). (16) 
注意 , 特征 函数 uv 属于 S 但 不 属于 K. 

WEBB 由 于 了 在 天 上 的 谱 包含 在 单位 圆 入 内 , 从 而 谱 中 的 绝对 值 为 1 的 点 为 
谱 边界 点 . 因此 , 由 引 理 2(i), 对 任意 一 个 极限 为 0 的 正 数 列 {en}, WE en = 1/n?, 
必 存 在 K 内 的 函数 列 {un}, 使 得 

(T — A)un| a 


TW (17) 
对 任意 正 数 a, B'S (17) 为 
Ea (T Nun 
252 Ius | teta 
因此 , 对 于 每 个 n, 都 存在 正 整 数 kn, 使 得 
I(T- Xu, * Do 


< En: 


M A (17^) 


定义 
Un(y) = cnun(y + kna), 

其 中 cn 为 代 定常 数 , 且 可 以 选取 cn, 使 得 

[unlo = 1, (18) 
这 里 t 为 定义 平移 算 子 T= T(t) 的 正 实数 . (17) 又 可 以 改写 为 

I(T — A)v.l8 € Enlunlo- (17") 

4 a — nt, 并 定义 

An = |wnl}*. 


我 们 断言 : 对 所 有 的 整数 k < n, 有 
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lv, |E* < k+ (k — 1)en An. (18°) 
当天 = 1 时 , (18) 正 是 等 式 (18). 24 k > 1 时 , 我 们 可 以 利用 (177), 采用 归纳 法 得 
到 此 断言 . 因此 , 对 于 上 =n, (18) AA 

An = un |i! < n + (n — 1)en An. 


注意 , en = 1/n?. 因此 , An < 2n; 将 此 不 等 式 代 入 (17”), 得 
KT Nonl8t < =. (18”) 


采用 引 理 1 的 第 一 部 分 的 证 明 方法 , 利用 (177) 和 (18^), 选取 {un} 的 在 | |? 范 数 
下 的 收敛 子 列 (b 为 任 一 正 整 数 ), 并 设 "为 该 子 列 的 极限 . 因为 S 在 此 拓扑 下 是 闭 
的 , 所 以 v 属于 S, 并 且 v 满足 (16). 由 正规 化 式 (18), v £0. 口 


引 理 9 ”对 于 充分 小 的 t, 入 = 一 1 不 属于 T(t) 的 谱 . 
证 明 HRES. 假设 -1 属于 T(t) 的 谱 . 由 引 理 7, 存在 S 内 的 非 零 问 量 
Ut, 使 得 
vi(y + t) = —vi(y). 
34 £ 5 0 时 , 函数 w 波动 地 越 来 越 快 . 显然 , 此 与 5 的 内 紧 性 矛盾 . 因此 , 当 上 76 
分 小 时 , 入 = —1 不 属于 T(t) 的 谱 . 口 


引 理 10 T(t) 的 位 于 0< | 和 | < 1 内 的 谱 是 一 个 聚 点 至 多 为 原点 或 单位 圆周 上 的 
点 的 离散 点 集 . 

证 明 ”我 们 已 经 证 明了 : 当 t 充分 小 时 , 入 = -1 属于 Te) RER. 因此 ， 
入 = 一 1 的 某 个 开 邻 域 也 含 在 T(t) 的 预 解 集 内 . 

由 命题 A, T(t) 的 位 于 单位 圆 内 部 的 谱 边 界 点 形成 一 个 离散 点 集 , 该 点 集 的 聚 
点 至 多 为 0 或 为 单位 圆周 上 点 . 因此 , 我 们 只 需 断 言 : T(t) 的 位 于 单位 圆 内 部 的 
所 有 谱 点 都 是 谱 边 界 点 . 假设 不 是 这 样 , 则 单位 圆 内 部 存在 某 个 谱 点 不 是 谱 的 边界 
KA. 由 于 TE 的 位 于 单位 圆 内 部 的 谱 边 界 点 是 一 个 离散 点 集 , 因此 利用 一 条 不 过 
谱 边界 点 的 多 边 形 道路 , 可 将 该 点 和 圆周 上 的 A = -1 连通 ; 但 是 , 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 这 样 的 道路 一 定 含 有 一 个 边界 点 . 因此 , 当 t 充分 小 时 , 引 理 9 成 立 . 利用 等 
X T(t) = T"(t/m) 以 及 谱 映 射 定理 , 容易 证 明 引 理 9 对 于 任意 的 t 也 都 成 立 . 

4 p 为 任意 正 数 , 用 SP) 表示 形 如 


uP (y) = eryu(y), uc S, (19) 
的 函数 ur 的 全 体 . BR, SO) 有 平移 不 变性 以 及 内 紧 性 , 因为 对 有 限 的 a Alb, 
erelule < lu(P|? < elult. (19^) 


用 KG 表示 SO) 中 的 可 积 函 数组 成 的 子 空间 ; 在 Li 范 数 下 , KP 是 一 个 Banach 
空间 . 
以 后 , 我 们 用 工 表示 单位 平移 T(1). 
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引 理 11 BART TAK 上 的 谱 ,p AER, I A 属于 工 在 KO) 上 的 谱 . 

证 明 ”我 们 先 回 忆 一 下 , TEK 上 的 每 个 谱 点 和 都 是 下 列 意义 下 的 特征 值 ， 
即 存在 特征 函数 u 满足 

u(y + 1) = Au(y). 
当 | 和 | < 1 时 , 特征 函数 u 属于 K; 而 | 和 | = 1 时 , 特征 函数 u 属于 S. ZU, 
ul?) =e ?yw AT KO, HWE 
u(P (y 十 1) 2 e-Pr*Da(y 十 1) = de Pu?) (y). 

Mu”) HTEKP 上 的 特征 函数 , 相应 的 特征 值 是 Ae. 口 


将 引 理 9 应 用 到 空间 KO E, 则 T fe Ke) 上 的 谱 在 单位 圆 内 部 没有 非 零 的 
Ra. 结合 引 理 10, 我 们 得 到 : TEK 上 的 谱 的 聚 点 不 可 能 在 单位 圆周 上 . 这 正 
是 命题 B 的 结论 . 

现在 我 们 准备 证 明定 理 1. 这 还 需要 如 下 两 个 引 理 , 其 中 第 一 个 引 理 是 引 理 10 
RISER. 

538 12. ZIP ART AK”) 上 的 谱 , Rp de q 为 两 个 正 数 ,p < q, RI 
eP- piP) c yy. (20) 

如 果 我 们 观察 到 SO = e(»-0v SC, 那么 该 引 理 的 证 明和 引 理 10 一 样 . 

由 命题 B, 20 是 单位 圆 盘 内 的 聚 点 仅 为 原点 的 离散 点 集 ; 因此 , (20) ZR TH 
Sk: 满足 XO? 与 单位 圆周 相交 的 所 有 小 于 q HEX p, BH {p>0: p<g, X? n(A: 
!=1}#22, 是 一 个 离散 点 集 . 在 该 离散 点 集 外 , W p, p <q. 按照 绝对 值 的 大 小 ， 
排列 TE KO 上 的 特征 值 s: 

1 > [Aıl > |A2| 2-0. 
对 于 每 个 特征 值 Aj, 我 们 定义 投影 Pj, 
P; = a - NG, 
其 中 C; 是 一 个 以 A; 为 圆心 、 但 内 部 不 含有 了 的 其 他 谱 点 的 圆周 . 
引 理 13 
(i) HF P; 是 两 两 不 交 的 投影 : 
P. = Pj, P;Py =0, j £k. 

(ii) 每 个 P; 都 与 T TA. 

(iii) P; 的 值 域 为 T 的 对 应 于 特征 值 Xi 的 广义 特征 函数 空间 . 
习题 2 证 明 引 理 11. 


由 命题 A, 每 个 P; 的 值 域 都 是 有 限 维 的 . 
用 KY? 表示 Pi, P» Pmi 的 零 空 间 的 交集 , WKY 为 工 的 不 变 子 空间 . 
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用 了 pm 表示 TE ke 上 的 限制 ， 则 了 pm 的 谱 由 特征 值 Amı Am+ls J 组 成 . 由 
谱 半 径 公 式 (第 17 章 定理 4), 得 
Jim. 177,175 = |Aml. 


因此 , 对 任意 正 数 c, 当 充分 大 时 ， 


IT5 5| = (lAml + &)*. (21) 
注意 到 KO) 中 的 每 个 向 量 uP 可 以 分 解 为 
m-—1 


1 
其 中 f; = P;ju?, v 属于 KY. Buh K 中 的 任意 向 量 , 则 eru = uP 属于 
KP). 利用 分 解 (22), 得 
u=) Pf; + ery. (22/) 
4 TER m 充分 大 , E [Am] < te”, Be < 1e. HIER (21), 对 充分 大 的 kc, 
成 立 
k+1 oo 
[emai ayer | o dy <r mime 
k k : ‘ (23) 
< ep(kt1) xe? \v| = e? 5 lvl. 
这 证 明了 (22^) 右边 的 最 后 一 项 ervv 可 积 . 我 们 断言 : 其 余 的 项 erv f; 呈 指 数 
型 衰减 ; 这 是 因为 , 它们 都 是 T 的 相应 于 特征 值 和 je? 的 特征 函数 或 广义 特征 函数 . 
所 有 这 些 特征 函数 的 绝对 值 都 是 小 于 1 的 , 否则 它们 以 及 它们 的 和 不 可 积 , 此 与 u 
属于 空间 Km. 
ER, 我 们 可 以 取 到 充分 小 的 正 数 c, 使 得 对 每 个 满足 | 和 jle? < 1 的 5, 有 
e^|A;]e? < 1, sc <1, 


HH (22) 和 (23), 函数 ecyw(y) TÆR. 此 完成 了 定理 1 的 证 明 . 
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本 节 我 们 将 证 明 , 如 何 利用 在 定理 1 的 证 明 过 程 中 所 导出 的 结果 来 给 出 K 内 
函数 的 一 些 渐进 刻画 . 
引 理 14 
(i) TO) Æ K 上 的 特征 函数 空间 中 , 存在 由 指数 函数 , 即 形 如 
e", Reu <0 (24) 
0) vf 3c $8 7x, 6 X 
(ii) TO) Æ K 上 的 广义 特征 函数 空间 中 ,存在 指数 型 多 项 式 组 成 的 基 , 这 里 
的 指数 型 多 项 式 是 指 , Bie 
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y'e"Vi,, (25) 
£5 É Bk 6 Fr. 
证 明 ”因为 平移 算 子 T(t), t > 0 之 间 两 两 可 换 , 所 以 T(1) 的 特征 空间 为 其 他 
所 有 平移 算 子 T(t) 的 不 变 子 空 间 . Dt, TI) 的 特征 空间 中 存在 一 组 由 所 有 平移 
算 子 的 特征 函数 v: 
T(t)v = A(t)v, (26) 
构成 的 基 . 这 样 的 特征 函数 v 属于 K, 是 y 的 可 积 函 数 . 因此 , T(t)v X t hI L 3 
数 拓扑 下 的 连续 函数 . HART A(t) 是 连续 的 . ER, 平移 算 子 满足 
T(s +t) = T(s) T(t). 
由 (26), 我 们 得 到 
Als +t) = A(s)A(t). 
满足 此 方程 的 唯一 连续 解 是 A(t) = e^t. 又 算 子 T(t) 是 降 范 的 , 所 以 Reu < 0. 这 
FÉ, 我 们 证 明了 引 理 13 的 (i). 对 于 (i), 我 们 可 以 采用 类 似 的 方法 讨论 得 到 . o 
用 {uj} 表示 出 现在 T0) 的 一 个 特征 函数 (24) 内 的 所 有 数值 u 的 集合 . 由 命 
RAB, u; 的 实 部 趋 于 —oc. 
定理 15 令 S 如 定理 1 AK, K 为 5 neg) A m up, 则 K 内 的 每 个 函数 
u(y) 有 渐进 展开 


u(y) ~ 》 eej, (27) 
其 中 每 个 e; 为 形 如 
e; = 9 y wj (27°) 
的 有 限 和 . 
证 明 如 同 (22) 一 样 , 在 p — 0 的 条 件 下 , 分 解 u. 作为 谱 半径 公式 的 应 用 , 我 
们 可 以 证 明 展 开 式 (27) 有 渐进 性 . 口 
现在 我 们 再 回 到 例 2. $ LÄ 2n 阶 的 椭圆 算 子 
2n 
L=) Aor, (28) 
0 


其 中 A; = Aj(x, dx) 是 21,22, m, 为 变量 、 系 数 仅仅 依赖 于 z 而 与 y 无 关 的 7 
阶 线性 偏 微分 算 子 . 工 的 椭圆 性 是 指 , 存在 正常 数 c, 使 得 对 所 有 zx, 有 
L(E,n) = Ayla, £n"? > elle" + 17”). 
一 个 典型 的 椭圆 算 子 的 例子 是 
Lo = 07" + AR. 
4 G 为 r- 空间 内 的 带 有 光滑 边界 的 区 域 , 并 且 G 的 闭 包 是 紧 的 ; + 5 AW 
Eb Lu = 0 在 半 柱 面 G xR, 内 的 、 在 G 的 边界 OG 上 满足 强制 性 边界 条 件 的 解 u 
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的 全 体 . 对 所 有 的 y, 我 们 取 相 同 的 边界 条 件 , 最 简单 的 如 Dirichlet 边界 条 件 . 将 这 
些 解 看 作 是 赋值 在 Banach 空间 X 内 的 向 量 值 函数 uly), 其 中 X 为 定义 在 G 上 
的 、 满 足 边界 条 件 的 (z 的 ) 函数 空间 , 其 范 数 为 Sobolev 范 数 
f y; lasul?dz. 
G 


a«2n 
由 椭圆 方程 理论 , 这 些 函 数 u(y) 组 成 了 一 个 有 内 紧 性 的 空间 . 
考虑 方程 Lu = 0 在 半 柱 面 G x Ry 内 的 所 有 满足 条 件 : 
u(z, y) = e""w(r) (29) 
的 解 u. 将 此 解 代 入 (28), 则 w 满足 方程 


»» una, )w = 0, (30) 
以 及 满足 指定 的 边界 条 件 . 对 上 述 具体 情形 应 用 定理 2, 我 们 得 到 如 下 结果 . 
定理 16 
(i) 使 得 方程 (30) 存在 满足 边界 条 件 的 非 平 凡 解 的 所 有 u, 构成 了 一 个 下 列 
意 下 的 离散 点 集 : 即 在 每 个 带 
a<Reu<b 
内 , 仅 包含 有 限 多 个 这 样 的 u. 
(ii) 方程 Lu = 0 在 半 柱 面 内 的 可 积 解 有 渐 近 展开 
Ur » e w,(y), Re uk < 0, 
其 中 wy) Ay 的 多 项 式 . 
习题 3 % 
A = (82 + 02)*, 
G 为 区 间 [0, x], u 满足 Dirichlet 边界 条 件 : 
X r=0 Ran Ht, u= u =0. 
证 明 : FE (30) 内 的 j 满足 等 式 tan? un = (ux)?/(1-- (um)]. 
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第 27 章 指标 理论 


本 章 首 先 回顾 一 下 第 2 章 中 指标 理论 的 几 个 主要 结果 . 设 U,V 为 无 限 维 线性 
空间 , 称 线性 映射 T:U — V 具有 有 限 指 标 , 如 果 它 满足 : 
(i) THES) Nr BU 的 有 限 维 子 空 间 ; 
(ii) 车 用 Rr 表示 TRIER, 则 商 空间 V/Rr ÆA RER. 
这 时 , 我 们 定义 工 的 指标 为 
ind T = dim Nr — codim Rr. (1) 
从 一 个 线性 空间 到 另 一 个 线性 空间 内 的 线性 映射 G 称 为 是 退化 的 , 如 果 它 的 
值 域 是 有 限 维 的 . 在 第 2 3€, 我 们 已 经 得 到 以 下 几 个 结果 . 
定理 A 线性 映射 T:U V 有 有 限 指 标 当 且 仅 当 全 存在 伪 北 , 即 存在 线性 映 
# S: V — U, 使 得 
ST=I+G, TS=I+H, (2) 
这 里 了 同时 表示 U 和 VV 上 的 恒 等 映 射 ，G, HH 分 别 表 示 U fo V 上 的 退化 映射 . 
定理 B dg T.U V feo R:V —W 有 有 限 指标 , 那么 它们 的 乘积 RT 也 有 有 
限 指标 , 且 
ind RT = ind R + ind T. (3) 
定理 C RT: UV 有 有 限 指 标 , G: U 一 V 为 退化 线性 映射 , 那么 T+ G 有 
有 限 指 标 , 且 
ind (T+ G) = ind T. (4) 


27.1 Noether 指标 


本 章 我 们 将 建立 Banach 空间 U 到 Banach 空间 V 内 的 有 界线 性 映射 T HJH 
应 指标 理论 . 与 以 前 的 定义 一 样 , Fk 了 有 有 限 指标 , 如 果 它 满足 性 质 (i) 和 (ii). 由 
条 件 (ii) AMARRES 15.14, T 的 值 域 是 闭 的 . 

在 这 种 情况 下 , 有 界线 性 算 子 的 擅 逆 自然 地 可 以 定义 如 下 . 
定义 ”有 界线 性 算 子 T:U-VMS: VOU RALZABH, ME 

ST=I+K, TS=I+H, (5) 

这 里 KA 五 分 别 表示 UAV 到 它们 自身 的 紧 算 子 . 

在 Banach 空间 的 指标 理论 中 , 类 似 于 定理 A、 定 理 B 和 定理 C 的 结论 也 是 
成 立 的 , 其 证 明 也 是 类 似 的 . 另外 , Banach 空间 中 还 有 3 个 特殊 的 结果 , 这 些 结果 
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的 证 明 反 复 用 到 了 第 21 章 定理 5. 
EMO GEKIUOU 为 紧 算 子 , MIG 政 有 有 限 指标 , 并 且 
ind (I+ K) = 0. (6) 

类 似 于 定理 A, 定理 B 和 定理 C, Banach 空间 中 的 指标 理论 有 如 下 定理 1. 3E 
理 2、 定 理 3: 
定理 1 有 界线 性 映射 TIU V 有 有 限 指标 , SARS TARA (5) 意义 下 的 伪 
i. 

证 明 ”容易 证 明 , 当 THAN, 由 第 2 章 定理 A MERANA. X 
因为 退化 映射 显然 是 紧 的 , 故 由 (2) 可 得 (5)， 反 之 , 如果 (5) 成 立 , 那么 NT C 
NI,K，Rr 2 Rpg 由 定理 0 知 , T+ KM I+ HAARR, 从 而 有 

dim Nr < dim NIK < oo, codim Rr < codimR y , H < O0. 口 


定理 2 KT: U-V fR: V 一 W 有 有 限 指标 , 那么 乘积 RT AA AA, A 
ind RT = ind R + ind T. 
由 定理 2, 我 们 可 得 如 下 定理 。 
定理 2 车 全 和 838 互 为 伪 北 ,， 则 
ind T= - ind S. (7) 
证 阴 ”由 定理 2 和 (5) 知 
ind T + ind S = ind (I + K). 
再 由 定理 0, ind (I+ K) = 0. AX (7) 成 立 . 口 


下 述 结果 是 Yood 给 出 的 . 
定理 3 设 T:U 一 V 有 有 限 指 标 L:U 一 V 是 紧 线性 映射 , 则 下 十 五 有 有 限 指 
A, EL 

ind ( T 4- L) = ind T. 

证 明 ”因为 T 有 有 限 指标 , 所 以 它 存 在 伪 逆 S 显然 , SHE T+ 工 的 伪 逆 ， 

此 结论 由 如 下 方程 
S(T--L) - ST+ SL=I+K+ SL, 

以 及 SLA LS 的 紧 性 得 到 . 由 (7) 得 ， 


ind (T + L) = —ind S = ind T. D 
对 有 界线 性 映射 T:U OV, REE T 由 关系 式 
(Tu, £) = (u, T2) (8) 


定义 . 
定理 4 ZT: U 一 V 有 有 限 指标 , 则 转 置 T 也 有 有 限 指标 , 并 且 
ind 7’ = —ind T. (9) 
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证 明 SA T dE (5) 意义 下 的 伪 逆 . 对 (5). 的 两 个 等 式 取 转 置 , 得 
TS=I+K, ST=I+H. 

根据 第 21 章 定理 7, 紧 算 子 的 转 置 仍然 是 紧 的 , 所 以 T 和 S HAMM. 因此 , T 
有 有 限 指标 . 我 们 再 证 明 

dim Ny = codim Rp, codim Ry = dim Nr. (10) 
由 (8), T 的 零 空 间 是 Rr 的 零 化 子 , 故 (10) 的 第 一 个 等 式 成 立 . 类 似 地 , (8) 又 表 
明了 工 的 零 空间 是 T 的 值 域 在 U 中 的 零 化 子 . MR Banach 空间 U ZARA, 
W (10) 的 第 二 个 等 式 也 成 立 ; 否则 , 我 们 仅 有 不 等 式 


codim Ry > dim Nr. (10^) 
(10^) 减 去 (10) 的 第 一 个 等 式 , 得 
—ind T > ind T. (11) 
对 于 S, 用 同样 的 讨论 可 得 ， 
—ind S' > ind S. (11’) 


(11)+(11), 得 

—ind T — ind S' > ind T+ ind S. 
Hi (7), 该 不 等 式 的 两 边 都 是 零 . 但 是 只 有 当 (11) 和 (11, 进而 只 有 当 (10^) 中 的 
等 号 成 立时 , 此 事实 才 成 立 . 这 证 明了 (10), 从 而 得 到 (9). a 


下 面 的 结果 称 为 指标 的 稳定 性 , 是 由 DieudonnéZA HM. 
定理 5 若 了 :了 一 了 有 有 限 指标 , 则 存在 < > 0, 使 得 对 所 有 有 界线 性 映射 
M:U—V, R€|M| «e, 就 有 


ind (T + M) = ind T. (12) 
证 明 i SOS T BS, 那么 由 (5) 得 
S(T+ M) = ST--SM-I-4 K+ SM. (13) 


W e = |S}, W [SM] <1. 由 第 17 章 定理 2, IH SM HJ. 将 (13) £R (I+SM)-!, 
得 
(I+ SM) 'S(T+M)=I+(I+SM)"!K. 

这 说 明 (I+ SM) SÉ T+ M WAM. p (7), 知 

ind (T+ M) = -ind (I+ $M)-!8S. (13°) 
因为 (I+ SM)! wy, 所 以 

ind (I+ SM)"!S = ind S. 

将 上 式 代 入 (13^), 再 由 (7) 得 到 (12). 口 
将 定理 5 重新 叙述 如 下 . 


定理 5” 设 {Tn} 依 范 数 收敛 于 T, 若 全 有 有 限 指标 , 则 当 n 充分 大 时 , Tr 有 有 
限 指标 , 且 
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‚im ind Tn = ind T. 
定理 5 有 一 个 直接 推论 . 
定理 5" 设 T(O,0€t«1, A UV 的 有 界线 性 算 子 的 单 参数 族 , FHF Tt) 
都 有 有 限 指标 , 并 且 T(t) 在 范 数 拓扑 下 关于 土 连续 , 则 ind T(t) Ht AK; 特别 地 ， 
ind T(0) = ind T(1). 
此 结果 称 为 指标 的 同 伦 不 变性 , 可 以 广泛 应 用 于 指标 的 运算 . 
容易 看 到 , 有 界线 性 算 子 的 指标 在 强 拓扑 下 不 一 定 连续 . 例如 , WU =V = e, 
*XIn21,4 
T4, (u) = (41,02, any0,an+1 -), 
KEP u = (a),a2,:--) E€ U, WT, AU 到 V 内 的 有 界线 性 算 子 . BH Nr, = 0, 
Rr, = {ulun+l = 0), JF H. s — lim T, = I, # ind T, = —1. 但 是 {Tn} 的 强 极限 I 
的 指标 却 为 零 . 因此 , 有 界线 性 算 子 的 指标 在 强 拓扑 下 不 一 定 连 续 . 但 是 , 在 附加 了 
其 他 条 件 下 , Hórmander 给 出 了 强 收敛 序列 指标 的 连续 性 . 这 些 附加 条 件 在 许多 情 
形 下 是 很 容易 验证 的 . 
定理 6 (Hórmander) X T,:U >V fe S,:V >U 为 两 列 有 界线 性 映射 , 且 
满足 


Sn Tn=I+K,, Thno9n = 了 + 五， (14) 
其 中 {Kn} fe {Hn} 为 下 述 意 义 下 的 一 致 紧 序 列 , 即 向 量 集 
{K,u: |u| < 1,n =1,2,---} (15) 
和 向 量 集 
(Hv: |v| <1,n=1,2,---} (15/) 
TALDE U o V 的 一 个 紧 子 集 内 . X {Ta} 和 {Sn} 强 收敛 : 
s — lim T, = T, s-— lim S, = S, (16) 
则 
Jim ind T, = ind T. (17) 


关于 此 定理 的 证 明 ， 参见 文献 Hörmander 中 的 定理 19.1.10. 

下 述 结果 是 定理 6 的 一 个 直接 推论 . 
定理 6 设 T(t):U 一 V 和 St): V 一 U 是 两 族 强 拓 5 盾 下 连续 依赖 于 参数 
t(0 «tx 1) 的 有 界线 性 映射 . 如 果 S(t) 和 Tt) 2X 4 3: 

S(t) T(t) 2 T+ K(t), T(t)S(t) = I+ H(t), 
并 且 Kit) 和 Hit) 分 别 在 (15) 和 (15) 意义 下 是 一 致 紧 的 , 那么 ind Tit) Ht x 
X; 特别 地 ， 
ind T(0) = ind T(1). 

注 记 “有 限 指标 算 子 通常 称 为 Fredholm #7. 但 是 , 以 前 并 没有 关于 这 方面 的 说 
明 . 然而 , 称 指 标 不 等 于 零 的 算 子 为 Noether AT, 并 称 其 指标 为 Noether 指标 却 更 
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恰当 ! 这 是 因为 , 在 奇异 积分 算 子 的 背景 下 , Fritz Noether 第 一 次 给 出 了 这 类 算 子 的 
例子 , 并 定义 了 指标 的 概念 , 证 明了 指标 的 稳定 性 ; 参见 Hörmander 和 Dieudonné. 
算 子 指标 的 乘积 性 质 (3) 是 由 Atkinson 和 Gohberg 给 出 的 . 


历史 注 记 Fritz Noether 是 Emmy Noether 的 兄弟 ， 为 了 逃避 纳粹 统治 到 了 前 苏 
联 , 1937 年 在 大 清洗 运动 中 被 捕 入 狱 , 1941 年 被 处 死 . 

结果 却 成 为 斯 大 林政 权 的 牺牲 品 . 

有 些 算 子 的 指标 可 以 精确 地 计算 出 来 . 27.2 节 中 我 们 将 举 一 些 例 子 说 明 这 一 
点 . 在 第 30 章 , 我 们 还 将 证 明 在 一 定 条 件 下 算 子 的 指标 可 以 表示 成 两 个 算 子 的 迹 
的 差 . 


27.2 Toeplitz 算 子 


我 们 用 LUS) 表示 单位 圆周 S 上 的 平方 可 积 的 复 值 函数 u 的 空间 , 在 L? 范 
数 
Iul = 5; / OPa (18) 
F, 它 是 一 个 Hilbert 空间 , JF ARE e*t, k = 0, 土 1, 士 2,…, 构成 了 它 的 一 组 标准 
正 交 基 ; 于 是 L?(S') 中 的 每 个 函数 u 都 可 以 展 成 级 数 的 形式 : 


u(0) = 5 u’, (19) 
其 中 Fourier 系数 wi HER 
u = = J u(0)e- i^? dg (20) 
给 出 . 与 此 同时 , Parseval 等 式 
lul? = M ^ jux? (21) 
成 立 . 


EX HH, 表示 LS!) 内 的 负 Fourier 系数 uz, k < 0, 为 0 的 函数 u 组 成 的 子 
空间 : 


ucH; € u,—0, k«0. (22) 
4 (19) A ue L?(S!) 的 Fourier 级 数 展开 式 , EM u 到 H, 上 的 投影 Pu: 
Pu s 3 ue, (23) 
0 


此 定义 了 LS) Hu, 上 的 投影 P}. di (21) Al 
|P4|| = 1. (24) 
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类 似 地 , 可 以 定义 H- 以 及 LPS) 到 H- 上 的 投影 . 
空间 瓦 ， 内 的 每 个 函数 都 是 单位 圆 盘 内 的 解析 函数 的 边界 值 函数 , 而 H- A 
的 每 个 函数 则 是 单位 圆 盘 内 的 反 解 析 函 数 即 复 共 箔 解析 函数 的 边界 值 函 数 . 
定义 so) 为 单位 圆周 S 上 的 复 值 连续 函数 , 称 由 
Tu= Pi(su), ue Ay (25) 
确定 的 算 子 T, 为 函数 s 定义 的 Toeplitz BT. 
总 之 , T, 是 H, 到 自身 内 的 映射 , EE A, LAA s FREZA, 然后 再 到 
H, 上 投影 所 得 到 的 线性 算 子 . Ks 为 T, 的 符号 . ER, Ts 关于 符号 是 线性 的 : 
Tstr = T, + Tr. 
当 我 们 用 Fourier 级 数 表 示 H, 内 的 函数 时 , Toeplitz 算 子 实际 上 就 是 一 个 被 
截断 的 离散 卷 积 : 
(Tou)k = 》 sk-jtj, k=0,1,---, (25/) 
j=0 
这 里 sn 和 uy 分 别 表示 函数 s 和 的 第 n 阶 Fourier 系数 .由 (25^) 确定 的 半 
ERRE (srj) 在 每 个 对 角 一 j = 常数 上 , 赋值 都 是 相同 的 . 称 满足 此 性 质 的 
SEREA Toeplitz 和 矩阵， 这 种 矩阵 常常 出 现在 偏 微分 算 子 的 离散 化 ( 见 S. Parter 和 
S. Osher) 和 统计 力学 ( 见 McCoy) 理论 中 . 
定理 7 ds S| 上 的 复 值 连续 通 数 ,，T。 是 符号 为 s 的 Toeplitz F, M 
(i) Ts 为 H} 一 Hi 有 界线 性 映射 , 且 
I Ts|| < |sImax- (26) 
(ii) Jw X s 在 S 上 处 处 不 等 于 零 , 那么 Ts。 有 有 限 指标 . 
(iii) 
ind T, = —W(s), (27) 
其 中 W(s) 表示 s(0) 在 原点 的 围绕 数 . 
回想 一 下 , 曲线 s(9) 在 原点 的 圈 绕 数 是 指 ， 当 8 由 0 变化 到 Qn 时 , s(0) 的 幅 
角 增 加 量 除 以 2r 得 到 的 数值 . 用 解析 的 语言 表达 为 
W(s) = 二 mm/ s(0) ) -192 dg (28) 
证 明 (i) 由 s 所 作 的 乘法 算 子 是 有 界 的 , HRA |s|max; AT P+ 也 是 有 界 
的 , HAA 1. 又 T, 为 这 两 个 算 子 的 乘积 , 因此 也 是 有 界 的 , B. (26) R. 
(ii) 我 们 断言 : T,-. 是 T HAW. 为 此 , 我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 8 当 s 连续 时 ， 
C=Pıs-s (29) 
为 五 | 到 L? 内 的 紧 算 子 . 
证 阴 ”因为 s 连续 , 所 以 对 任意 € > 0, 可 以 找到 三 角 多 项 式 se 一 致 逼近 s: 
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ls(6) —s.() «e, OES. (30) 
注意 到 C = Pise — se BUT Ay 中 的 所 有 形 如 u = Egur! 的 函数 , 其 中 M 
表示 s. 的 阶 数 . 由 于 所 有 这 种 形式 的 函数 组 成 的 空间 是 A, 中 的 余 维 数 为 M 的 
子 空间 , 所 以 C. 值 域 的 维 数 小 于 M, 从 而 C. 为 紧 的 . 由 (26) 和 (30) 4, C. 依 范 
数 拓扑 收敛 到 C, 故 CERAT. 口 


下 面 证 明 T 1 是 T, mox H (29), fj 
T,-ı T, = Pıs !'P;s = Ps '(s+ P;s-s) = I+ P,s^! C. 


由 于 CHEW, T- T, 5 H, 上 的 恒 等 算 子 相差 一 个 紧 算 子 . 再 注意 到 s 和 S! 
的 对 称 性 , 因此 T, 和 To- ERDE. 

(iii) 欲 计 算 T, 的 指标 , 通过 s 的 形变 , 我 们 连续 形变 T. 然后 利用 拓扑 中 的 
如 下 结果 . 
引 理 9 S 上 的 处 处 非 零 的 复 值 连续 函数 类 中 的 两 个 函数 在 此 类 中 可 以 相互 连续 
BE, 当 且 仅 当 它 们 具有 相同 的 围绕 数 W(s). 

证 明 ”注意 到 圈 绕 数 是 连续 形变 下 的 不 变量 . A, 若 题 设 条 件 中 的 两 个 函数 
之 间 存 在 连续 形变 , 则 它们 有 相同 的 圈 绕 数 . 要 证 此 结论 的 反面 , 首先 考虑 圈 绕 数 
AO 的 情形 . 这 样 的 函数 s(9) 存在 单 值 的 对 数 In s(9). 利用 连续 形变 tin (A), 则 
函数 In s(8) 可 以 形变 为 0. HS 


s(0,t)=et™s) Ogtgl1, 


则 s(0,t) 为 函数 s(0) HF RAA 1 的 形变 . 
对 于 一 般 的 情形 , 设 s(0) HARRA N, BI N = W(s), id 
s(0) = e'N9(e-1N9s(9)). 
该 等 式 右 边 第 二 个 因子 的 圈 绕 数 为 0, 因此 由 上 述 讨论 , 它 可 以 连续 形变 为 常 函数 
1. 故 s(0) 可 以 连续 形变 为 aiNe, N = W(s).? 

从 解析 的 角度 而 言 , 绕 原 点 N| 次 的 最 简单 的 曲线 为 EN. 当 NN > 0 时 , FF 
号 为 eiN? 的 Toeplitz AF Ty 是 由 e/N? 所 作 的 乘法 算 子 . 此 时 不 难 证 明 ,，Tw 有 
平凡 的 零 空间 , 并 且 Tw 的 值 域 在 H, 内 有 余 维 数 N, 这 是 因为 该 值 域 是 由 形 如 
Son uke? 的 函数 组 成 . 因此 


ind Ty — —N. (31) 
当 N < 0 时 , 符号 为 eN 的 Toeplitz BT Ty X H, 到 H, 上 的 满 射 Pein? 此 
时 , 它 的 零 空间 由 函数 1,600, ..., e (N709 生成 . 故 (31) 对 N < 0 也 成 立 ， 口 


O 因此 , 若 题 设 中 的 两 个 函数 有 相同 的 圈 绕 数 ， 则 它们 都 可 以 连续 形变 为 EN’, 其 中 N 为 它们 共同 
PARSER, 进而 这 两 个 函数 之 间 存 在 连续 形变 . 一 一 译 者 注 
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从 引 理 9 的 证 明 过 程 可 知 , S! 上 的 处 处 不 为 零 的 连续 复 值 函数 s(9) 可 以 形变 

为 函数 eiN®, 即 存 在 9 和 + 的 连续 函数 族 (0, 0), 使 得 
s(0,0 #0, s(06,0) —5(0), s(0,1)—e"9, O<t<l, be S. 
因为 轿 绕 数 在 连续 形变 下 保持 不 变 , 所 以 
W (s) = W(s(0)) = W(s(1)) = N. 
由 (26), 得 
ITs — Taceyll = I Tscey—sceyll < lls(£) ^ s(£)llmax: 
MAW s(0,t) KF t 连续 ， 所 以 Ta 关于 t 在 范 数 拓扑 下 连续 . 由 定理 5" 的 指 
标 同 伦 不 变性 知 
ind T, = ind Ty. 

HERM (31) 得 到 (27). u 


由 定理 7 的 证 明 过 程 中 可 知 , 符号 为 sn(9) = eiN9 的 Topelitz RF TN WS 
间 的 维 数 为 0 或 |N|, 这 依赖 于 N 的 符号 . 事实 上 , 对 符号 为 一 般 函 数 s 的 Topelitz 
AT T. 此 结论 也 是 成 立 的 . 
定理 10 Ks 为 单位 图 周 S! Ob Abt dE E S iE HE ALB RS, T, 是 符号 为 s 的 
Toeplitz #F, 那么 

(i) EW(s)>0,M T, 是 单 的 , CERA e 98 W (s); 

(ii) # W(s) <0, 则 T, 的 零 空 间 的 维 数 为 |W(s)|, HLT. 在 Hy LARA; 

(iii) Æ W(s) = 0, 则 T, X i X 4. 

WRA RAT SCE (iii). 车 W(s) = 0, Ws 有 单 值 对 数 

s(0) = exp£(0), £(0) = In s(0). 
将 上 分 解 为 解析 和 反 解 析 两 部 分 的 和 
Fe, Bei, 4 E 

先 考 虑 s 为 光滑 函数 的 情形 , 即 s e Coo, 此 时 2, £,, 2 也 是 光滑 函数 . 作 指 

eS Bi 

s =ef = et tt- ~ettel- = 548, (32) 
则 s, 是 解析 函数 的 边界 值 函数 , s- 是 反 解 析 函 数 的 边界 值 函数 , 并 且 这 些 解 析 函 
数 和 反 解 析 函 数 在 闭 单位 圆 盘 内 处 处 不 为 0 并 连续 到 边界 . 下 面 我 们 利用 s} 和 
s_, 求 T, RW. 记 

T,u = P,u = f, 
u, f € Hi. 此 方程 意味 着 
su = f +g-, g- € HL. 

由 (32), 得 


syu=s_'f+s—'g_. 
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因为 s! = exp(—¢_), 所 以 乘积 s-19_ 属于 H-. MU P. 作用 , 得 syu = 
Pis,u= P,s_'f. 两 边 再 用 s4 去 除 , 得 
u = s;! P,sl f. (32^) 

此 证 明了 s;'P.s-! A T, MM. 

现在 证 明 (i) 和 (ii). 用 W 表示 s 的 圈 绕 数 , 则 se- 的 圈 绕 数 为 零 ; 因此 ， 
(ui) AB TA 

Pse °y, = f 

定义 了 一 个 可 道 映射 u — f. 等 价 地 , 映射 T, 将 e-W9H1 一 一 地 映 到 HL. 由 
此 (i) 和 (ii) 得 证 . o 

公式 (32) 不 仅 在 理论 上 有 用 而 且 还 是 计算 T, 道 的 一 种 有 效 方法 . 

再 考虑 s 仅仅 连续 且 W(s) = 0 的 情形 . 对 任意 正 数 e, 可 以 用 光滑 函数 n 一 
BORN s: 


Ir — slmax < €- (33) 
oe 充分 小 时 ， 1 
Ir^ s — Imax < 5. (33) 
JERSEY UTPRI ZB. 
(i) 由 (33^) 和 (26) 知 
l|... - N< $. 


再 由 第 17 章 定理 2 知 , T.i, ni. 
(ii) 由 (33^) 知 , r 和 s 有 相同 的 圈 绕 数 . 由 假设 W (s) = 0, 故 Wr) = 0. 因为 
r 是 光滑 的 , 按照 (32) 分 解 为 
rears... 
其 中 r+ 为 单位 贺 盘 上 处 处 非 零 的 解析 函数 的 边界 值 函 数 , r- 为 单位 圆 盘 上 处 处 
非 零 的 反 解 析 函 数 的 边界 值 函 数 . 因此 W(r;) 20 = W(r.). 
我 们 断言 : AT T,-1, NAM 
T,-1, = T,- Lert = Pr! sri = Pır- ! PsP r; © = T- T,T,- me 
这 是 因为 , rz’ 左边 的 算 子 P, 与 恒 等 算 子 有 相同 的 作用 , 而 s 左边 的 算 子 P Ñ 
去 了 一 个 本 应 该 被 最 左边 的 算 子 P, 消去 的 反 解 析 函 数 . 由 上 述 观察 , 左边 的 算 子 
Ts, RI, 由 于 ry 和 r_ 的 图 绕 数 为 0, 所 以 由 我 们 已 证 的 情形 , T, M T,- 
都 可 逆 . 因此 右边 中 间 的 算 子 T. 可 逆 . 这 就 证 明了 定理 10 的 第 (ui) 部 分 . 
上 述 证 明 是 由 Gohberg 给 出 的 . 与 此 同时 , Gohberg 指出 , WR s 为 分 段 连 续 
函数 并 且 存 在 连续 函数 r+ 满足 
Ir—*s —1|max < c, c« 1, (33") 


那么 上 述 结 论 也 是 成 立 的 . 如 果 我 们 在 上 式 两 端 乘 以 |r|, 将 不 等 式 改写 为 
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Ir(0) — s(0)| < r(@), 

MA (33") 的 几何 意义 会 更 加 清晰 . 如 果 用 "(9) 表示 一 个 人 绕 原 点 散步 时 的 位 置 ， 
s(0) 表示 他 的 宠物 狗 的 位 置 . 假设 这 条 狗 总 是 被 主人 用 长 度 小 于 clr(9)| MBH 
着 , 那么 无 论 这 条 狗 沿 皮带 限制 的 圈 内 跳 得 多 快 , 它 和 主人 绕 原 点 的 圈 数 总 是 相等 
的 . 关于 此 问题 的 一 个 完整 讨论 , 参见 文献 Gohberg 和 Krupnik, 或 者 参见 Douglas 
的 最 后 一 章 . 

Krein 和 Gohberg 已 将 定理 7 推广 到 n x n FEM PR S(0) E, 这 里 S(O) 通 
过 乘法 算 子 作用 到 向 量 值 函数 u(0) E. M H, 表示 S! 上 的 负 Fourier 系数 部 分 为 
零 的 函数 组 成 的 L? 向 量 - 值 函数 空间 的 子 空间 . Py AL? 到 H, 的 上 的 正 交 投影 . 

固定 正 整数 n, 用 S(0) 表示 S! 上 的 连续 n 阶 复 和 矩阵 值 函数 . 因为 S(9) 是 一 
个 有 界 函 数 , 所 以 矩阵 Toeplitz 算 子 

Ta = P.S (34) 

为 H 一 H, 的 有 界线 性 映射 . 
定理 11 ik S(0) 为 S! 上 连续 的 复 矩 阵 值 函 数 , FASO) AS 上 的 每 一 点 都 可 
逆 ， 则 

(i) & (34) 定义 的 算 子 Ts : Hi 一 Hi RAS E; 

(ii) 因为 S(O) Tih, 所 以 s(0) = det S(O) AS 上 处 处 不 为 零 , 此 时 , 有 

ind Ts = —W (det S). 

证 阴 ”类 似 于 定理 7 的 证 明 , Ts 是 Ts HW. 要 计算 它 的 指标 , RNA 
如 下 结果 将 5S 形变 为 简单 的 情形 . 
引 理 12 S! 上 的 每 点 都 可 逆 的 连续 复 算 阵 值 函 数 类 内 的 两 个 函数 在 该 类 内 可 以 
相互 连续 形变 当 且 仅 当 它们 的 行列 式 有 相同 的 圈 绕 数 . 

设 S 属于 引 理 12 所 刻画 的 函数 类 , 将 5 连续 形变 为 对 角 和 矩阵 

SN(0) = ( m | ) , N = W(det S), 

其 中 对 角 线 上 的 元 素 除 了 第 一 个 之 外 都 是 1. 符号 为 Sn 的 矩阵 Toeplitz BF Ty 
为 数值 Toeplitz 算 子 的 直 和 , 其 直 和 分 支 的 指标 可 以 由 公式 (31) 计算 得 到 , 从 而 
Tw 的 指标 为 N. 由 指标 的 同 伦 不 变性 , 定理 得 证 . 口 


ei? 0 
S(0) — l i 
o-(7 2) 


证 明 dim Nr, = 1, codim Rr, = 1. 


前 面 的 例子 说 明 , 定理 10 的 结论 对 于 矩阵 值 符号 的 Toeplitz 算 子 是 错误 的 . 


习题 1 4 
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当 S 可 以 分 解 为 SS, 其 中 S RRIT, S. 解析 并 且 它 们 都 在 单位 圆 盘 内 的 每 
点 可 逆 时 , 则 Ts = S PLS. 即使 该 分 解 存在 , 此 也 不 能 通过 取 对 数 过 程 得 到 . 
对 于 该 分 解 , Lax 给 出 了 一 种 建立 在 解 PDE-s 系统 基础 上 的 方法 . 

在 定理 11 的 证 明 过 程 中 , 本 质 上 用 到 了 拓扑 中 的 一 些 概念 和 结果 . 反 过 来 , Fa 
标 理 论 中 的 一 些 概念 和 结果 又 是 处 理 微 分 拓扑 的 有 力 工具 ; 这 方面 的 一 个 基本 结果 
就 是 Atiyah-Singer 指标 定理 . 

FAX AAAS S', Wiener 和 Hopf 给 出 了 Toeplitz 算 子 理论 的 一 个 重要 扩展 . 
Strang 将 单 变量 函数 扩展 到 两 个 变 元 的 情况 . L. Boutet de Monvel, V. Guillemin, C. 
Berger 和 Coburn 等 人 给 出 了 更 一 般 的 Toeplitz 算 子 的 概念 . 而 von Neumann 代数 
中 的 维 数 函数 的 概念 则 是 零 空 间 维 数 和 值 域 维 数 等 概念 的 最 深远 的 
扩展 . 


27.3 Hankel 算 子 


考虑 LS) 到 .上 的 投影 已 ， 可 以 得 到 与 Toepliz 算 子 有 关 的 另 一 类 算 
定义 ” 设 s(0) 为 单位 圆周 S! 上 的 连续 函数 , Hankel 算 子 H,: H, 一 H_ 是 由 方 
程 

H,(u) = P_(su) (35) 

定义 的 算 子 . 如果 我 们 用 Fourier 展开 表示 H_ M H, 内 的 函数 , 那么 Hankel 8 
T H, 可 表示 为 " 

(H,u); = >》 Sk4jUj, k=0,1,.:- (35^) 


=0 
这 里 sn KIR s 的 (—n) Bt AR, uj, 7 = 0,1,--- 表示 u 的 Fourier 系数 . 
注意 , 为 了 保持 对 称 性 , 在 H, 和 H- 内 的 Fouier 展开 中 都 保留 了 第 0 阶 Fourier 
系数 . 用 来 表示 Hankel 算 子 的 半 无 限 矩阵 在 每 个 对 角 线 kj = 常数 上 有 相同 的 
赋值 . 称 这 样 的 矩阵 为 Hankel 矩阵 . 


习题 2 证 明 每 个 Hankel 算 子 是 紧 的 . 


习题 3 ”证明 Hankel & f H, 的 范 数 满足 
|| Hs|| < inf |s — glmax, (36) 
其 中 q 取 遍 单位 圆 盘 内 的 在 原点 取 值 为 零 、 内 部 解析 且 连 续 到 边界 的 所 有 函数 . 根 
据 Nehari 的 定理 , (36) 中 的 等 号 成 立 . 
关于 Hankel 算 子 的 更 深入 的 理论 , 参见 文献 Hirmander 的 第 19 章 . 
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线性 代数 中 最 漂亮 同时 也 是 最 有 用 的 一 个 结果 是 埃 尔 米 特 对 称 和 矩阵 的 谱 理论 . 
我 们 先 来 回顾 埃 尔 米 特 对 称 和 矩阵 的 定义 . 称 和 矩阵 4 是 埃 尔 米 特 对 称 的 , 如 果 A 和 


它 的 伴随 4* 相等 , 即 
A* — A. 


和 矩阵 A 有 一 个 完备 的 正 交 特征 向 量 集 , 并 且 4 的 相应 特征 值 都 是 实 的 . Hilbert 将 
此 结果 推广 到 Hilbert 空间 上 的 紧 埃 尔 米 特 对 称 算 子 上 . 本 章 将 刻画 这 一 推广 , 并 
给 出 一 些 具体 的 应 用 . 
EX KA Hilbert 空间 H 上 的 线性 算 子 A 为 埃 尔 米 特 对 称 的 (简称 对 称 ), 如 果 
对 H 中 的 任意 向 量 z Aly, 有 

(Az, y) = (x, Ay). (1) 


习题 1 证 明 由 (1) 定义 的 对 称 算 子 A 是 闭 的 , LEAR. 


定理 1 设 4 为 对 称 算 子 , 则 

(i) H 上 的 埃 尔 米 特 二 次 型 (4z,z) 是 实 的 ; 

(ii) 二 次 型 (2) 不 恒 为 零 , 除非 A x0. 

证 明 在 (1) 中, 令 z=y: 

(Az, x) = (x, Ar). (2) 

由 于 复 Hilbert 空间 上 的 数值 内 积 是 反对 称 的 , 所 以 (4z,z) 是 实 的 . 若 对 H 中 的 
每 个 向 量 m, 均 有 (Aa, x) = 0, WH ety 代替 m, 可 得 双 线 性 型 (Am, y) = 0. 故 
Ar=0, MMA=0. 口 


定义 PK Hilbert 空间 H 上 的 对 称 算 子 K EEH, 如 果 对 每 个 向 量 rz， 二 次 型 
(Az, x) 是 非 负 的 . WERT K 93 0« K. 
EM X A,B A Hilbert 空间 H 上 的 两 个 对 称 算 子 , 称 4 小 于 BRR BAF 
A, 用 符号 记 为 A « B, WIR O « B — A. 
习题 2 证 明 两 个 正 算 子 的 和 仍 为 正 的 、 
习题 3 证明: 如 果 4<BC<D, 那 么 A4+C<B+D. 

类 似 地 , 我 们 可 以 定义 严格 正和 严格 不 等 的 概念 . 


本 章 将 研究 紧 对 称 算 子 的 谱 理 论 . 回忆 一 下 第 21 章 中 紧 算 子 的 概念 ， 如果 线 
性 算 子 A: H — AK 且 中 的 单位 球 映 入 到 一 个 紧 集 内 , 即 集合 {Ar : [vl] < 1) 
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是 准 紧 的 , 则 称 A 为 紧 的 . 为 方便 读者 , 我 们 先 回忆 准 紧 的 概念 . 称 拓扑 空间 中 的 
子 集 是 准 紧 的 , 如 果 它 的 闭 包 是 紧 的 . 在 度量 空间 中 , 此 概念 又 有 如 下 两 个 等 价 性 
定义 . 

EXI 度量 空间 中 的 子 集 R 是 准 紧 的 , 如 果 RR 中 的 每 个 序列 (2) 都 含有 一 个 
收敛 子 列 . 

定义 II 度量 空间 中 的 子 集 R 是 准 紧 的 , 如 果 对 任意 s > 0, 集合 R 能 被 有 限 个 
半径 为 < MERAN. 

定理 2 HA 为 紧 对 称 算 子 , 序列 (rs) BU, 那么 (Ama) BR. 

WEBB ”由 (1) 知 , 如 果 (m) SHUM, 那么 {Arn} 也 弱 收 敛 . 由 一 致 有 界 原理 ， 
{zn} 一 致 有 界 : ||zn|| < 常数 . 由 紧 算 子 的 定义 , (Aou) 包含 在 一 个 准 紧 集 内 ; 根 
HEX I, {Aan} 有 一 个 强 收敛 于 某 一 向 量 z 的 子 列 . 我 们 断言 : 整个 序列 Az, 也 
强 收敛 于 2. 若 不 然 , 存在 z 的 某 一 s WR, 使 得 无 限 多 个 Ax, 不 属于 该 = Bim. 
再 由 准 紧 性 , (Am) 必 存 在 强 收敛 于 z 的 子 列 , 使 得 ||z — z/]| > e, 此 与 (Am) i 
弱 收 敛 性 矛盾 . 因此 , (Am) 强 收敛 于 z. 


下 面 的 谱 定 理 是 本 章 的 主要 结果 . 

定理 3 HAAG Hilbert 空间 H 上 的 紧 对 称 算 子 , 则 H 存在 由 A 的 特征 向 量 
ÅZn = Onde (3) 

组 成 的 标准 正 交 基 {zn}. 特征 值 an 是 实 的 , 0 是 它们 的 唯一 聚 点 . 

WEBB 若 4=0, 则 互 的 任意 标准 正 交 基 都 满足 题 设 条 件 . 故我 们 假设 A #0. 
由 定理 2, (Az, x) z 0, 从 而 该 二 次 型 在 H 中 的 某 一 点 取 值 非 零 , 不 妨 设 在 该 点 的 
值 大 于 零 . 考虑 二 次 型 (4z, x) 在 单位 球 |lz|| = 1 上 的 值 . 因为 A 有 界 , 所 以 在 单 
WERL, (4z,z) 不 超过 || Al|: (Am, a) < [M & m 表示 最 大 值 : 


sup (Az, x) = (4) 
llzll=1 


W m > 0. 我 们 断言 : 二 次 型 (Aa, x) 在 单位 球 上 可 以 达到 最 大 值 m. 取 {zn} 为 最 

大 化 (4) 的 向 量 列 : ||, || = 1, lim, (Aan, £n) = m. 由 第 10 章 定 理 7, Hilbert 空间 

中 的 单位 球 是 弱 序列 紧 的 , 所 以 (m) 存在 弱 收 敛 的 子 序列 . 显然 , 此 子 列 仍 最 大 化 

了 (4), 因此 我 们 不 妨 设 (m,) BUN, 并 设 其 弱 极 限 为 向 量 z. 我 们 要 证 z 是 断言 

中 二 次 型 最 大 化 问题 的 解 . 由 定理 2, {4z,} 强 收敛 于 Az, KAET {(A£n.£n)} 
收敛 于 (Az,z). 因此 , H {zn} 的 选取 , 得 

(Az,z) — m. (4°) 

要 证 明 z 最 大 化 (4), 我 们 只 需 再 证 明 z 为 单位 向 量 . 因为 z 是 单位 向 量 列 

的 弱 极 限 , 所 以 根据 第 10 REM 5, ||zl| < 1. 又 m > 0, (4) 表明 z z 0. 定义 

y = z/|Izl|, Wy 是 一 个 单位 向 量 , A 
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(Avy) = Tee = eI 
如 果 ||z| < 1, 就 有 (Ay, y) > m, 此 将 与 (4) FA. 因此 , z 为 单位 向 量 . 
齐 次 函数 

er ©) 
WA Rayleigh ®. ER, z 是 所 有 非 零 向 量 中 使 得 RA (x) 最 大 的 向 量 . NRA 
fiw, Ra(z+tw) 为 te R WERK, 且 该 函数 在 上 = 0 达到 最 大 值 . 因此 , 该 函数 
E t=0 的 导数 为 0. 此 函数 在 t= 0 RE, 成 立 

(Aw,z)+(Az,w) | (w, z) + (z, w) 

jz] (Am x) am 


由 A 的 对 称 性 和 (4), 得 到 


RA(x) = 


= 0. 


Re (Az — mz,w) = 0. 

由 w 的 任意 性 知 , Az — mz =0, BI z 是 A ARERR, m 为 相应 的 特征 值 . 

一 旦 证 明了 A 的 一 个 特征 向 量 的 存在 性 , 我 们 就 可 以 证 明 完 备 特征 向 量 集 的 
存在 性 , 这 建立 在 4 的 特征 向 量 的 正 交 补 子 空间 也 是 4 的 不 变 子 空间 这 一 事实 的 
基础 上 . 要 得 到 该 事实 , 设 z 为 A 的 特征 向 量 , y 与 z EX, 则 Ay 也 与 z EX, 
这 是 因为 

(Ay, z) = (y, Az) = (y, Az) = 0. 

因此 , 3$ y 与 A I] Ra {2m} EX, 则 Ay 也 与 它们 正 交 . 

设 {zm} 为 4 的 所 有 特征 向 量 的 全 体 ; H Y 表示 {zm} 的 正 交 补 , 则 了 是 A 
的 不 变 子 空间 . 注意 到 4 EY 上 的 限制 为 紧 对 称 算 子 , 所 以 由 上 面 的 证 明 , Y 必 
为 零 空 间 ; 否则 , Y 含有 A 的 特征 向 量 , 此 与 Y 与 A 的 所 有 特征 问 量 正 交 了 矛盾 . 口 


习题 4 用 定理 2 证明 : 特征 值 序列 极限 为 零 . 
习题 5 证明: 如 果 w — lim z, = c, lim||z_|| = |ell, 那么 {an} BART c. 


对 于 4 的 第 一 个 特征 向 量 , 其 存在 性 的 证 明 是 构造 性 . 用 同样 的 方法 , 可 以 找 
到 接 下 来 的 特征 向 量 . 将 4 的 正 特征 值 近 递减 的 顺序 排列 : 


AZn = Qnzn 1202 2:::>0, (6) 
则 
(Ac, x) 
ON = ma — 6 
NT atanena diei (6*) 


最 大 化 (6) HAERE 4 的 第 NN 个 特征 向 量 . 用 类 似 的 最 小 化 问题 方法 , 我 们 可 
以 刻画 A 的 负 特 征 值 . 

通常 情况 下 , 我 们 对 特征 值 而 不 是 对 特征 向 量 更 感 兴趣 ; 这 样 (6^) 就 不 常用 
T, 因为 它 明 显 地 牵涉 了 我 们 并 不 感 兴趣 的 特征 癌 量 . 可 喜 的 是 , E. Fischer AR. 
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Courant 分 别 给 出 了 两 个 不 同 的 公式 . 利用 它们 , 无 需 涉及 4 的 前 面 特 征 值 的 特征 
向 量 , 就 可 以 刻画 A 的 第 N 个 特征 值 . ， 
定理 4 db 4 为 紧 对 称 算 子 , 用 递减 的 顺序 排列 A 的 所 有 正 特征 值 {ak}: 
a, 2a22--:>0; 
用 Ra(x) 表示 A 的 Rayleigh 8j (5), 9) Fischer 原理 和 Courant 原理 成 立 . 
(i) Fischer 原理 : 
an = max min Rı(z), (7) 
其 中 SN A H 的 任意 入 维 子 空间 ， 
(ii) Courant 原理 : 
QN = min. max Ra(z). (8) 


证 明 (i) 设 Sw WH BME— N ETER, 则 Sy 内 存在 一 个 非 零 向 量 y 满 
足 NN - 1 个 线性 条 件 (y,zk) 20, 上 = 1,2,…,N — 1, 其 中 z 表示 A 的 第 i 个 特 
征 向 量 . 对 于 每 个 这 样 的 向 量 y, 由 (6^) All, Rat) <an. 又 因为 y 属于 Sw, 所 以 
min R A(x) < av. (9) 
另 一 方面 , HS SN 为 由 A 的 前 N 个 特征 向 量 z1,… ,zn 所 张 成 的 子 空间 , 则 Sy 
上 的 Rayleigh BE z = zy 达到 最 小 值 an. 故 (7) RA. 
(i) 任 给 的 NN 一 1 维 子 空间 Sni, Æ A 的 前 NN 个 特征 向 量 生成 的 入 维 
子 空间 内 , 存在 非 零 向 量 y 与 Sya ER. 又 注意 到 前 N 个 特征 向 量 生成 的 N 维 
子 空间 内 的 每 个 向 量 y 都 满足 RA(y) > oy. 因此 ， 


„max R A(z) 2 aw. (10) 
另 一 方面 , HS Sy a 为 z1,…,zNn_1 所 张 成 的 N — 1 维 子 空间 , 则 由 (6) 可 知 ， 
(10) 中 等 号 成 立 . 故 (8) 得 证 . o 


对 于 负 特 征 值 的 情形 , 有 一 对 类 似 的 原理 . 

在 有 限 维 空间 中 , 对 4 的 所 有 特征 值 , 无 论 正 的 或 负 的 , (7) 和 (8) 都 成 立 . 此 
IN, 这 两 个 原理 是 等 价 的 ; 对 一 4, 利用 (7) 就 得 到 (8). 

在 无 限 维 空间 中 , (7) 和 (8) 是 不 同 的 . (7) 可 用 于 得 到 A 的 第 N 个 正 特征 值 
的 下 界 , 而 (8) 可 用 于 得 到 它 的 上 界 . 
定理 5 设 和 丸和 B 为 两 个 紧 对 称 算 子 , A < B. 用 递减 的 顺序 分 别 排列 它们 的 正 
特征 值 ak 和 Bk, k= 1,2,---, MAEA k, A 的 第 个 正 特征 值 ak 小 于 或 等 于 B 
的 第 上 个 正 特 征 值 Bk: 

Qk S Br. (11) 

WEBB HEX, A < B 意味 着 , 对 每 个 向 量 rz，(4z,z) < (Bax), AM 

Ra(x) < Rg(x). 由 Fisher 原理 (7) 或 Courant 原理 (8) 4n, 结论 成 立 . o 
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对 于 负 特 征 值 , 反方 向 不 等 式 成 立 . 
习题 6 证 明正 的 紧 对 称 算 子 无 负 特征 值 . 


在 第 17 章 , 我 们 建立 了 Banach 代数 中 的 元 , 特别 是 Banach 空间 X 上 的 有 
界线 性 算 子 代数 BIX) 中 的 算 子 的 函数 演算 . AN, 对 于 定义 在 包含 A 的 谱 的 某 
个 开 集 上 的 解析 函数 f, 我 们 可 以 定义 f(A). 借助 于 本 章 的 谱 理论 , 对 于 定义 在 紧 
对 称 算 子 A 的 谱 上 的 每 个 有 界 复 值 函 数 f, 同样 可 以 定义 f (A). 
定理 6 设 4 为 紧 对 称 算 子 , 则 对 定义 在 A 的 谱 上 的 每 个 有 界 复 值 池 数 fo), 都 可 
以 找到 一 个 有 界线 性 算 子 , 用 f(A) 表示 , 与 之 对 应 , 并 且 由 此 建立 的 对 应 了 呈 f(A) 
满足 : 

(i) FBR f(o) 三 1 对 应 于 恒 等 算 子 E 
(ii) BF BHR f(c) =o 对 应 算 子 A; 
(iii) 映射 了 一 f(A) 是 谱 0(A) 上 的 有 界 函 数 环 到 H 上 的 有 界线 性 算 子 代数 
内 的 同 构 . 
IFA) = Ec |f(e)l; 

(v) Sf 是 实 的 , 则 f(A) 是 对 称 的 ; 

(vi) # f A& c(A) 上 是 正 的 , 则 f(A) 也 是 正 的 . 

证 明定 理 的 证 明 比 叙述 还 要 简短 . 设 (zs) 为 H 中 的 一 组 标准 正 交 基 , 其 中 
每 个 zn 都 是 4 的 特征 向 量 , an 为 相应 的 特征 值 . 将 H 中 的 向 量 z 在 这 组 基 下 
展开 


£ = > i (12) 

定义 f(A) 为 
f(A)z = 》 an)jcnzn. (13) 
性 质 (i)~(vi) 是 显然 的 . D 


推论 1 SRF AREH, WMA 的 谱 包 含 在 非 负 实数 集 内 . 因此 , 函数 f(A) — VA 
在 4 的 谱 集 上 是 实 的 和 正 的 . 因此 ,VA 是 对 称 的 正 算 子 , HA A 的 正平 方 根 . 


习题 7 证 明 : 4 的 正平 方 根 是 唯一 的 , 即 不 存在 其 他 平方 为 4 的 正 算 子 . 


定理 7 设 {A,} 为 Hilbert 空间 万 上 的 一 族 两 两 可 换 的 对 称 算 子 : AAs = AsAy. 
假设 在 这 族 算 子 中 至 少 有 一 个 算 子 A, ARH, RPAH 中 存在 一 组 标准 正 交 基 
{zn}, 使 得 每 个 zn 都 是 所 有 算 子 A, 的 特征 向 量 , 即 
A^ Zn = An(Y)Zn- (14) 
证 明 用 A 表示 这 族 算 子 中 的 一 个 紧 算 子 , an, n = 1,2…, 为 4 的 所 有 (E. 
不 相同 的 ) 特征 值 . 用 S, 表示 an 的 特征 子 空间 , 即 满足 
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Az = anz (14') 

的 向 量 z 组 成 的 空间 .由 定理 3, 每 个 S, 都 是 有 限 维 的 , 并 且 两 两 正 交 张 成 H: 

H =S Rh2.. 
用 其 他 算 子 A, 作用 在 (14^) 两 边 : 

A,Az = mA,2; 
所 以 每 个 Sn 都 是 其 他 所 有 算 子 A, 的 不 变 子 空间 . ERAT A, W A, 在 每 个 
S。 上 的 限制 为 紧 对 称 算 子 , 所 以 每 个 S, 都 是 A, 的 特征 空间 的 正 交 直 和 . 再 考虑 
另 一 个 算 子 A. 将 4 和 A, 的 每 个 公共 特征 子 空间 分 解 成 A, 的 特征 子 空间 的 
正 交 直 和 . 由 于 S, 为 有 限 维 的 , 经 过 有 限 步 之 后 , 该 过 程 即 停止 . 此 时 , S, 已 表示 
成 所 有 算 子 A, 的 特征 子 空间 的 正 交 直 和 . 然后 , 我 们 再 考虑 SH, 重复 上 面 的 方 
法 , 定理 得 证 . 口 


习题 8 ”不 用 定理 3 WH, 对 称 算 子 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 


对 于 正规 算 子 , 定理 7 有 如 下 重要 应 用 . 

定义 ” 称 Hilbert 空间 H LARS N 为 正规 算 子 , WR N 和 它 的 伴随 NM 交换: 
N'N-NN'. 

推论 2 ”每 个 紧 正 规 算 子 都 有 一 组 完备 的 正 交 特征 向 量 集 . 

证 明 将 分 解 为 对 称 和 反对 称 部 分 的 和 : 

N=R+J, R= x Fe SE, 

显然 , RR 是 对 称 的 , J 是 反对 称 的 , N = R— J. AANA N OR, A RI I HJ 
换 . 利用 Schauder 定理 即 第 21 章 定 理 7, N 的 紧 性 蕴含 了 N WRH: K RAJ 
也 是 紧 的 . 

利用 定理 7, RA 了 有 一 组 公共 特征 向 量 作成 的 完备 正 交 集 ; 显然 , 它们 也 都 
是 N 的 特征 向量 . 口 


EX MK Hilbert 空间 H 上 的 有 界线 性 算 子 U 为 西 算 子 , 如 果 它 等 距 地 将 H BR 
到 自身 上 , Bp ||Uz|| = ||ell. 


习题 9 证 明 : BREF UHR UU=1I 


习题 10 设 也 为 形 如 U= 了 +C 的 西 算 子 ,其 中 C 为 紧 的 , 则 可 的 一 组 特征 向 
EHRT H 的 标准 正 交 基 , H U 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 都 是 1. 
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第 29 章 ” 紧 对 称 算 子 的 例子 


第 28 章 建立 的 紧 对 称 算 子 的 谱 理 论 在 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 . 本 章 我 们 将 给 
出 一 些 例子 . 


29.1 卷 积 


用 S! 表示 复 平面 C 内 的 单位 圆周 , H — 12(8') 为 S. 上 的 平方 可 积 函数 构 
成 的 Hilbert 空间 . 设 a 为 L'(S') 内 的 任 一 复 值 函数 , EXAT A:H-H Ha 
所 作 的 卷 积 算 子 : 

(Aue) = | «us — war (1) 
通过 变量 替换 , 卷 积 也 可 以 表示 为 
(Au)(z) = | a( y)u(y)ay. 
Ss! 

定理 1 

(i) 卷 积 算 子 与 平移 算 子 

(Teu)(2) = u(x +) 
交换 
(i) 任意 两 个 卷 积 算 子 交换 


习题 1 证 明定 理 1. 


定理 2 
(i) 由 (1) 定义 的 算 子 AAR, E. 
I| A|| < lalzı. (2) 
(i) A 是 紧 算 子 . 
(ii) A 是 正规 算 子 . 
(iv) Jd» X a 满足 


a(-x) = a(x), (3) 
那么 A 是 一 个 对 称 算 子 . 
WERA (i) 用 Riemann 和 近似 (1) 右边 的 积分 : 
(Au)(r) zh EN a(nh)u(x — nh). 
由 三 角 不 等 式 , 右边 依 范 数 有 界 : 
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llh V a(nh)u(z — nh)|| < h 3 ^ la(nh)llull- 
A h 0, 对 于 光滑 函数 a 和 u, RER (2) 成 立 . 当 u 属于 L, a 属于 L 时 , 可 
以 通过 光滑 函数 逼近 a Al u, 从 而 (i) 得 证 . 
(ii) 车 a 属于 L?(S'), 则 利用 Schwarz 不 等 式 估 计 Au 的 连续 模 , 得 
(Au)(2) - (Au)(2)= | lalz — y) -alz - vu) dy 


1 


2 
< | bee - y)? dy Ilall 


=| f latu) - aly +z - f dv|. itul. 
/ | 


X 2-r0HB,4EB,EASAÓT3S. 这 说 明 L 的 单位 球 在 4 下 的 象 是 一 个 等 度 
连续 和 一 致 有 界 的 函数 集合 . 根据 Arzela-Ascoli CH, 这 样 的 函数 集 在 最 大 值 范 数 
下 是 准 紧 的 ; 因此 在 L 范 数 下 也 是 准 紧 的 . 

车 a 属于 L, 则 可 以 用 一 列 L? 函数 (as) fk L^ 范 数 逼 近 a. 由 (2), 相应 的 
SF 4。 在 算 子 范 数 下 趋 于 A 由 于 我 们 已 经 证 明 每 个 算 子 4。 都 是 紧 的 , 故 A 
也 是 紧 的 . (ii) 得 证 . 

(ii) Wu Alv 属于 L, 将 (1) 两 端 分 别 乘 以 5(z), 然后 积分 , 得 

(Au o) = | [ale —yulyo(e)dyaz (4) 
改变 (4) 右 端 的 积分 变量 , 有 


[few - 29 y)ulz)dydz = (u, A*v), 
这 里 4* 是 由 
a* (x) = a(—z) (5) 
定义 的 卷 积 算 子 . 因此 , A 的 伴随 4* 也 是 卷 积 算 子 . 由 卷 积 算 子 间 的 可 换 性 ，4 
是 正规 算 子 . 
(iv) Æ a 满足 (3), 那么 a* =a, 从 而 A* = A. 口 


根据 第 28 章 定理 7, 对 于 Hilbert 空间 H 上 的 一 族 两 两 可 换 的 对 称 算 子 , 如 
果 它 们 中 间 至 少 有 一 个 紧 算 子 , 那么 由 这 族 算 子 的 公共 特征 向 量 可 以 得 到 A 的 一 
组 标准 正 交 基 . 考虑 所 有 卷 积 算 子 4 和 平移 算 子 T 构成 的 算 子 族 , 并 对 此 族 应 用 
FRAR. 因此 , LS) 存在 一 组 标准 正 交 基 {er}, 使 得 对 于 每 个 e = ek, 有 

Ga*e- ae, e(z + c) = r(c)e(z). (6) 

我 们 以 前 已 经 看 到 , Æ L? WHE, e(z-- c) 是 c 的 连续 函数 , 所 以 (6) 中 的 特征 
值 r(c) 也 是 c 的 连续 函数 . 显然 r(c) 40, 否则 , 对 于 S! 上 的 每 个 z, e(z +c) = 
这 与 e(z) 为 特征 函数 矛盾 . 

在 (6) 中 交换 r 和 c HAE: 
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400 A» ev 了 一 ”一 


elx +c) = T(c)e(x) = T(x)e(c). 
FA r(c)r(z) ER, 得 到 


ele) _ ele) 
T(r) re) 


故 e= mr, 其 中 m 为 常数 . 适当 选取 e, 使 m = 1; 此 时 ,(6) TESA 

e(z +c) = e(c)e(z). (7) 
注意 到 e = o7 是 连续 函数 以 及 指数 函数 为 函数 方程 (7). 的 唯一 连续 非 零 解 . HT e 
在 S! 上 连续 , 所 以 它 为 周期 函数 . 故 

ex(z) = el, kez. (8) 
因此 , 形 如 (8) 的 指数 函数 构成 了 L?(S') 上 的 一 个 完备 正 交 系 . 

当然 有 更 简单 的 方法 证 明 , 形 如 (8) 的 指数 函数 是 完备 的 正 交 系 ; 但 是 上 面 的 

证 明 方法 有 一 个 很 大 的 优点 , 就 是 可 以 将 S 推广 到 一 般 紧 的 交换 群 上 去 . 正 是 用 
这 种 方法 , Hermann Weyl 证 明了 指数 函数 集 (ef: zeR}, 是 所 有 殉 周 期 函数 空 
间 上 的 完备 正 交 集 . 详 看 F.Riesz 和 Sz.-Nagy 的 泛 函 分 析 . 


29.2 ”一 个 微分 算 子 的 逆 
设 
d 
L= -82 +q, Os = p’ (9) 


为 二 阶 微分 算 子 , 其 作用 在 [0, 22] 上 的 在 两 端点 取 值 为 零 的 函数 空间 内 , 其 中 4 为 
连续 实 函数 且 


q(x) 2 1. (10) 
不 难 证 明 (NE 7 3E), 对 于 给 定 的 连续 函数 f, 边 值 问题 
Lu = f, v(0) 20, u(2x) =0 (11) 
存在 唯一 解 用 A 表示 解 u 和 函数 f 之 间 的 依赖 关系 
Af=u; (12) 


总 之 , 4 为 工 的 逆 . 下 面 证 明 , 由 (12) 定义 的 算 子 4 170,20) 范 数 下 有 界 ; A 
此 它 可 以 连续 延 拓 到 整个 Hilbert 空间 H = L E. 
定理 3 上 述 定义 的 算 子 AX 
(i) A8; 
(ii) 紧 的 ; 
(iii) 对 称 的 ; 
(iv) 在 L? 内 积 下 为 正 的 . 
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证 明 BA u 是 二 阶 连 续 可 微 函 数 , 所 以 方程 (11) 两 端 乘 以 函数 u 后 在 区 间 
[0,2x] 上 可 积 . 由 工 的 定义 , 利用 分 部 积分 , 得 
fe + qu?)dz = futas. (13) 


我 们 用 Schwarz 不 等 式 和 几何 -算术 平均 值 不 等 式 估计 右边 , 用 限制 条 件 (10) Ai 


计 左 边 , 得 不 等 式 
[225 [ vaes ; | Paz. 


因此 , 算 子 A 是 有 界 的 . 同时 , 4 将 L 范 数 下 的 单位 球 映 入 到 满足 : jluz| <1 的 
函数 u 组 成 的 集合 内 . 根据 Rellich 原理 ( 见 第 22 章 ), 该 函数 集合 是 准 紧 的 . 故 算 
子 4 是 紧 的 . 
(ii) A 的 对 称 性 可 以 借助 于 工 的 对 称 性 得 到 . 对 二 次 可 微 函 数 u,v, 用 分 部 
积分 , 可 得 
(Lu,v) = (u, Lv). 
4 Lu = f, Lo-59,8 
(f, Ag) = (Af. 9). 
(iv) 因为 (13) 的 右 端 为 (Af, f), 所 以 4 为 正 算 子 . 
由 于 算 子 A 定义 在 有 界 函 数 空间 上 且 在 L 范 数 下 有 界 , 所 以 它 可 以 连续 延 
拓 到 整个 L? 函数 空间 上 , 延 拓 后 的 算 子 仍 具 有 定理 3 中 所 列举 的 性 质 . " 


习题 2 证 明 : 对 每 个 L? 函数 f, Af 连续 并 且 AJ(0) = Af (x) = 0. (提示 : 利用 
估计 llusi] € sift) 
在 Hilbert 空间 H = L?(0,2x) E, 我 们 应 用 第 28 章 中 的 主要 结果 . 因此 , 算 子 
A 有 一 组 完备 的 正 交 特 征 向 量 集 {en}: 
Ae, = anen. (14) 
因为 A 是 正 的 , 所 以 每 个 an 也 都 是 正 的 . 
用 习题 2 的 结果 和 (14), 每 个 en 都 是 连续 的 . 在 由 所 有 这 样 的 函数 e 组 成 的 
集合 上 , 工 是 A 的 逆 . 因此 将 工作 用 到 (14) 两 边 , 得 
Le, = Mnen, An az. (14^) 
A 的 特征 值 oan HFS, 因此 (14^) BA L 的 特征 值 As 趋 于 无 穷 . 


29.3 eis FF A 


29.2 节 的 分 析 略 加 改动 同样 适用 于 偏 微分 算 子 . 最 简单 例子 是 
L=-A, (15) 
其 中 A = 20? JJ Laplace HF, 0; 20/025. > GAR" ARR, 考虑 边 值 问 题 
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EG 内 , Lu = f; 在 G 的 边界 上 ,w=0. (16) 

E f 任意 阶 可 微 并 且 G 有 光滑 边界 , 则 边 值 问题 存在 唯一 解 ; 这 是 偏 微分 方程 理 
论 中 的 一 个 基本 结果 ( 见 第 7 章 ). 车 记 边 值 问题 的 解 u A AS, 采用 与 29.2 节 相 同 
的 技巧 , 即 用 分 部 积分 可 以 证 明 : 定理 3 的 结果 在 此 情形 下 仍然 成 立 . 因此 我 们 可 
以 将 A 连续 延 拓 到 整个 空间 H = L?(G) b. 利用 第 28 章 中 的 谱 定 理 , A 有 一 组 
完备 的 正 交 特征 向 量 集 , 并 且 相 应 的 特征 值 os, 都 是 正 的 . 

采用 讨论 4 为 紧 算 子 的 方法 , 可 以 证 明 A 是 光滑 算 子 . 更 进一步 地 可 以 证 明 ， 
当 大 充分 大 时 , A" 高 度 光滑 , 即 它 可 以 将 每 个 LG) 函数 映 为 预先 给 定 阶 的 高 阶 
可 微 函数 . 将 4 连续 作用 到 特征 方程 Ae = ae 的 两 边 上 次 , 得 A*e = o^e. AK, 
特征 函数 e 充分 可 微 . 因此 , LAe = e. 将 工 应 用 到 特征 方程 上 , 得 

Le, = Men, An =az}, 

BU e, 也 是 微分 算 子 L 的 特征 函数 . 

上 述 构架 可 以 应 用 到 更 一 般 的 椭圆 算 子 上 . 例如 , > 

L=- >》 90,0; +g, 

其 中 (aii) 是 一 个 正定 矩阵 , 其 赋值 a;; 为 z 的 光滑 函数 , 9 为 非 负 光 滑 函 数 . 边界 
条 件 即 u 在 边界 上 为 0, 可 被 其 他 边界 条 件 , 如 Neumann 边界 条 件 即 u 的 法 向 导 
数 在 边界 上 为 0 RE. 但 是 要 注意 , 对 于 边界 条 件 v = 0, 边界 的 光滑 性 是 不 必要 ; 
而 对 于 Neumann 条 件 , 这 是 不 可 以 的 . 

A 的 特征 值 的 Fischer 和 Courant 变 分 原理 可 以 转化 为 L 的 特征 值 的 变 分 原 
理 . 对 于 第 n 个 特征 值 的 大 小 , 有 一 个 十 分 优美 的 渐进 估计 ; 参见 第 28 章 引 用 的 
文献 Hermann Weyl 以 及 Courant. 


参考 文献 
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迹 公 式 是 线性 代数 中 的 一 个 著名 结果 . 此 公式 是 说 , 一 个 复 矩 阵 的 所 有 特征 值 
的 和 等 于 该 矩阵 的 迹 , 即 主 对 角 线 上 所 有 元 素 的 和 . 1959 4E, Lidskii 证 明了 , 对 于 
Hilbert 空间 上 的 一 大 类 紧 算 子 , 该 公式 也 是 成 立 的 . Lidskii 迹 公式 的 结果 相当 深 
刻 , 证 明 过 程 极 富 技巧 性 , 现 已 成 为 许多 分 析 分 支 中 强 有 力 的 工具 . 


30.1 1&4 8g 58x 


K H 为 可 分 的 复 Hilbert 空间 , TAH 上 的 紧 算 子 . 用 T* 表示 T 的 伴随 ; 
显然 , 乘积 T*T 是 一 个 非 负 对 称 算 子 ， 由 第 28 章 中 的 函数 演算 , TT 有 唯一 的 
下 平方根 4 = (T* T2, 设 ww 为 有 H 中 的 任意 向 量 , N 

Twll? = (Tu, Tu) = (u, T* Tu) = (u, A*u) = (Au, Au) = ||Aul|". (1) 
在 (1) 中 , 用 u — v 代替 向 量 u, 我 们 可 以 得 到 : E Au = Av 则 Tu = Tv. A 
此 , 在 4 的 值 域 上 , 可 以 定义 算 子 
U: Au Tu. (2) 
由 (1), Ur A 的 值 域 上 是 一 个 等 距 . 
用 RR 表示 A 的 值 域 . 在 R 的 正 交 补 上 , 补充 定义 算 子 VU A 0: 
Un = 0, nLR. 
设 n 和 w AH H PH ee, Hn, 则 (n, Uv) = (Un, v) = 0; PIG U% H RR 
入 到 R+ 的 正 交 补 内 , 从 而 U 的 值 域 包含 在 R 的 闭 包 RA. 我 们 断言 : 
U' Uw — w, we R. (3) 
为 此 , & z 和 J 为 及 内 的 问 量 , 因为 UR LESERT, 所 以 它 保 持 R 中 的 
内 积 : 
(z,w) = (Uz, Uw) = (z, U” Uw). 
HM (z, U Uw — w) = 0. 再 由 z 的 任意 性 , 得 
(U* Uw — w) LR. 
另 一 方面 U 将 H 映 入 到 ROA, 所 以 U* Uw -w RF R. AE, U Uw- w A 
CT R H5 REX. 3X U* Uw = w, Bf (3) Bik. 

我 们 总 结 一 下 包含 在 (2) 和 (3) 内 的 信息 . 

定理 1 每 个 紧 算 子 全 都 可 以 分 解 为 
T — UA, (2^) 
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其 中 A 为 正 对 称 算 子 , U 在 A 的 值 域 上 满足 : UU-I. 

算 子 4 称 为 工 的 绝对 值 , (2) 称 为 了 的 极 分 解 . 

定理 1 不 仅 对 紧 算 子 而 且 对 所 有 有 界线 性 算 子 都 是 正确 的 . 在 上 述 证 明 过 程 
中 , 唯一 用 到 紧 性 的 地 方 就 是 全 "的 正平 方 根 的 存在 性 . 在 第 31 章 将 证 明 , 每 个 
正 对 称 算 子 都 有 平方 根 . 

当 了 全 为 紧 算 子 时 , THAME 4 也 是 紧 算 子 . 由 于 4 是 正 的 紧 对 称 算 子 , 所 
以 它 的 非 零 谱 点 都 是 正 特 征 值 . 我 们 用 {s;} 表示 A 的 所 有 非 零 特征 值 并 按照 递减 
的 顺序 排列 它们 : 

82322-2842. 


正 数 8j MA T If) 3 Ha, WA s;(T). 
习题 1 证 明 : 对 于 每 个 j, s; (TD) 在 算 子 范 数 拓扑 下 是 T NEAN BK. 


30.2 wae, 迹 范 数 , 迹 
EX Hilbert 空间 H 到 自身 内 的 紧 算 子 工 称 为 迹 类 算 子 , 如 果 


5s; (T) < oo. (4) 
1 
Mitr = 2 5; CD). (4^) 
习题 2 证 明 || T| € || Tier. 
下 述 定 理 列 举 了 迹 范 数 的 基本 性 质 . 
定理 2 令 全 为 迹 类 算 子 , B 为 任意 有 界线 性 算 子 , 则 
(i) | 到 tr = IT ltr; 


(ii) ||B llc < || Bil Ttr; 

Gi) || TB|li < || Bl || Mer 

(iv) 对 任意 两 个 迹 类 算 子 Tho SM T+ S 为 迹 类 算 子 且 

IT 7 Slltr < || Tier + ||Slltr. 

总 之 , 迹 类 算 子 集合 在 伴随 运算 下 封闭 , 是 所 有 有 界 算 子 组 成 的 代数 的 双边 理 
AH. 迹 范 数 满足 三 角 不 等 式 . 

WEBB (i) 我 们 将 证 明 s;(T) = s(T^). HEN, T* 的 奇异 值 为 TT = 
TT* 的 平方 根 的 正 特征 值 . 我 们 断言 TT* 和 T*T 有 相同 的 正 特征 值 . 要 证 明 
此 断言 , 令 和 TT HERE, z 为 相应 的 特征 向 量 : 

T“Tz = Az, As. 
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两 边 用 TEA, 得 

TT* Tz —ATs; 
这 就 证 明了 入 为 TT* RRE, Tz 为 相应 的 特征 向 量 ; 注意 到 A A0 MAT Tz 
不 等 于 0. 因此 , 上 述 断 言 成 立 . 又 因为 4 = (T' T), 所 以 A 的 特征 值 为 TT 
的 特征 值 的 平方 根 . 因此 , s;(T) = s;(T 7), 此 证 明了 (i). 


习题 3” 试 举 一 例 说 明 : 存在 有 界线 性 算 子 T, 使 得 0 RTT HEE, 但 0 不 
是 TT* 的 特征 值 . 
(ii) 和 (iii): 我 们 将 证 明 5; (B T) < ||B||s; T). 要 推导 此 不 等 式 , 需要 证 明 , BT 
的 绝对 值 的 平方 小 于 || 召 || RO 了 的 绝对 值 的 平方 ; 这 是 因为 , 由 于 相应 的 二 次 型 
满足 不 等 式 
(T*B'BTu, v) = ||BTu|? < ||BI?|| Tul]? = ||BI* CT * Tu, u), 
所 以 
(BT) (BT) < ||B|*T" T. 
由 第 28 章 定理 5, 第 j 个 特征 值 函 数 s; 是 一 个 单调 函数 , 故 
s2(BT) < ||B|? s$( T). (5) 
先 取 平 方 根 , 然后 对 7 求 和 , 得 不 等 式 (ii). 
由 于 每 个 有 界线 性 算 子 和 它 的 伴随 有 相同 的 奇异 值 , 所 以 (5) AST 


s;(TB) = s,(B' T*) < ||B'|s;(T*) = ||Blls;(T). (5°) 
对 7 RAI, 可 得 (iii). 
要 证 明 (iv), 我 们 首先 给 出 迹 类 算 子 及 迹 范 数 的 另 一 个 刻画 : 
Ter = sup 》 I Tfnsen)]; (6) 


这 里 的 上 确 界 取 遍 所 有 的 标准 正 交 基 对 {fn} 和 {en}. 要 证 明 此 刻画 , 我 们 只 需 证 
明 (6) 的 右边 不 会 超过 左边 || T], 并 且 适 当选 一 对 标准 正 交 基 {fn} 和 {en} JA, 
右边 相应 的 和 正好 等 于 左边 || TI. 

设 (5; 为 4 的 依 递减 顺序 排列 的 正 特 征 值 列 ( 含 重 数 ), > zj; 为 归 一 化 的 特 
征 向 量 : 

Az; = s;z;,， ]|jl-1 
R {z;} 构成 了 A 的 值 域 闲 包 五 的 标准 正 交 基 ; 此 时 , 任 取 A 的 特征 值 0 的 特征 
空间 中 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 连同 {25}, 它们 构成 了 五 的 一 组 标准 正 交 基 . 因此 ， 
 H 中 的 任意 向 量 f, 有 展开 式 
Af = ai(f, z;)žj. 
J 


两 边 用 UU 作用, 并 利用 极 分 解 T = UA, 得 
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Tf = 2 sf zwi, (7) 


其 中 w, = Uz. 根据 定理 1, (w) 构成 了 T 的 值 域 的 一 组 正 交 基 . 用 H 中 的 任 
意向 量 e 与 (7) TEAR: 


(Tf,e) = 》 s;(f,z;)(w;,e). (7^) 
了 
对 于 H 的 任意 一 对 标准 正 交 基 {fn} 和 {en}, 在 (7) P, 令 f= fn, € = en, 然后 
对 n RKA, 得 
2 Tf,,e;) -2,2,s0.  zj)(w;, en). (8) 


我 们 断言 ， 右边 的 双 级 数 绝对 收敛 且 不 大 于 || Tl, 要 证 明 此 断言 , 我 们 交换 双 级 
数 的 求 和 顺序 : FER n RA, 并 应 用 Schwarz 不 等 式 , W (8) 的 右边 有 估计 : 


1/2 
>, 83 (Da Dre) ) , 
J n n 
由 Parseval 等 式 ， 
3 us 2s)? = les? =1, Y (w, en)? = lw? = 1. 


故 (8) 的 右边 有 上 界 D sj = || Tiltr- 

要 完成 (iv) 的 证 明 , 分 别 用 A 的 值 域 正 交 补 和 了 的 值 域 正 交 补 的 任意 标准 正 
交 基 延 拓 {z;} 和 {w}, 使 之 成 为 H 中 的 两 组 标准 正 交 基 . 在 (7) 中 , 令 f = zn, 
e — wn. 注意 到 , U 在 A 的 值 域 上 等 距 算 子 , 所 以 

(T2,,w4) —(UAz,, Utan) = 4n: 

对 n KA, 我 们 得 到 (6) 中 的 等 式 . 

因为 (6) 的 右边 是 T 的 线性 泛 函 的 绝对 值 的 和 的 上 确 界 , 所 以 它 是 T 的 次 可 
加 函数 . Aa SAT AWRAT, 则 S++ 工 也 是 迹 类 算 子 且 迹 范 数 满 足 三 角 不 
SEX. 口 


习题 a 证 明 在 迹 范 数 下 , 所 有 迹 类 算 子 构成 了 一 个 完备 的 线性 空间 . 

Hilbert 空间 上 的 每 个 有 界线 性 算 子 开 在 任意 一 组 标准 正 交 基 {f,,} 下 都 可 以 
表示 成 无 限 矩阵 的 形式 , 此 矩阵 的 (m, n) 元素 为 (Tfn, f). 因此 , 此 矩阵 的 迹 为 

S UPS d) (9) 

当然 条 件 是 此 级 数 收敛 . . 
定理 3 ”对 于 每 个 迹 类 算 子 T, BH (9) 绝对 收 化 且 级 数 和 与 标准 正 交 基 (f) 的 
选取 无 关 . RH (9) 的 和 称 为 下 的 迹 , 记 为 tr 下 

WR 在 (8) P, Se, = fn 得 
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> Tf BED DO sif zwi Fn): (10) 


我 们 已 经 证 明了 右边 的 双 级 数 收敛 且 收 剑 和 不 大 于 || Ti ler- 
要 证 明 迹 与 标准 正 交 基 的 选取 无 关 , 我 们 在 上 述 双 级 数 中 , 改变 求 和 顺序 , 先 
对 n, 然后 再 对 j KM. 用 Parseval 关系 
X (fn zi) (wi, fa) = (wi zi) 


重新 整理 (10) 为 
tT = >》 sj(wj, zj); (11) 
显然 , 右边 与 标准 正 交 基 {fn} 的 选取 无 关 . 口 
下 面 给 出 迹 的 几 个 基本 性 质 . 


定理 4 KTAEAIFN 
(i) Itr T] < lITlltr; 
(i) tr T 7j T $E E GR; 
(ii) tr T * = tr T; 
(iv) 对 任意 有 界线 性 算 子 B, trBT = trTB. 
证 明 不等式 (i) 的 证 明 包 含 在 (8) 的 收敛 性 证 明 过 程 中 . 由 迹 的 定义 (9), 不 
难 证 明 (ii) 和 (ii). 要 证 明 (iv), 我 们 以 (7) 开始 . 用 B 作用 在 (7) 两 边 : 
BTf = 》 s;(f, z;)Bw;. 
因此 ， 
(BTf, f) =) s;(f. z;)(Buw;, f). 
S f= fn RAN n RA. 改变 双 级 数 的 求 和 顺序 并 用 Parseval 关系 (如 同 导 出 
(11) 的 过 程 一 样 ), 得 
trBT = >》 s;(T)(Bwj, zj). (12) 
另 一 方面 ,用 Bf 代替 (7) 中 的 f, 成 立 
TBf = 3 s;(T\(Bf,z;)w; = Y ^ s;( TF, B'z;)w;. 


仿照 证 明 (12) 的 过 程 , 得 
tr TB — p» sj( T)(w;, B zj) = > s;( T)(Bw;, z4), 
这 正 是 c BT 的 公式 (12). 因此 , (iv) 得 证 . g 
30.3 EP 2 X 
迹 理论 中 最 深刻 、 最 重要 的 性 质 就 是 迹 公 式 , 它 是 由 Lidskii 在 1959 年 给 出 的 . 
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定理 5 迹 类 算 子 的 迹 等 于 该 算 子 的 所 有 特征 值 的 和 : 
i (13) 

FA (13) RATAR. 

WA # 工 为 正规 迹 类 算 子 , 由 第 28 章 推论 2, 我 们 可 以 选取 了 全 的 一 组 正 交 
特征 向 量 (f, 作为 H 的 标准 正 交 基 . 由 (9), 

trT= > (Tfn: fn) =} An, 

EN (13) 成 立 . 

4 了 不 是 正规 的 , 那么 满足 上 述 条 件 的 标准 正 交 基 {fn} 不 存在 ; 但 此 时 TA 
广义 特征 向 量 集 {wn}: 

Tw, =AnWn, 或 Twn = rAnWn Wnl. 
对 {wn}, 用 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 得 标准 正 交 基 (f... 由 于 fn 是 wl, w, 
wn 的 线性 组 合 , 从 而 
Tfn =ànfn + ff Sn- 的 线性 组 合 . 
由 于 {fn} 是 标准 正 交 的 , 故 
(27: = Àn. 

假若 Cf.) 构成 了 整个 Hilbert 空间 H 的 一 组 标准 正 交 基 , 那么 上 式 对 n 求 和 同样 
可 以 建立 迹 公式 . 当 工 的 所 有 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 生 成 整个 空间 H 时 , 这 种 
情形 发 生 ; 否则 , 我 们 用 T 的 所 有 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 组 成 集合 的 正 交 补 子 空 
间 上 的 标准 正 交 基 {hm} KEM {f,,}, 从 而 得 到 整个 Hilbert 空间 石上 的 标准 正 交 
Xt. 此 时 , T 的 迹 等 于 


P= > (HI Th = > Ant Y ia fias). (14) 

我 们 现在 的 任务 就 是 要 证 明 右 边 的 第 二 个 和 式 为 0. 为 此 , 我 们 需要 几 个 引 理 . 
引 理 6 ATA Hilbert 空间 H 上 的 紧 算 子 , 开 为 人 下 的 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 
的 正 交 补 子 空间 ， 则 

(i) K 是 T* 的 不 变 子 空间 ; 

(ii) T* Æ K 上 的 谱 由 单 点 入 = 二 0 组 成 . 

证 了 明 设 久 为 KK 中 的 向 量 ,e 为 了 的 特征 向 量 或 广义 特征 向 量 : 

Te = Ae+f, 
其 中 f 为 广义 特征 向 量 . 由 天 的 定义 , u Ale, f EX, 所 以 T*u 与 e EX, 这 是 
因为 
(e, T'u) = (Te,u) = (Ae + f,u) =0. 

因此 , T*w RF K. 故 (i) 得 证 . 

(ii) 由 Schauder 定理 , RAF T 的 伴随 T* 也 是 紧 算 子 . 若 和 为 T* 在 K 
上 的 非 零 特征 值 , 则 和 为 T* YE 太 上 的 特征 值 且 重 数 有 限 . KE 21 章 定理 6, 存 
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在 某 个 正 整数 ; 使 得 (T* 一 和 ): 和 (T* 一 入)i+! 有 相同 的 零 空 间 并 且 此 零 空间 真 包 
ST (T-X 的 零 空间 . 设 u A K 中 的 向 量 , Au 属于 (T* 一 入 的 零 空 间 
但 不 属于 (T* — Ay 的 零 空间 , 则 方程 
(T*—A)v—-u 

无 解 ; 因为 , 这 样 的 解 v 属于 (T7 一 和 i+! 的 零 空间 , 但 v 不 属于 (T* 22)! NEE 
间 , 此 与 i 的 选取 矛盾 . 因此 , u 不 属于 T* - 入 的 值 域 . 由 第 21 章 中 的 定理 8 即 
Fredholm 变换 , 存在 T 的 特征 向 量 w, (T — 和 )w = 0, 使 得 w Au 不 正 交 . 但 是 
这 是 不 可 能 的 , 因为 u 属于 Ku 应 与 下 的 所 有 特征 向 量 正 交 , 从 而 u 和 w 正 交 . 
因此 T* dE K 上 不 存在 非 零 特 征 值 . ü 


E 了 是 迹 类 算 子 , W T* 也 是 . 由 迹 类 算 子 的 刻画 (6), T 在 其 不 变 子 空间 
K 上 的 限制 也 是 迹 类 算 子 . 

我 们 现在 返回 到 公式 (14). 该 公式 右边 的 第 二 个 和 式 可 以 改写 为 

3 (ha; Ths) = 9 (Ph hys). 

HF {hn} 为 K 中 的 标准 正 交 基 , 所 以 该 级 数 和 正 是 T^ 在 K ERASER. 
由 下 述 的 Lidskii 引 理 , 此 和 为 零 , 进而 迹 公 式 成 立 . 
Lidskii 引 理 设 全 为 迹 类 算 子 , 若 除 0 外 , T 了 没有 其 他 特征 值 , 则 tr T — 0. 

本 节 其 余 的 内 容 将 致力 于 上 述 命题 的 证 明 . 我 们 先 用 奇异 值 给 出 紧 算 子 的 特 
征 值 的 一 个 估计 . 
引 理 7 设 人 为 紧 算 子 , 令 和 An, n= 1,2,.… 为 工 的 所 有 非 零 特征 值 (包括 重 数 ) 
且 按 照 绝 对 值 的 降序 排列 ; 设 S;(T), j — 1,2,… 为 下 的 所 有 奇异 值 ， 同 样 按 降 序 
HEF), 则 对 任意 自然 数 NN， 


N N 
II»! < is. (15) 
i 1 


证 明 用 En RAW T HUBU N 个 特征 向 量 生成 的 闭 子 空间 , Py 表示 H 到 Ew 

上 的 正 交 投影 . 用 Tw 表示 T 在 不 变 子 空间 EN 上 的 限制 . AFA An 表示 Tw 的 
绝对 值 , 则 

Tw = UN Ac. (16) 
由 于 A; 非 零 , 所 以 Tw AWWA. Aut, Uy 是 可 逆 算 子 , 进而 为 西 算 子 . (16) 
两 边 取 行列 式 , 得 

Idet TN| = det Aw. 
由 于 和 矩阵 的 行列 式 为 其 特征 值 的 乘积 , 因此 上 述 等 式 变 为 


N N 
III». (17) 
1 1 
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由 于 TPw 在 En 上 的 作用 为 矩阵 Tw, 而 在 En 的 正 交 补 Ex 上 的 作用 为 
0, 所 以 TPw 的 绝对 值 在 En 上 为 An, 在 Ex 上 为 0. W A;(An) = 5;(TPy), 
j=1,2,---,N. 由 不 等 式 (5/)， 
sj(TPw) < ||Pw|| s;(T) = s;(T). (17^) 
X. (Ax) = sj(TPN), 所 以 将 (177) 代入 (17) 的 右边 , 可 得 (15). 口 
借助 于 下 列 命题 , 我 们 可 以 给 出 | 和 ;| 和 s; 之 间 的 关系 . 


引 理 8 Ha zaz Ahb>b>.-- 为 两 个 单调 递减 的 实数 列 ， 并 且 满 足 : 对 
任意 的 自然 数 NN， 


N N 
S a; <J by. (18) 
1 1 
zx OF XR ES; E lim-o F(t) 20, 则 对 任意 自然 数 N 有 
N N 
》 F(aj) < V F(b;). (18) 
1 1 
证 明 ”满足 引 理 条 件 的 所 有 函数 FF 形成 一 个 凸 锥 . 由 14.2 05, 此 凸 锥 的 每 个 
端 射线 为 形 如 
0, M rz, 
ra) - | r-z, 42z<2 
的 折线 , 其 中 z 为 任意 实数 . 对 于 每 个 端 射线 F, (18) 可 以 约 化 为 
P Q 
X (a; — 2) < V (b; - z), (19) 
1 1 
这 里 


4j<PW, a; 2 z; 当 j >P Ñ, a; < z; 
当 j 了 < Q 时 , bj >z; 3j»2QHL b,<z. 
要 证 明 (19), 我 们 观察 到 (19) 的 右边 又 可 以 刻画 为 


M 
max db; 一 2). 
“4 M = P 时 , (18) 蕴含 了 Y (b —2) KT (19) 的 左边 . 故 (19) 成 立 . 

由 14.2 43, 满足 引 理 8 条 件 的 每 个 函数 F 为 端 射线 上 的 点 的 凸 组 合 . 因为 不 
等 式 (18) 的 两 边 为 F 的 线性 函数 以 及 (18^) 对 每 个 端 射线 成 立 , 所 以 对 所 有 的 函 
数 F, (18^) 也 都 成 立 . 口 

不 等 式 (15) 两 边 取 对 数 , 令 


Qj — In |A;(T)|, b; = In s;( T), 
则 (18) 成 立 . #2 F(x) = er, 则 (18^) HA 
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N N 
Y ACD] < IN. (20) 
1 1 
若 取 F(x) = In(1+re*), r>0, M) (18^) 蕴含 
N N 
IIa +rjA;|) < |a 4 r$;). (21) 


1 1 
要 估计 T 的 迹 , 我 们 用 有 限 维 投影 逼近 T. > {ha} % Hilbert 空间 H 的 一 
组 标准 正 交 基 , 用 Pu 表示 H 到 hi ho, hy 生成 子 空间 上 的 投影 ,用 Ty 表示 
TE Py 的 值 域 上 的 投影 : 
Tw = Pw TPN. (22) 
引 理 9 设 工 是 一 个 无 非 零 特征 值 的 迹 类 算 子 ， TN 由 (22) 定义 , N 
(i) Tw —Xi&xp T, Pp 
Jim. || Tw — Til = 0; 
(ii) lim tr Tw = tr T; 
(i) BRM ow 表示 Tw 的 谱 半 径 , 则 limy ooo on = 0. 
WEBB HERRAT T, (i) 都 成 立 的 ; (ii) 是 迹 的 定义 . 
(ii) 由 题 设 , 对 于 每 个 入 关 0, T — A 可 道 . 对 任意 6, 令 m(6) = m RA 
m = max ICT — 2)? JI. 
由 (i), 我 们 可 以 选取 M (5) 充分 大 , 使 得 当 N > M(6) 时 ， 
1 
||Tn - TÌ] < u 
对 于 这 样 的 N 和 Al > 6, (Tn 一 TT- A)! 的 范 数 小 于 1. 因此 当 |A| > 6 时 ， 
Ty —rA\= Ty - T+T-XA= (Ts - T)(T—2)! + (T — 3) 
可 道 , 进而 on < ô. C 


用 X05, j = 1,2,…, N, 表示 Tw 的 特征 值 , Dy 表示 多 项 式 
N 
Dx(Aa) = [Ja - a”). (23) 
1 


引 理 10 ”在 复数 域内 的 每 个 有 界 集 内 ,极限 


lim Dy(A)=e7**, a=trT 
N —oo 


一 致 成 立 . 
证 明 ”对 (23) 取 对 数 和 导数 : 
Dy AM) / 


由 于 每 个 [AU < on, 将 右边 的 每 项 在 |A| < 1/ow 内 展 成 几何 级 数 的 形式 : 
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Du = k-1\(N)k _ > (N) \k—1 
psc xu u— S A (24) 


j k=l 


这 里 
j=l 
粗 咯 估 计 每 个 SWW). 由 于 JAM] < on, BEA SLY] < Ch DAS. 对 算 子 Tw 应 
用 (20) 并 由 定理 2, 得 
ISC?| < of TNlltr < oN Ttr, k>1. (25) 
而 当天 = 1 时 , 有 
SN) = trTw. (25^) 
此 时 , 将 (24) 改写 为 
D' = n 
Dy +trT=trT- Si” — zw l 
两 边 取 绝对 值 , 并 利用 (25) 及 (25^). 在 | 和 | < 1/on PRKHRERZCRA, 得 
D' IAlow 
Dw tu < |tr T — trTw| + 1- lon | Mtr 
4 N — oo, 则 引 理 9 的 (ii) 和 (ii) AS T EROR 
kim lp +trT 
在 关于 A 的 紧 集 内 一 致 成 立 . 将 上 式 对 入 积分 并 注意 到 Dy (0) = 1, 我 们 得 到 引 理 
10. D 
用 Dn 的 定义 (23) 如 下 估计 |DN(A)]|: 


一 0 


IDx(A)| < IIa + A AS). 

MAL Ty 应 用 不 等 式 (21), 其 中 的 参数 r 取 |A|. 此 时 , 上 式 的 右边 小 于 
[Ia + |Als;(Tw)). 

根据 (17), sj( TN) € s;(T). TA 得 到 不 等 式 

IDw(A)| < Ta + Als;(T)). 
4 N — oo, 再 由 引 理 10, 得 

e-a] < [Ta + 5507) 

对 右边 第 M 个 乘积 因子 后 面 的 所 有 因子 应 用 不 等 式 I+r<er, 得 到 


304 47 列 AX 281 


le?^| < Ic + |A|s;) exp (ind 2; s) = Py(]Ape len, (26) 


M-+1 
这 里 Py AM — Kit => apa 8): 
取 A 使 得 -Aa 为 正 值 , 并 令 |A| 趋 于 无 穷 . 在 此 过 程 中 , 由 于 多 项 式 的 增长 要 
比 指数 函数 的 增长 慢 得 多 , 所 以 (26) AAT jal < em. 又 因为 当 M 趋 于 无 穷 时 ， 
eu 赵 于 0, 所 以 a = 0. 由 引 理 10, tr 7 — o. W tr T — 0. 我 们 完成 了 Lidskii 引 理 . 
口 


本 节 中 迹 公式 的 证 明 归 功 于 Gohberg 和 Krein. 引 理 7 和 引 理 8 是 由 Hermann 
Weyl 导出 的 . Lidskii 的 原始 证 明 依 赖 于 指数 型 整 函 数 的 Hadamard 分 解 理论 . 

利用 自 伴 迹 类 算 子 生成 的 复线 性 空间 ，Lidskii 定义 了 一 般 的 迹 类 算 子 ; 而 在 
Dunford-Schwartz 的 迹 类 算 子 的 定义 中 ,这 类 算 子 被 定义 为 两 个 Hilbert-Schmidt 
算 子 的 乘积 , 见 30.8 节 . 迹 公 式 虽 然 也 出 现在 Dunford-Schwartz 文献 中 , 但 它 的 证 
明 并 没有 参考 Lidskii 的 证 明 . 在 质疑 声 中 ,Jack Schwartz 仍 认 为 他 独立 地 发 现 和 
证 明了 迹 公 式 . 
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本 节 将 简 述 I+ T 的 行列 式 的 定义 和 基本 性 质 , 其 中 T 为 迹 类 算 子 . 此 理论 
的 一 套 完整 讨论 由 Gohberg,Goldberg 和 Kasshoek 得 出 . 

对 于 有 限 值 域 的 退化 算 子 G, 行列 式 的 定义 来 源 于 线性 代数 . 设 G 为 作用 在 
Hilbert 空间 五 上 的 有 有 限 值 域 的 算 子 , 令 KA H 的 有 限 维 子 空间 且 包 含 7 了 G 
值 域 . 在 K 的 任意 一 组 标准 正 交 基 下 , T+ GEK 上 有 和 矩阵 表示 . 该 矩阵 的 行列 
式 与 正 交 基 和 子 空间 K 的 选取 都 无 关 . 因此 , 此 矩阵 的 行列 式 可 以 被 定义 为 算 子 
I+ G 的 行列 式 . 行列 式 有 如 下 性 质 ， 

det(I-- G)(I+ F) = i id G)det(I 4- F), (27a) 


det(I+ G) = -JJe + A4), (27b) 


这 里 A 为 G 在 K 上 的 特征 值 (包含 重 数 ) 对 于 不 同 的 子 空间 K, 会 有 不 同 数目 
的 零 特 征 值 , 但 这 显然 不 会 影响 (27b) 右边 的 值 . 

每 个 迹 类 算 子 都 可 以 用 退化 算 子 在 迹 范 数 下 允 近 . 例如 , 取 极 分 解 T = UA. 
用 Ay = APw WE A, 这 里 Pw AH BAHN 个 特征 向 量 生 成 子 空间 上 的 
投影 . 由 迹 范 数 的 定义 , 当 N BH oo 时 , || T- VA], TF 0. FREE, 
我 们 有 如 下 结果 . 
引 理 设 全 为 迹 类 算 子 , {TN} 为 一 列 退 化 算 子 且 在 迹 范 数 下 收敛 于 T, 则 {det(I+ 
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TN)} 收敛 且 此 极限 与 退化 算 子 列 (Tw) 的 选择 无 关 . 此 极限 被 定义 为 了 十 工 MAT 
列 式 , 仍 用 det(I-- T) AR. 

上 述 定义 的 行列 式 仍 具有 (27) 所 列 的 两 个 性 质 , 这 也 是 行列 式 理论 中 的 基本 
结果 . 有 关 证 明 可 参考 GGK. 

在 第 24 章 , 我 们 研究 了 Fredholm 理论 ; 此 理论 建立 在 T+ 五 的 行列 式 概念 的 
基础 上 , 其 中 K 为 有 连续 核 的 一 维 积分 算 子 . 在 30.6 节 , 我 们 将 证 明 , 并 非 所 有 这 
样 的 算 子 K 都 是 迹 类 算 子 . 因此 , 行列 式 的 定义 可 被 推广 . 


30.5 ” 迹 类 算 子 的 例子 和 反例 
本 节 将 研究 Hilbert 空间 H = L?[0,1] 上 的 一 维 积分 算 子 K: 


(Ku)(s) — a K(s,t)u(t)dt. (28) 


我 们 主要 处 理 有 连续 核 的 积分 算 子 . 回想 一 下 , 在 第 24 章 我 们 已 经 证 明了 这 样 的 
积分 算 子 为 C[0,1] 到 自身 内 的 紧 算 子 . 


习题 5 证 明 核 连续 的 积分 算 子 KH L2[0,1] 到 自身 内 的 紧 算 子 . 


积分 算 子 K 的 伴随 K 也 是 积分 算 子 , CBE H'(st), B H(st) MRS 
转 置 : 
H"(8s,0) = K(t,s). 
TA, KAWRAT, 当 且 仅 当 K 的 核 斜 对 称 即 H* = H. 
由 对 称 算 子 的 谱 理论 , H 中 存在 对 称 算 子 K 的 特征 函数 组 成 的 完备 标准 正 交 
集 , 并 且 相 应 的 特征 值 k; 都 是 实 的 且 以 0 为 聚 点 : 
Ke; = kjej. (29) 
由 于 K 将 每 个 L? 函数 映 为 连续 函数 , 所 以 每 个 非 零 特征 值 k 的 特征 函数 e; 都 
是 连续 函数 . 因此 , 当 核 为 实 函 数 时 , 积分 算 子 K 的 特征 函数 可 以 选择 为 实 函 数 . 
下 述 结 果 是 一 个 著名 的 定理 , 最 早 是 由 Mercer 于 1909 年 在 对 策 论 中 证 明 的 . 
定理 11(Mercer) i K(s,t) 为 二 元 实 值 对 称 连 续 函 数 , 若 (28) 定义 的 积分 算 子 
KK 为 通常 意义 下 正 算 子 : 
(Ku,u)20, we A, 
则 核 K(s,t) TRR- Sol Ak GS E HX: 
K (s,t) = 5 ^ k;e;(s)ej(t), (30) 
其 中 上 上; 为 K 的 特征 值 , e; 为 相应 的 归 一 化 特征 函数 . 
证 明 ”我 们 先 注意 一 个 基本 事实 : 正 积 分 算 子 的 核 在 对 角 上 是 非 负 的 ; BAR, 
WEERA r 使 得 K(r,r) < 0. 由 K(s,t) 的 连续 性 , 4 s, t 充分 接近 r IN, K(s,t) 
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为 负 值 . 因此 , 对 支撑 充分 接近 (r,r) 的 非 负 函数 内 积 
(Ku,u) 一 [ke t)u(t)u(s)d sdt 


必定 为 负 值 ; 此 与 K 为 正 算 子 矛盾 . 
4 Kn 为 (30) 右边 级 数 的 部 分 和 : 


N 
Kn(s,t) = $ kjej(s)e;(t). 
1 


用 Ky 表示 以 Kw(s,t) 为 核 的 积分 算 子 . BR, K- Kw AEAT, 因为 它 的 特征 
函数 为 ej, 特征 值 为 k; (G > N) 或 0. 因此 , K- Kw 的 核 K — Ky 在 对 角 上 是 非 
负 的 : 


N 
0 < K(s,s) 一 3 kei). (31) 
1 


因此 , ZU 

X kje?(s) (30’) 
的 部 分 和 一 致 有 界 . 又 注意 到 , 对 于 每 个 s, (307) 为 正 项 级 数 , 从 而 收敛 . 由 Dini € 
理 , 函数 项 级 数 (30) 关于 s e [0,1] 一 致 收敛 . 用 (31), 借助 于 Schwarz PER, 可 
以 证 明 (30) 右边 级 数 关 于 s t 一 致 收敛 . 

X (30) 右边 的 级 数 一 致 收敛 于 Ko 我 们 断言 Ko K. 要 证 明 此 断言 , 我 
们 令 Ko 表示 以 Ko 为 核 的 积分 算 子 . 由 Ko 的 定义 , e; 为 Kw 的 特征 函数 , AH 
应 的 特征 值 为 . 因此 , K 和 Ko 在 每 个 e; E, 进而 在 所 有 e; 的 线性 组 合 上 , 有 
相同 的 作用 . 又 算 子 OK 和 Ko 将 正 交 于 所 有 e; 的 函数 映 为 0, 因此 对 所 有 函数 u, 
K(u) = Kxlu). X K M Ko AHAH, 即 Kw = K. u 
习题 6 证 明 : 以 不 恒 为 零 的 连续 函数 为 核 的 积分 算 子 为 非 零 算 子 . 

在 (30) 中 , $ s — t, 再 沿 s 积分 , 得 

J K(s,s)ds = 》 ky. (32) 
因为 正 对 称 算 子 的 特征 值 为 它 的 奇异 值 , 故我 们 有 如 下 推论 . 
推论 11A 满足 Mercer 定理 假设 的 积分 算 子 是 迹 类 算 子 . 
推论 11B WRX Mercer 定理 假设 的 积分 算 子 的 迹 等 于 核 洪 对 角 的 积分 . 

公式 (32) 在 更 一 般 的 条 件 下 也 成 立 . 
定理 12 设 KK 是 一 个 有 连续 核 K 的 积分 算 子 , SK 为 迹 类 算 子 , WK 的 迹 等 
FR K 沿 对 角 的 积分 . 

WEBB ”我 们 首先 考虑 K 为 光滑 函数 的 情形 . 此 时 , K 可 以 展 成 一 致 收敛 级 数 
的 形式 , WER Lagrange LMA f, 的 级 数 形式 : 
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K(s,t) = >》 kn f;(s)fm (t), 

其 中 系数 kim 可 由 通常 的 正 交 展开 式 中 的 公式 ; 
km = | f K(s.t)fs(s)fm(t)dsat 
给 出 . 对 于 标准 正 交 基 {Jn}, 我 们 用 迹 的 定义 (9): 
(Kfn, fn) - I (/ K (s, 0f (Od) In(s)ds = kn,n- 
对 n KA 
tr K — knn- 

另 一 方面 , YE K(s,t) 的 级 数 展开 式 中 , + s = t, 有 

K (5,5) =) kie fs(s)fm(s). 
对 变量 s 进行 积分 , 并 用 f; 的 标准 正 交 性 得 

[Ke s)ds = > in) 

这 同 迹 tr K 的 表达 式 是 一 致 的 . 因此 , 在 K 为 光滑 函数 的 情形 下 , 定理 结论 正确 . 


要 处 理 kK 仅 为 连续 的 情形 , 我 们 需要 用 有 光滑 核 的 积分 算 子 进行 通 近 . AU, 
我 们 需要 如 下 结果 . 
定理 13 有 光滑 核 K 的 积分 算 子 及 是 迹 类 算 子 . 

WEBB 若 下 有 光滑 核 , 则 K* 和 KK 也 都 有 光滑 核 . 我 们 先 估计 L=K K H 
第 n 个 特征 值 Au. 应 用 第 28 章 中 的 Courant RE: 


Lu,u 
An = min NC ) 
Sn-ıulSn-ı (u,u) 


因此 , 对 任意 n — 1 维 子 空间 S.-ı, 


An < 


(Lu, u) 
ulSe 2 (u,u) 
4 Sn- 为 次 数 小 于 n 一 1 的 所 有 多 项 式 组 成 的 子 空间 , 对 任意 向 量 uL, 1, 有 
(Lu,u) 一 OO 一 fie. t) 一 Pn(s,t)ju(s)u(t)dsdt, (34) 
这 里 P, 为 形 如 


(33) 


n—2 
P, (s,t) = > a;(s)t? + b;(t)s? 
0 


的 任 一 函数 . DB VE PL AR, 每 个 光滑 函数 L(s,t) 可 由 形 如 P, 的 函数 在 L? 
范 数 下 逼近 : 


ffi — P,,|?dsdt < Mn, 
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这 里 M 为 常数 , 指数 与 L 所 拥有 的 连续 导数 的 阶 数 成 比例 . 因此 , 对 于 每 个 与 
Sni EZKE L 范 数 为 1 的 向 量 u, 利用 Schwarz PEA, 有 


J fa 一 P. Ju(s)u(oasat] < [fe — Pu)?asdt f | u2(s)u*(t)asat < M n^? 


其 中 M 为 常数 ， 因 此 , 由 (33) 和 (34), An < Min-"?. X L= KK, 所 以 
An — s2(K), 进而 有 估计 

sn(K) < Mîn’, 
显然 , 当 b > 4 时 , BR SO s (K) WH. Akt, K AWRAT. 口 


我 们 再 返回 到 定理 12 的 证 明 上 来 . 要 用 光滑 核 有 逼近 K(s,t), 我们 需要 借助 光 
滑 化 算 子 . > p(s) 为 有 紧 支 集 的 非 负 Ce- 函数 且 f pds = 1. 定义 pn(s) = np(ns) 
和 光滑 化 算 子 Mp: 


(Mnu)(s) = fonts —r)u(r)dr. 
4 K, = M,KM,, lll K, 是 一 个 以 卷 积 Kn(s,t) 为 核 的 积分 算 子 , 其 中 K,(s,t) 
定义 为 
K,(s,t) = [fee — r)K (r, z)p.(z — t)dr dz. 


此 时 , Kn(s,t) 为 C” 函数 , 25 n — oo 时, Kals, t) "NET K(s,t). 由 定理 2, 迹 
类 算 子 构成 了 有 界 算 子 环 的 双边 理想 . 又 由 于 K 为 迹 类 算 子 , 所 以 Kn = M„KM, 
为 迹 类 算 子 . 在 定理 12 证 明 中 的 前 半 部 分 , 我 们 已 经 证 明了 


ing = [ Kole, s)ds. 


4ni&t ce 时 , 右边 趋 于 f K(s,s)ds. 因此 , 要 完成 定理 12 的 证 明 , 我 们 仅仅 再 
需要 证 明 左 边 趋 于 trK 即 可 . 我 们 将 该 证 明 作 为 习题 7 留 给 读者 . 


习题 7 证 明 limtr Kn = trK. (RR: AEA KK 为 退化 的 情形 , 再 用 退化 算 子 列 
依 迹 范 数 还 近 K.) u 


在 第 22 XE, 我 们 遇 到 了 用 定 积分 定义 的 算 子 
(Vuy(s) = l  u(t)dt. 


在 那儿 , 我 们 证 明了 VA C[0,1] 到 自身 内 的 紧 算 子 . 同样 , 它 也 是 220,1 到 自身 
内 的 紧 算 子 . 


习题 8 WH: V% L^[0,1] 内 的 单位 球 映 为 C[0,1] 内 的 紧 子 集 . 
注意 VE—TPRAE FT, BUE K(s,t) 
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L Stes, 
Ken | 0 4t>s 
不 连续 . 
在 第 22 章 , 我 们 证 明了 V, 作为 C[0, 1] 到 自身 内 的 算 子 , 没有 特征 函数 . 由 于 
V 将 L?[0,1] 内 的 每 个 函数 映 为 CI0, 1] 内 的 函数 , 故 V, 作为 L?I0, 1] 到 自身 内 的 
算 子 , 也 无 特征 函数 . 通过 计算 V 在 三 角 基 : fn = cos(2nnt), gn = sin(2nnt), 下 的 
迹 , 证 明 V 不 是 迹 类 算 子 . 由 计算 , 当 n A0 时 ， 


而 (Vfo)(s) = s. 再 计算 
(Vio fo) = 3 (Winn) =0, (Vonn) =0, n#0 


因此 V 在 该 三 角 基 下 的 迹 为 1/2; 又 由 于 VE LD, 1) b, 不 存在 特征 函数 , 从 而 
V 不 是 迹 类 算 子 , 否则 与 Lidskii 引 理 矛盾 . 


习题 9 计算 六 的 奇异 值 并 证 明 Ds (N Ak. GR: VV 的 逆 是 微分 算 子 )， 


我 们 提醒 读者 注意 , 第 22 章 定理 5 证 明了 : A Holder HEA Holder 指标 
大 于 1/2 的 积分 算 子 满足 迹 公 式 的 积分 形式 . 

我 们 将 通过 问 与 答 的 形式 来 结束 本 节 : 给 定 积分 算 子 K, 我 们 如 何 判断 它 是 否 
有 非 零 特征 值 ? 如 果 知 道 该 算 子 为 迹 类 算 子 , 那么 计算 该 积分 算 子 的 核 沿 对 角 的 积 
分 值 , 即 可 得 到 该 算 子 的 迹 . 若 迹 trK 非 0, WMAARAA: K 有 非 零 特征 值 ; # 
trK = 0, 我 们 将 得 不 到 任何 结论 . 此 时 , 考虑 算 子 KE. AT K? 仍 为 积分 算 子 和 迹 
类 算 子 ; 它 的 核 可 以 通过 K 的 核 计 算得 到 , 迹 也 可 由 核 的 积分 给 出 . 若 trK? + 0, 
则 K 有 非 零 的 特征 值 ; 否则 , 我 们 再 考虑 FO, SS. 如 果 此 过 程 永远 不 结束 , 怎么 
办 ? 
定理 14 设 下 是 一 个 有 连续 核 的 积分 算 子 , OK 为 迹 类 算 子 ， 若 对 所 有 正 整 数 
n, 有 trK" — 0, 则 KK 无 非 零 特征 值 . 

证 明 用 {k;} 表示 K 的 所 有 特征 值 , UK” 的 所 有 特征 值 为 {k?}, 由 迹 公 式 


tK" = ) ke. (35) 
j 
由 不 等 式 (20), 5^ |k;| < || Kl ler. 构建 解析 函数 
F(z) =) (e? — 1). (36) 
j 


ER: 4 lw| < 1 时 , Je" — 1| < elw|; 因此 , BR (36) 对 所 有 的 z 都 收敛 . 对 (36) 
逐 项 求 导 , 计算 F(z) 在 z=0 AW Taylor 系数 : 


30.6 Poisson 和 公式 287 


F(0)=0, F(?(0) = S k}. 
j 


由 假设 trK” = 0 以 及 (35), F 的 Taylor 系数 全 为 零 ; 进而 , 函数 F(z) 本 身 恒 为 
F. RIME: 所 有 k 为 0 否则, 不妨 令 ki, kz2,…,k; 为 绝对 值 最 大 的 特征 值 . 
取 > 使 得 kz 为 正 实数 并 令 |; 一 oo. 显然 , (36) 的 第 一 项 决定 了 其 余 各 项 , 因此 
F(z)  mel^il|z|, 这 里 m 为 ki HEX, 这 与 F(z) = 0 FA. 口 
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本 节 我 们 将 研究 卷 积 形式 的 积分 算 子 . 令 f ABA S! 上 的 连续 函数 , Tj = T 
为 由 f 作 卷 积 而 定义 的 算 子 : 


(Tu)(s) = 人 f(s — tjult)dt/2n. (37) 
正如 第 27 章 所 述 , T 的 特征 函数 为 指数 函数 en (t) = et: 
Ten = [re — t)e*!dt/2n = ] (à r/2n e* = ane”®. (38) 


因此 , T 的 特征 值 即 为 f 的 Fourier 系数 an. 

由 于 积分 算 子 T 的 核 在 对 角 上 的 每 个 点 取 值 均 为 f(0), 所 以 若 T 为 迹 类 算 子 ， 
WEAK trT = f(0) = Van. 这 等 价 于 说 , f 的 Fourier 级 数 在 s = 0 收敛 于 
f(0), 该 结论 对 于 充分 光滑 的 函数 f 来 说 是 正确 , 但 对 于 仅仅 连续 的 函数 来 说 , Bi 
果 就 不 正确 了 , 见 11.2 15. 由 此 证 明了 : 核 连续 的 积分 算 子 并 非 都 是 迹 类 算 子 . 

考虑 整个 实 直线 上 的 当 |s| 趋向 无 穷 时 的 光滑 急 减 函数 als). 定义 工 ?(51) 到 
自身 内 的 算 子 T: 

(Tu)(s) = n — t)u(t)d t/2n. (39) 
将 R 表示 成 长 度 为 2r 的 区 间 [2rm, 2x(m + 1)] 的 并 , 我 们 可 以 用 (37) 来 解释 算 子 
T: 
(Tu)(s) = J >》 g(s — t + 2rm)u(t)dt/2xn. (35) 
si 
T 的 特征 值 也 可 由 (38) 给 出 ; IERT, 
an = for g(r + 2nm)e"""dt/2n = / g(r)e ""dr/2x = g(n)/2m, 
R 
其 中 g AW g 的 Fourier BR. 积分 算 子 T RERNA IRI ET pa EU. Y g(2xm). 
因此 , EA XA et 
>》 ,9(2rm) 一 2n 》 ,9(n). 


这 正 是 经 典 的 Poisson MAR. 
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将 上 述 讨 论 可 进行 推广 , 如 考虑 用 其 他 的 (不 一 定 交 换 的 ) 群 来 代替 实数 加 群 ; 
优美 的 Selberg 迹 公 式 就 是 Poisson 和 公式 的 一 个 具有 深远 意义 的 推广 . 


30.7 ”如 何 将 算 子 的 指标 表示 成 迹 的 差 


回忆 一 下 , 第 27 章 中 的 Banach 空间 U 到 Banach 空间 V 内 的 有 界 算 子 FH 
指标 . 用 N ER FMS, R 表示 F 的 值 域 . 假设 N 的 维 数 和 R 的 余 维 数 都 
是 有 限 的 , 则 它们 的 差 被 定义 为 五 的 指标 : 
ind F = dim N — codim R. (40) 
由 第 27 章 定理 1, TT F:U 5 V 有 有 限 指标 , CAR DUM FEM G: V >U, 
使 得 
GF-I-T, FG-I-S, (41) 
这 里 T:D59—URS:V—V 为 紧 算 子 . 本 节 将 研究 fI V A Hilbert 空间 , T 
和 S 为 迹 类 算 子 的 情形 . 
定理 15 KRU fe V 为 两 个 Hilbert 空间 ,下 :了 一 了 和 G:Y 一 LU 为 两 个 在 (41) 
意义 下 互 为 伪 逆 的 有 界线 性 算 子 . 若 (41) 中 的 算 子 T:U 一 U 和 5S:V 一 V AK 
X LE, n] 
ind F — tr T — tr S. (42) 
WEBB H FER (41) 中 的 第 一 个 关系 式 , 再 用 FER (41) 中 的 第 二 个 关系 
式 , 然后 将 所 得 两 式 比 较 , 可 得 
FT = SF. (43) 
EUR HM U AV 
U=N®Z, V=R®W. 
S PAUK 上 的 正 交 投影 . 由 于 2 的 正 交 补 为 五 的 零 空 间 N, X FP = F. 4# 
此 式 代 入 (43), 得 
FPT = SF. (44) 
注意 PT 将 Z 映 入 自身 内 , S$ 将 尺 映 入 自身 内 , 并 目下 为 2Z 一 LAR. 
我 们 断言 
trPT/Z =trS/R, (45) 
这 里 trPT/Z 意 指 PT 限制 到 不 变 子 空间 Z 上 的 迹 , 等 等 . 
WA FEN RR 到 2Z 上 的 西 算 子 M. 用 MER (44) 的 两 边 得 
MFPT — MSF — MSM ! MF. 
HA (MF) ARER 
(MF)(PT)(MF)-! = (MSM ). 
注意 括号 内 的 所 有 算 子 都 是 2 Z 的 映射 . 因此 迹 的 可 换 性 蕴含 
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trPT/Z =trMSM '/Z = trS/R. 口 
现在 , 我 们 用 PT 在 Z 上 的 迹 来 计算 TEU 上 的 迹 . 取 {nj} 和 (2;) 分 别 
为 N 和 2 上 的 标准 正 交 基 , 从 而 它们 可 构成 U 的 标准 正 交 基 . 因此 
tr T 一 X (Trnj nj) + > (Tz; zj). 
又 由 于 Pz; —2;, 重 写 第 二 个 和 式 为 
Y (Tz;, Pzj) = ) (PTzj, z;) = trPT/Z. 
另 一 方面 , FEN 上 取 值 为 零 , 从 而 由 (41) 的 第 一 个 关系 , TEN 上 为 恒 等 算 子 
工 因此 
)_(Tn,,n;) = 3 (nj nj) = dim N. 
将 最 后 三 个 关系 式 整 理 , 得 
tr T = dimN +trPT/Z. (46) 
类 似 地 , 我 们 可 用 SE R 上 的 迹 来 计算 SEV 上 的 迹 . 用 W 的 标准 正 交 基 
{wj;} 和 R 的 标准 正 交 基 {7;} 来 构造 V. 的 标准 正 交 基 , 则 
tr $ — 》 (Swi,wi) + > (Sri7)， 
我 们 将 右边 第 二 个 和 式 作 恒 等 变形 
> (Srj, rj) = S/R. 
利用 (41) 中 的 第 二 个 关系 式 , 可 得 I- S 的 值 域 包含 在 RA, 进而 与 W 正 交 . 特 
别 地 , ((I— S)yw;,w;) = 0. 因此 
》 (Swj, wj) = y (wj, wj) — dim W — codim R. 
将 上 述 最 后 三 个 关系 式 整 理 , 得 
tr S = codim R + tr S/R. (46") 
(46) IRE (46); X trPT/Z = tr S/ R, 故 指标 的 迹 公式 (42) 成 立 . u 
E G A FRE, 但 (41) 中 的 S$S 和 了 工 虽 不 是 迹 类 算 子 却 存 在 某 个 正 整数 n, 
使 得 s" AT" 为 迹 类 算 子 时 (这 是 可 能 的 ), 我 们 有 如 下 推论 . 
推论 15’ 设 空间 U eV,X- FG 同 定理 15, HFS 和 T" X ik EX T, 
HP n ANE, N 
ind F = tr T" — tr S”. (47) 
证 明 用 G,, = II TIEREN G. MA, 


n-—1 n—1 
GnF = (S r) GF = (£ r) (I- T) 2 I- T^, (48) 
0 0 
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在 这 里 , 我 们 用 到 了 (41) 中 的 第 一 个 关系 式 . 用 (41) 中 的 两 个 关系 式 , 我 们 可 导出 
TG — GS. 反复 用 此 关系 , 我 们 又 可 以 得 到 


n—l n—1 n—1 
FG, = "(Y r) G=FG (Ss) = (I- S) (Ss) = I- S. (48’) 
0 0 0 
再 借助 于 定理 15 即 可 得 (47). = 


车 (4T) 对 某 个 正 整 数 n RL, 则 对 于 充分 大 的 所 有 正 整 数 也 成 立 : 该 结果 是 
下 面 习题 的 一 个 特例 . 


习题 10 FHF SH T E (41), 则 开 的 每 个 不 等 于 1 的 特征 值 都 是 S 的 特征 
值 , 并 且 具 有 相同 的 重 数 . 


定理 15 及 其 推论 在 算 子 指标 的 计算 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ; 见 Gilkey. 


30.8 Hilbert-Schmidt 类 


本 章 的 最 后 一 个 习题 总 结 了 Hilbert 空间 上 的 Hilbert-Schmidt(H-S) 算 子 类 的 
主要 性 质 . 


习题 11 Hilbert 空间 H 到 自身 内 的 有 界 算 子 KAART HS 类 , 如 果 对 日 中 
的 某 个 标准 正 交 基 (e; 使 得 
>_llKejll? < oo. (49) 

(a) 证 明 若 算 子 KK 在 某 一 组 标准 正 交 基 下 满足 (49), 则 它 在 任意 标准 正 交 基 下 
也 满足 (49) 并 且 (49) 中 的 级 数 和 与 标准 正 交 基 的 选择 无 关 . 该 和 的 平方 根 称 为 K 
的 HS 范 数 , 记 为 1| Kl] ns. 

(b) 证 明 ||KI| < || K]] gs. 

(c) 证 明 若 KA HS 算 子 , 则 伴随 K 也 是 HS 算 子 , 并 且 |E Ilys = ||Kllas: 

(d) 证 明 在 HS 范 数 下 , 所 有 HS 算 子 构成 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 . 

(e) 证 明 若 KA HS HT, B 为 任意 有 界 算 子 , 则 KB 和 BK 都 是 HS XT. 
FH HS WR ||KBlus 和 和 ||BKllns 都 不 大 于 ||B||||Kllas- 

(f) E K X; HS 算 子 , 当 且 仅 当 Y, si(K) < oc. 

(g) 证 明 每 个 五 S 算 子 都 是 紧 算 子 . 

(h) 证 明 每 个 迹 类 算 子 都 是 WS XT. 

(i) 证 明 任意 两 个 HS 算 子 久生 的 乘积 KH 是 一 个 迹 类 算 子 , 并且 ||KHIltr < 
IK] usi All xs. 

(j) 证 明 每 个 迹 类 算 子 都 可 以 分 解 成 两 个 HS 算 子 的 乘积 . 
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Banach 空间 上 的 算 子 的 行列 式 理论 最 时 分别 是 由 Lezanski 在 1953 Æ, Grothe- 
dieck 在 1956 年 和 Sikorski 在 1961 年 发 展 起 来 的 . Banach 空间 上 的 一 类 算 子 的 迹 
公式 最 早起 源 于 Kanig 的 工作 ; 而 研究 此 公式 的 系统 方法 则 是 由 Pietsch 在 他 的 专 
著 中 发 展 而 来 的 . 

另 一 种 研究 Banach 空间 上 的 算 子 的 迹 和 行列 式 的 系统 方法 则 出 现在 Gohberg, 
Goldberg 和 Krupnik 的 最 近 的 一 本 专著 中 . 
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本 章 我 们 研究 从 复 Hilbert 空间 H 到 自身 内 的 线性 算 子 M. 假设 M 是 有 界 
的 而 且 是 对 称 的 , BD M = M. 根据 伴随 的 定义 , 这 意味 着 Yz,y € H, 
(Mz, y) = (x, My). (1) 


习题 1 证 明 
(a) 可 逆 对 称 算 子 的 逆 是 对 称 算 子 ; 
(b) 交换 的 对 称 算 子 的 乘积 是 对 称 算 子 ; 
(c) 由 对 称 算 子 构 成 的 集合 在 算 子 的 弱 拓 扑 下 是 闭 集 . 


在 第 28 章 中 我 们 看 到 每 个 紧 对 称 算 子 都 有 一 组 特征 向 量 构 成 了 Hilbert 空间 
H 的 一 个 完备 的 标准 正 交 系 . 在 本 章 中 , 我 们 把 此 结果 推广 到 有 界 非 紧 对 称 算 子 的 
情形 . 为 了 说 明 如 何 这 样 做 , 我 们 重新 描述 紧 自 伴 算 子 的 谱 分 解 . 

设 {en} 是 紧 自 伴 算 子 A 的 一 组 特征 向 量 .Hilbert 空间 中 的 每 个 向 量 x 和 
Aa 都 可 以 展开 为 Fourier 级 数 的 形式 : 


z= oR aln, Aue > Annen. (2) 
W Em 是 H 到 特征 值 和 ,, 所 对 应 的 特征 子 空间 上 的 投影 , 则 (2) 可 以 重 写 为 
£ = > Enz, Ar-— > An Ent. (2’) 
我 们 引入 下 面 的 投影 值 测 度 Eis) (2) 中 的 和 式 重 写 为 积分 : 对 R 的 任意 Borel 
ASH 
E(S)- M En. 
AnES 
测度 E 的 支撑 集 是 4 的 谱 . 利用 上 面 定 义 的 测度 E, 我 们 把 (2 ) BSW 
£ = / dE(Mm, Ax = Ad E(A)m. (3) 


在 本 章 中 , 我 们 的 目标 是 对 任意 的 有 界 对 称 算 子 M, 给 出 形 如 (3) 的 谱 分 解 . 
当然 在 此 分 解 中 出 现 的 投影 值 测度 不 再 是 点 测度 . 下 面 的 结果 既 基本 又 简单 . 
定理 1 对 有 界 对 称 算 子 B, (Br, y) 是 一 个 有 界 斜 对 称 形式 : 对 mr 线性 , Sy 
线性 . 

相反 地 , 若 ba, y) 是 一 个 斜 对 称 形 式 

b(y, x) = b(z, y), (4) 
对 z 线性 且 有 界 : 存在 常数 c 使 得 对 任意 的 yeH, 
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lb(zx,y)| < cllzllllyll. (5) 
则 存在 有 界 对 称 算 子 B, 使 得 
Vr,y€H, b(z,y)- (v, By) (6) 
而 且 
| 如 | < c. (7) 


证 明 ”第 一 部 分 的 证 明 由 B 的 对 称 性 、Schwarz 不 等 式 和 B 的 有 界 性 可 以 得 
到 . 为 证 第 二 部 分 , 我 们 固定 y HR Mz,y) 为 z 的 有 界线 性 泛 函 , 界 为 cllyll. AR 
据 Riesz 表示 定理 , 存在 we H 使 得 

b(z, y) = (x, w), (8) 
这 里 w 由 y 唯一 确定 ; 在 (5) PO z = w 推出 ||wl| < cllyll. 由 于 (8) 的 左 端 和 
右 端 对 y 和 w 分 别 是 协 对 称 的 , Wow 是 y 的 一 个 线性 映射 : 
w — By. 
这 证 明了 (6) 和 (7). B 的 对 称 性 由 b 的 对 称 性 得 到 ; 
(x, By) = b(z, y) = b(y, x) = (y, Br) = (Bz, y). 

注意 , 对 所 有 的 z, (£, Br) = (Bz, x) 是 实数 . 口 


31.1 对称 算 子 的 谱 


定理 2 Hilbert 空间 H 上 的 有 界 对 称 算 子 M 的 谱 是 实 的 . 
证 明 “我们 必须 证 明 若 入 = a+ ip, 8 40, WA RF M 的 预 解 集 定义 函数 
B 为 
B(z,y) = (x, (M - A)y). 
则 B(z,y) 具有 第 6 章 定 理 6 假设 中 列举 的 三 条 性 质 . 
(i) B X} x 线性 , 对 y 斜 线性 . 
(ii) B 是 有 界 的 , 因为 根据 Schwarz 不 等 式 ， 
|B(x, y)| < llællli(M Ag < llzllllyll (MI + AI): 
(iii) B(y, y) 是 下 有 界 的 ， 
B(y.y) = (y. (M - A)y) = (y. My) - o(y. y) - i&(y. v). 
上 式 右 端 前 两 项 是 实 的 , 第 三 项 是 虚数 . 故 
I(B(y, y))| 2 IImB(y, y)| = |Bll|yll*. 
根据 第 6 章 定理 6 的 Lax-Milgram CH, H 上 每 个 线性 函数 C(x) 可 以 表示 
为 B(r,y), y HE 唯一 确定 . 取 L(x) = (z,z), 则 存在 唯一 的 y, 使 得 对 所 有 的 m, 
B(z,y) = (z,z). 因为 B(z,y) = (z, (M — X)y), X (M — A)y = z. HF z ERA 
的 , 这 证 明了 (M — A) 是 可 逆 的 . 因此 入 属于 M 的 预 解 集 . 口 
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注 记 “由 第 19 章 定理 15 可 以 推出 定理 2. 
定理 3 ”有 界 对 称 算 子 M 的 谱 半径 等 于 其 范 数 : 
o(M)| = ||MII. (9) 
证 明 ”利用 M 的 对 称 性 , Schwarz 不 等 式 和 M 范 数 的 定义 , 对 任意 的 x 有 
|| Mz||? = (Mz, Ma) = (x, M?z) < ||x||||M?2|| < el? MA. 
因此 [LM]? < || M2 ||. 重复 k 次 我 们 得 到 
MI < |IM"|, n =2*. 

由 于 范 数 是 次 可 乘 的 , 相反 的 不 等 式 也 成 立 . 因此 |M] = |M", n= 2*5. Kn 
次 方 根 , 并 利用 第 17 章 谱 半径 的 公式 (12 ) 得 到 


l(M) = lim „MM = MI D 
定理 4 ik M X Hilbert 空间 H 上 的 有 界 对 称 算 子 ， 
a= inf LZ Mz), b= sup (x, Mz), (10) 


lzjl= z||-1 

QM "er" 区 间 [a,b] 93, ae [a, b] 的 端点 a fob BF M 的 谱 . 

WR ” 设 实数 A < a. Ha 的 定义 (10), vz €H, 

(a, (M — A)a) = (x, Mz) — X(z, x) > (a — 2)||zl*. 

因此 (x, (M—A)ax) 给 出 了 一 个 与 ||zj| 等 价 的 范 数 . 每 个 线性 函数 !(z) = (m, z) 都 可 
以 唯一 的 表示 为 对 应 的 内 积 (e, (M — A)y). 由 于 这 对 所 有 的 m 成立, (M-Ay=z. 
因为 ze H 是 任意 的 , M 一 和 Au, 故 和 不 属于 UM 的 谱 . 我 们 可 以 类 似 地 处 
理 >b 的 情形 . 

为 证 明 a I b 属于 谱 , 我 们 注意 到 对 ||z|| = 1, |(w, Mz)| < ||æ||||Mz|| < ||MI\. 
因此 由 a RU b 的 定义 (10), 


la] < Ml, |b] < || MII. (11) 
另 一 方面 , 由 于 谱 包 含 在 [a,b] 中 ， 
|o (M)| < max{lal, bj}. (11) 


根据 (9), le(M)| = dl; 比较 (11) 和 (11), 我 们 看 到 这 只 有 当 max{|al, bl} = 
lo(M)| 时 成 立 . 特别 地 , WER o > jal, U b AF M 的 谱 ; 如 果 [al >b, We AT M 
的 谱 . 对 任意 常数 c; 当 用 M+ cl BPR M 时 , 我 们 把 c 加 到 M 的 谱 上 , 同时 也 加 
到 a 和 2 上. 对 M+cI 应 用 上 面 的 结果 , 并 适当 选择 c, 我 们 断定 a 和 ”都 属于 


M 的 谱 . o 
定理 5 设 M 和 NN 是 两 个 对 称 算 子 . 则 
dist(o(M),o(N)) < ||M — Ni], (12) 
这 里 , 两 个 闭 集 o(JM) 和 o(N) 之 间 的 距离 定义 为 下 面 两 个 数 中 最 大 的 一 个 : 
nax min |v — pl, min |v — ul. (13) 


veo(N) u€o( M) Aet veo(N) 
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证 了 明 ” 记 4 = ||M— NI. 假设 (13) 中 的 数 有 一 个 , 不 妨 设 是 第 一 个 > d, UAE 
E veo(N) 使 得 
min ‚vl » d. (14) 
u€c(M 


这 样 的 ， 属于 M 的 预 解 集 , M M- eL TY, 根据 席 映 射 定理 
o((M — vI)?!) = (e(M) -v)"". 


由 此 及 (14) M 
le(M — vD)-!| < d^. (15) 
由 于 (M-vD- 是 对 称 算 子 , 根据 定理 3, 其 谱 半 径 等 于 范 数 . 故 由 (15), (M — 
pred. 
下 面 我 们 分 解 


N-vI- M-vI- N- M-(M-vI)(I4 (M-v1I)?(N- M). 
右边 的 第 2 个 因子 可 以 写 为 T+K, 其 中 K= (M-vI)? (N- M). 由 对 (M-i 
的 估计 以 及 ||N — MI| = d, 
IKII < (M — » 2-7 [||| N- MI|<d d=1. 
因此 r— KREIEREN TREO. HF (M — vI) 也 是 可 逆 的 , 故 N-vIE 
可 逆 的 . 但 是 这 与 v AF ON 的 谱 矛 盾 . D 
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在 第 28 章 紧 对 称 算 子 中 , 我 们 首先 构造 了 一 个 谱 分 解 , 即 特征 向 量 的 一 个 完 
备 正 交集 , 然后 利用 这 些 向 量 对 有 界 函 数 f 定义 f(M). 对 一 般 的 对 称 算 子 , 我 们 
按照 相反 的 顺序 进行 : 首先 对 所 有 在 M 的 谱 上 连续 的 实数 值 函数 f 定义 函数 演 
算 f(M), 然后 再 由 此 构造 一 个 谱 分 解 . 

设 g 是 一 个 实 系数 多 项 式 : 

q(4) = anà” + - -- + ao. 
WR M 是 对 称 算 子 , 则 
q(M) = a, M" +---+ agI 
也 是 对 称 算 子 . 根据 第 17 章 定理 5 谱 映 射 定理 


o(q(M)) = q(c( M)). (16) 
与 定理 3 公式 (9) 结合 , 我 们 推出 
lla( M)|| = Al. (16°) 


设 J(A) 是 在 M 的 谱 o(M) 上 连续 的 任意 实 值 函 数 . 由 于 我 们 可 以 把 f 连续 地 延 拓 
到 包含 o(M) 的 区 间 上 , 因此 可 以 用 o(M) 上 的 多 项 式 一 致 地 逼近 f. 根据 Weiers- 
trass BEE, f 在 此 区 间 上 可 以 被 多 项 式 一 致 地 遏 近 . 故 存在 多 项 式 列 {qn}, 使 得 
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lim max , LFA) — qn (4)| = 0. 


n= A€c(M 
因此 {qn} 是 一 个 Cauchy 列 : 
mim max [an (A) — qm(A)| = 0. 
由 (16°), 
lim llgn(M)— qm(M)|| = 0. 
由 于 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 构成 的 空间 是 完备 的 ， lim, «oo qu (M) FE. 我 
们 记 此 极限 为 (M). 它 的 性 质 总 结 在 下 面 的 定理 中 . 
定理 6 fo f(M) 是 等 距 同 构 : 
(i) (f + g)(M) = f(M) + g(M), (f9)(M) = f(M)g(M); 
(ii) |f M)II = FA); 
(ii) f(M) 是 对 称 的 且 o(f(M)) = f(o(M)). 
WER ”性质 (i) 当 了 和 9 是 多 项 式 时 成 立 ; 因此 对 多 项 式 的 一 致 极限 也 成 立 . 
(i) 由 于 f(M) 是 gn(M) 的 一 致 极限 , || FCM)|| = lim |lqn(M)||. 由 于 f(A) 是 
qn (^) 的 一 致 极限 ， 
max (f(A)| = lim, max lan (201. 
此 两 式 与 (16 ) 结合 给 出 (ii). 
(ii) 一 列 线性 映射 的 极限 的 伴随 是 它们 伴随 的 极限 . 由 于 每 个 pM) 是 对 称 的 ， 
故 f(M) 也 是 对 称 的 . 由 于 f(M) 是 q(M) 的 一 致 极限 , 由 定理 5(12) XX, o(M) 是 
o(gn(M)) 的 极限 . 于 是 由 (16), (iii) 成 立 . 这 完成 了 定理 6 的 证 明 . 口 


在 第 18 章 中 , 一 个 对 称 算 子 M 称 为 是 正 的 , WR 
Vr € H, (Mz,zx) 20. 
定理 7 有 界 对 称 算 子 M 是 正 的 ,， 当 且 仅 当 它 的 谱 只 包含 非 负数 : 
a(M) > 0. 

证 明 (i) 假设 o(M) > 0. 函数 f(A) = Vt 在 o(M) 上 是 连续 的 . 根据 函数 演 

算 , VM = N 是 满足 N = M 的 一 个 对 称 算 子 . 因此 
(Mz,7) = (Niz, x) = (Nz, Nz) > 0, 

这 说 明 M 是 正 的 . 

(ii) 相反 地 , 假设 M 是 正 的 . 根据 定理 4, M 的 谱 的 下 确 界 是 a = infiel- b. 
Mz). 由 于 M 是 正 的 , a > 0, 这 说 明 o(M) > 0. 


推论 ”每 个 正 对 称 算 子 有 一 个 正 的 、 对 称 的 平方 根 . 
习题 2 证 明 一 个 正 对 称 算 子 只 有 一 个 正 的 平方 根 . 它 有 多 少 个 不 是 正 的 平方 根 ? 
在 第 30 章 定理 1 中 , 我 们 证 明了 每 个 紧 算 子 有 一 个 极 分 解 . 
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每 个 紧 算 子 TTADA T= UA, 这 里 A 是 一 个 正 对 称 算 子 ,U 是 4 的 
值 域 上 的 等 距 , U 在 A 的 值 域 的 正 交 补 上 为 零 . 

在 极 分 解 的 构造 过 程 中 唯一 一 处 用 到 紧 性 的 地 方 是 取 T" T 的 平方 根 . 由 于 任 
意 正 算 子 都 有 正 的 平方 根 , 我 们 可 以 去 掉 紧 性 的 假设 并 断定 : 

Hilbert 空间 上 每 个 有 界线 性 算 子 都 有 一 个 极 分 解 . 


31.3 “对 称 算 子 的 谱 分 解 


根据 Riesz 表示 定理 , 紧 空 间 o(M) 上 的 连续 函数 f 构成 的 空间 上 的 每 个 有 界 
线性 泛 函 £ 都 可 以 表示 成 o(M) 的 Borel FE S 上 的 唯一 一 个 全 变 差 有 限 的 测度 
m(S) 的 积分 . 下 面 我 们 用 定理 6 中 描述 的 函数 演算 , 对 万 中 任意 两 个 点 z,y, 构 


Gulf) = (f(M)z,y). (17) 
根据 Riesz 表示 定理 , 存在 唯一 确定 的 复 测度 m, 使 得 
(f(M)z, y) = f fda. (18) 


由 于 Lry 依赖 于 zx 和 y, 故 测度 m 也 依赖 于 zx A y; m 对 z Al y 的 依赖 性 反映 了 
£O A y 的 依赖 性 . 我 们 在 下 面 的 定理 中 把 这 些 性 质 列举 出 来 . 
定理 8 设 mzy 是 由 (18) 定义 的 ol(JM) 上 的 测度 . 

(i) ma, KF r ey 是 半 双 线性 的 , 即 对 c 线性 , 对 y PHAR. 

(ii) May 对 z,y HAAR: my zc = mz y. 

(ii) mz,y MERZ < ||zxllllyll. 

(iv) 测度 m, 是 非 负 的 实测 度 . 

WR 显然 , 由 (17), bey 关于 r 线性 , 关于 y 斜 线性 . 因为 m 由 2 唯一 确定 ， 
故 表示 的 测度 m 是 唯一 的 . 因为 mosey 和 Mey + my 都 表示 brie y, W 

fizqiy = Mzy t Mazy (19) 

这 证 明了 (i). 

(ii) 由 于 fM) 是 对 称 的 , (18) ART z,y 是 斜 对 称 的 ; 根据 表示 测度 的 唯一 
TE, m 关于 z,y 是 斜 对 称 的 . 

(ii) 根据 Riesz 表示 定理 , 表示 测度 的 全 变 差 等 于 泛 函 4 的 范 数 . 由 Schwarz 
不 等 式 和 (16), 有 

tz,y(f)| = (FM y)l € IEM Illellllyl] = | fleas ll Hull: 

这 证 明了 Keyl < ||zllllyll, 故 Gii) R. 

(iv) 根据 定理 6(iii), 对 实 函数 f, f(MM) 的 谱 是 f(o(M)). 故 对 正 函数 f, f(M) 
是 谱 为 正 的 对 称 算 子 ， 由 定理 7, f(M) 是 正 算 子 ， 这 说 明了 线性 泛 函 Llf) = 
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(f(M)z,z) 是 正 的 ; 因此 测度 ma, 也 是 正 的 . 口 
根据 定理 8, o (M) 的 Borel FR S, mzy(S) Ex Ay 的 有 界 的 、 斜 对 称 的 
半 双 线性 泛 函 . 由 定理 1, 对 每 个 S, 存在 一 个 有 界 对 称 算 子 E(S) 使 得 
ma.y (S) = (E(S)z, y). (20) 
这 族 算 子 (E(S)) 满足 下 列 性 质 . 
定理 9 jk E(S) 是 由 (20) 定义 的 一 族 映射 , 其 中 mey 由 (18) EX, RU 
(i) E'(S) = E(S). 
Gi) EIS) € 1. 
(ii) E(@) = 0, E(c(M)) = I. 
(iv) € Sn T = Ø, M E(SUT) = E(S) + E(T). 
(v) 每 个 E(S) 与 M 交换. 
(vi) E(S AT) = E(S)E(T). 
(vi) 每 个 E(S) 是 正 交 投影 . HS de T KR, A) E(S) 和 ET) 的 值 域 是 正 交 
4j. 
(viii) 所 有 的 正 交 投 影 E(S) fe E(T) RR. 
WER (i) 是 定理 1 的 一 部 分 . (Gi) 由 定理 S(iii) 可 得 . 
(iii) 由 于 m, (2) = 0, 故 由 (18), E(9) = 0. 另 一 方面 , > f) =1, f(M)- I, 
由 (18), Vz,y € H, 
(可 = dimay = (Elo(M)a,y), 
o(M) 
因此 E(o(M)) = I. 
(iv) 由 测度 mey 的 可 加 性 得 到 . 为 证 明 (v), 我 们 注意 到 由 于 M 与 f(M) & 
换 且 是 对 称 的 ， 
(f(M) Mz, y) = (Mf(M)z, y) = (f(M)z, My). 
左 端的 泛 函 f 由 测度 maro 表示; 右 端的 泛 函 由 测度 m, m, 表示 . APR 
相同 的 , 对 应 的 测度 也 相同 : 
mMzy = T, My 
代入 (20) 式 再 一 次 应 用 M 的 对 称 性 , 给 出 
(E(S)Mz, y) = (E(S)r, My) = (ME(S)z, y). 
由 于 这 对 所 有 的 zx 和 y 都 成 立 , E(S)M = ME(S), 此 即 (v). 
我 们 把 (vi) 的 证 明 推 迟到 31.5 4. 
(vii) 在 (vi) PFS S =T 说明 E(S) = P(S), Bl E(S) ERS. 这 个 代数 结果 
的 几何 解释 是 E(S) 是 投影 . 因为 由 (i), E 是 对 称 的 , 故 E(S) 是 正 交 投影 . 由 (ii) 
和 (vi), Zi S 和 了 是 不 交 的 , 则 E(S) 和 ET) 的 值 域 是 正 交 的 . 
在 (vi) 中 交换 S A T 得 到 (viii). 口 
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算 子 族 (E(S)) 是 一 个 正 交 投影 值 测度 . 


习题 3 (a) ER EIS) 在 强 拓扑 下 是 可 数 可 加 的 . (提示 : 利用 当 3 和 了 不 交 时 
E(S) 和 E(T) 的 值 域 是 正 交 的 .) 
(b) 证 明 E(S) 在 范 数 拓扑 下 不 是 可 数 可 加 的 . 


我 们 总 结 如 下 . 
定理 9% RH X Hilbert 空间 ,M :太一 日 是 一 个 有 界 的 对 称 线性 算 子 , MAM 
的 谱 上 存在 唯一 的 正 交 投影 值 测度 E, 使 得 E(SNnT) = E(S)E(T), 且 对 o(M) 上 
的 所 有 连续 函数 f, 

s(M) = f FAR. (21) 

这 里 的 积分 在 范 数 拓扑 下 存在 . 

WEBB (18) 和 (20) 说 明 (21) 在 弱 拓 扑 下 成 立 . 为 证 明 (21) 在 范 数 拓扑 下 成 
立 , 只 需 证 明 右 端的 Riemann-Stieltjes 积分 在 范 数 拓 9 扑 下 收敛 即 可 . 这 可 以 通过 标 
准 的 途径 结合 估计 式 

I| > a; E(T < max |a;| 

得 到 , 这 里 UI; = o(M) 是 o(M) 的 一 个 有 限 不 交 分 解 15. 估计 式 由 EU) KEX 
性 得 到 . E(S) 的 唯一 性 由 数值 测度 (18) 的 唯一 性 可 得 . 口 


取 f=1 和 f(A) =): 


r= f dE, m= | Ad E; (22) 
o(M) o(M) 


(22) 称 为 M 的 谱 分 解 . 


31.4 绝对 连续 谱 、 奇 异 谱 和 点 谱 


现在 我 们 给 出 谱 分 解 的 一 个 重要 的 进一步 细 化 . 根据 测度 的 Lebesgue 分 解 定 
理 , R 上 任意 测度 可 以 表示 为 支撑 在 可 数 集 上 的 一 个 点 测度 、 支 撑 在 Lebesgue 测 
度 为 0 的 集合 上 的 奇异 测 度 和 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 的 测度 的 和 . 
我 们 对 测度 ma, = (Er, y) 应 用 此 结果 : 

Mey = mU) + mE? + m. (23) 
由 Lebesgue 分 解 的 唯一 性 , (23) 式 右 端 的 三 个 测度 线性 地 依赖 于 m, 斜 线性 地 依赖 
Toy. 对 任意 S, 这 些 半 双 线 性 泛 函 可 以 表示 为 

may(S) = (EP(S)z,y), m&}(S) = (Ez,y), mC)(S)- (Bz, y). 

这 些 有 界 对 称 算 子 EU. EC. EO 具有 定理 9 中 所 列举 的 性 质 ， 即 每 一 个 族 都 是 
投影 值 测度 , HEMER. 
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分 别 记 EP) (o(M)), E? (c(M)), E? (o(M)) WERA HP, HO 和 HO; € 


们 称 为 H 关于 算 子 M 的 点 子 空间 、 奇 异 子 空间 和 绝对 连续 子 空间 . 显然 ， 
HP® @ H(*? o HO =H. 


31.5 ”对 称 算 子 的 谱 表 示 


谱 表示 是 对 称 矩 阵 对 角形 的 无 限 维 推广 
定理 10 x Hilbert 空间 H 中 的 任意 向 量 c 和 任意 连续 函数 f, 
ral? = f roof ams s. (24) 
这 里 测度 ma. 是 公式 (18) 中 出 现 的 表示 测度 : 
(f(M)s y) = | fO94ms y. (18) 


证 明 ”对 实数 值 的 函数 f, 由 FM). 的 对 称 性 ， 
If (M)z||? = (f(M)z, f(M)z) = (?(M)z, z) = 三 六 和)dmz,c， 
在 最 后 一 步 中 , 我 们 应 用 (18) 并 以 f? 替换 S. 
对 复 值 函数 f = 9 + ih, 类 似 的 方法 可 证 (24) 成 立 . D 


Va € H, 用 Ja 表示 形 如 z = f(M)m 的 元 素 z 构成 的 集合 , 这 里 f PON o(M) 
上 的 复 值 连续 函数 . 显然 , Je 是 M 的 一 个 不 变 子 空 间 , BD Je 被 M 映 到 自身 中 . 
我 们 说 Je 中 的 向 量 z = f(M)z 被 函数 f 表 示 . 3 f MY [2(mz,z) WRN, (24) 
说 明 这 个 表示 是 一 个 等 距 . 

# z= f(M)z 由 f(A) Zn, 则 Mz 由 和 f(A) 表示 . 

id Kz 为 Je 在 Hilbert 空间 H 中 的 闭 包 . 因为 表示 是 等 距 , 故 Ks 中 每 个 元 
X z 都 可 以 用 ?2(mzs) 的 函数 h 等 距 的 表示 出 来 , A Mz 属于 Kz, 由 Xh(A) K 
示 . 相反 地 , L (mea) 中 的 每 个 函数 h 都 表示 了 Ks 中 的 某 个 元 素 . 称 之 为 ME 
用 在 Ke 上 的 谱 表 示 . 

在 7.1 节 中 , 测度 n 称 为 关于 另 一 个 测度 m 是 绝对 连续 的 , 如 果 对 每 个 m A 
REA 0 的 集合 , 其 n 测度 也 为 0. 两 个 测度 称 为 是 等 价 的 , 如 果 每 一 个 关于 男 一 个 
都 是 绝对 连续 的 . 根据 Radon-Nikodym 定理 , 每 个 关于 测度 mm 绝对 连续 的 测度 n 
都 可 以 表示 为 dn = gdm, 这 里 g 是 一 个 关于 m 可 积 的 非 零 正 消 数 . 

由 此 可 知 , 若 L?(m) 是 对 称 算 子 M 的 一 个 谱 表示 , 则 对 任意 的 与 m 等 价 的 测 
度 n, L?(n) 也 是 M 的 一 个 谱 表 示 . E z 被 Lm) 中 的 函数 h Ras, WER L?(n) 
中 的 函数 hg? 表示 . 

一 般 地 ，K 不 是 整个 H 而 只 是 H 的 一 个 闭 子 空间 . 现在 我 们 应 用 包含 在 下 
面 习 题 中 的 一 个 结果 . 
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习题 4 dM 是 作用 在 Hilbert 空间 H 上 的 一 个 对 称 算 子 , K 是 M 的 一 个 不 变 
子 空间 . 证 明 K 的 正 交 补 也 是 M 的 不 变 子 空间 . 


假设 上 面 的 Ko 是 H 的 一 个 真子 空间 . 任意 选择 和 Ke 正 交 的 向 量 y; 根据 
习题 4, My 也 与 Ks EX. 由 此 可 知 , 对 任意 的 多 项 式 g(), q(M)y 与 Ka EX. 
B Ky 是 形 如 (My 的 向 量 构 成 的 集合 的 闭 包 . BR, Ky 是 M 的 一 个 闭 不 变 子 
空间 且 其 谱 表 示 为 L*(m,,). 应 用 Zorn 引 理 和 上 面 的 构造 , 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 11 FAH 的 一 族 闭 子 空间 (KR 

(i) Kj 是 互相 正 交 的 且 它 们 张 成 五 : 

H=kK,@k2@:--. (25) 

(ii) 每 个 Kj AM 下 是 不 变 的 且 其 谱 表 示 为 L’(m,). 

这 样 的 集 族 (K;) RA M 在 及 上 的 谱 表 示 . 

由 MM 的 谱 表 示 容 易 导 出 它 的 谱 分 解 . 对 任意 的 可 测 集 S, 在 每 个 Kk; 上 定义 
AT E(S) WF: 在 L?(m;) E, E(S) ÆRU cs(A) 的 乘法 算 子 , 这 里 , cs(A) 是 S 


的 特征 函数 
1, AES, 
-1 0， 其 他 . 
习题 5 ”验证 上 面 定义 的 ES) 是 M 的 谱 分 解 , 即 (E(S)) 是 具有 定理 9 和 定理 
9 中 所 列举 的 性 质 的 投影 值 测 度 . 


正如 定理 9 中 解释 的 那样 , 尽管 一 个 给 定 的 算 子 可 以 有 许多 谱 表 示 , 由 这 些 谱 
表示 导出 的 谱 分 解 是 一 样 的 . 

现在 我 们 考虑 本 节 最 后 一 个 论题 : 谱 重度 . 为 简化 讨论 , 我 们 假设 Hilbert 空间 
H 是 可 分 的 . 由 此 , 在 任意 的 谱 表 示 (25) 中 , SEM {K;} 是 可 数 的 . 

为 了 更 进一步 简化 , 我 们 假设 M 的 谱 测度 关于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 . 
根据 Radon-Nikodym 定理 , 这 样 的 测度 在 R 的 一 个 子 集 S 上 等 价 于 Lebesgue 测 
BE. 在 此 假设 下 , 在 定理 11 的 谱 表示 中 出 现 的 测度 m; 在 其 支撑 集 S; 上 可 以 取 为 
Lebesgue 测度 , 这 里 m 的 支撑 是 (A : mm 在 包含 和 的 任意 开 区 间 上 的 限制 有 正 测 度 } 

下 面 的 结果 容易 验证 : 若 (m;) 是 由 可 数 个 测度 构成 的 集合 , 则 So m; 的 支撑 
包含 m; 的 支撑 的 并 集 . 

称 两 个 测度 是 互相 奇异 的 , 如 果 它 们 支撑 的 交 的 Lebesgue 测度 为 0. 

引 理 12 取 作 用 在 可 分 Hilbert 空间 H 上 的 具有 绝对 连续 谱 的 有 界 对 称 算 子 M 
的 两 个 谱 表 示 (25) 和 (25^): 
H=Ki®K}®---, Kio L*(S). (25/) 
则 在 相差 一 个 零 测 集 的 意义 下 ， 
US; = US}, 
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证 明 “ 任 取 指标 大 设 z 是 K 中 被 S, 上 恒 等 于 1 的 函数 表示 的 向 量 . 对 任 
REE RM f, 


(f(M)x, 2) = [ FAJA. (26) 
设 z 在 K! 上 的 投影 为 x5. g;(^) 是 LS) 中 表示 2; 的 函数 , 则 a = ri, 
RH 
(f(Mys,) = X (Met, 21) = F fled = J foriaPaa, — e) 
这 里 Igi? = 57 [g;l". 
(26) 和 (26) 表示 了 相同 的 有 界线 性 泛 函 . 因此 表示 测度 必定 相等 : 
cs, dA = \gl?dA. 
左 侧 测度 的 支撑 是 Se 右 侧 测度 的 支撑 包含 在 US. 因此 S, c US). 交换 (25) 和 
(25 ), 我 们 证 明了 引 理 12. ci 


定义 ”在 谱 表 示 (25) 中 , 点 A 的 谱 重 度 是 包含 和 的 集合 S; 的 个 数 Yes, (A): S; 
是 表示 (25) 中 第 j 个 测度 m; 的 支撑 集 . A 的 谱 重度 可 以 是 0、 任意 自然 数 或 oc. 

谱 表 示 不 是 唯一 的 , 因为 它 的 构造 过 程 中 包含 许多 任意 的 选择 . 故 谱 重度 函数 
是 不 是 不 变量 还 没有 和 弄 清楚 ， 对 给 定 有 界 对 称 算 子 的 谱 表 示 也 是 这 样 . 根据 
E. Hellinger 的 一 个 经 典 的 结果 , 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 13 设 M 是 可 分 Hilbert 空间 万 上 一 个 有 界 对 称 算 子 , M 的 谱 是 绝对 连续 
的 . jd H—KioKoo XX M 的 任意 谱 分 解 , 使 得 K; o LS) E. M 的 作用 是 
由 入 所 做 乘法 . 

对 RM 的 所 有 谱 表 示 , HER Yo cs (A) 都 相等 . 

证 明 ”我 们 利用 分 列 和 组 合 这 两 个 简单 的 运算 对 谱 分 解 进 行 重 排 . 

TA. 假设 H 的 子 空间 K 的 谱 表 示 为 Lm), m ÆR 上 的 测度 . 把 m 4128 
为 互相 奇异 的 测度 的 和 m = 六 mi. 每 个 Lm) 表示 了 K 的 闭 子 空间 Kj; 它们 
WHA Ki @ Ks @:… 是 K Pn M. 

组 合 . 这 是 分 裂 的 道 . 假设 {Kj;} 是 H 的 一 族 互 相 正 交 的 子 空间 , K 的 谱 表 示 
为 L?(m;). 假设 m; 互相 奇异 , 则 K = Kio Koo--- WERTE 了 (mm = nj. 

我 们 利用 分 裂 和 组 合 把 谱 表 示 


H=K,@K2®---, Kje L?(S;) 
重 排 为 如 下 的 标准 形式 : 把 S; 分 解 为 
Sj = USF, 


这 里 S: 是 Si MRAP kT si 的 点 构成 的 子 集 . 定义 M 为 
Mı = US}. (27) 
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显然 , M; 是 只 属于 一 个 S; 中 的 点 构成 的 集合 , 即 在 我 们 所 讨论 的 谱 表 示 下 谱 重 度 
Al 的 点 . 类 似 地 , 我 们 定义 Mi 为 


My = US}; (27') 
显然 , Mk 是 重度 为 上 的 点 的 集合 . Mo 是 重度 为 oo 的 点 的 集合 . 由 构造 可 知 
US; = (UMk) U Moo. (28) 


通过 分 裂 每 个 S, 并 把 它们 重新 组 合 为 上 面 描述 的 集合 MAx， 可 以 把 每 个 谱 表 示 
Kj; o L?(S;) 分 裂 和 重新 组 合 为 谱 表示 L^(My), k = 1,2,---,00. 存在 唯一 的 被 
L?(Mi) 表示 的 子 空间 , WA Hi. 存在 两 个 被 L?(M2) 表示 的 正 交 子 空 间 , 它们 的 
HARA Ho, 等 等 . 子 空 间 Hy 互相 正 交 ; 故 可 得 到 谱 分 解 

H =H, ®H2@---@ Ho, (29) 
这 里 H, 是 L?(My) 的 大 重 直 和 的 谱 表 示 . 称 (29) 是 谱 表示 (25) 的 标准 形式 . 

我 们 断定 谱 表 示 (25) 有 相同 的 标准 形式 . 下 面 是 详细 的 证 明 : 把 由 (25") 得 

到 的 标准 谱 表示 记 为 

H=H!®H}@--:®@H!,, (29°) 
这 里 H, 被 L*(M,) o---eD?(M,) 表示 . 我 们 断言 M, = Mi B. H, = Hi. 为 此 构 
造 H,(k > 1) FMH, 正 交 的 向 量 . 我 们 首先 证 明 k= 2 的 情形 . 

Wa 是 H 中 在 标准 形式 (29) 下 被 M, 上 恒 等 于 1 的 函数 表示 的 向 量 . 向 量 
f(M)z 张 成 Hi. 用 x 表示 在 标准 谱 表 示 (29) 下 x 到 H} 的 投影 . 记 (9.92) 为 
Ms 中 表示 ol, 的 函数 . 

定义 M» 中 的 函数 hi 和 hs WF: 


h l, gı = 0, } l, g2 = 0 
1 = l2 = 
一 92， 其 他 ， 91> 其 他 . 


Ry 是 H, PR {hi,h2} 表示 的 向 量 . 我 们 断定 y 和 所 有 形 如 f(M)z 的 向 量 正 
Ar. 明显 的 , 由 于 y 属于 H2, 它 和 f(M)z 在 分 解 (29') 中 除了 第 二 个 分 量 外 的 所 
有 分 量 正 交 . 故 利用 hi 和 ho 的 定义 , 我 们 得 到 
(y, f(M)x) =(y, f(M)z5) = ({hi, ho}, f(A){91, g2}) 
= [ (tag, + hg) Td = 0. 


ME f(M)y 被 {f(A)hi, f(A)hz} 表示 . 因此 , 利用 hi 和 hs 的 定义 , 我 们 得 到 
IM? = fup IfI (lhi? + [h2]?)a2. 

hy 和 ho 的 公式 说 明 在 M, 上 [hi]? + [ho]? 是 正 的 , BAF L'(M;). 由 此 可 知 

{f(M)y} 的 闭 包 有 谱 表示 L?(M;). HT y 和 Hi EX, 向 量 f(M)y 也 和 Hi EX, 

故 它 们 都 属于 Hi 的 正 交 补 Hj. Hilbert 空间 Hi 在 M 下 是 不 变 的 . 子 空间 AD, 

… Hoo 在 集合 Mo, Ms, 上 给 出 了 M 在 HE 的 一 个 谱 表示 . 现在 我 们 应 用 引 

BR 12 TAAR M, 属于 M 在 Hj 上 的 谱 表示 (29) 中 出 现 的 M&S > 1) 的 并 集 
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rh. 因此 M, 包含 在 Mo U Ma U…U Mao, P. 

利用 相同 的 论证 , 我 们 断定 My, ---, Mi, 都 包含 在 M2U M3U…U Mow P. 由 
于 集合 My, 是 两 两 不 交 的 , 故 集合 Mi (k > 1) 都 与 M TR. 另 一 方面 , 对 作用 在 
整个 H 上 的 M 应 用 引 理 12, 我 们 断定 

UM, = UM,- 

由 于 M; 和 Mi(k > 1) 是 不 交 的 , M 包含 在 M 中 . 根据 对 称 性 ,M1 包含 在 M 
rh; 因此 Mi; = MI. 

与 引 理 12 的 证 明 一 样 , 我 们 可 以 证 明 Hi = Hi. 留 给 勤勉 的 读者 去 证 明 对 所 
有 的 k, My, = M; BH. Hy = Hi. 口 


习题 6 设 (25) 是 M 的 谱 表 示 , Kj o Lm), S; 是 m; 的 支撑 . 证 明 S; 的 并 集 
的 闭 包 是 IM 的 谱 . 
习题 7 举例 说 明 M. 的 谱 可 能 包含 一 个 重度 为 0 的 Lebesgue 测度 为 正 的 集合 中 . 


定义 ” 称 作 用 在 Hilbert 空间 H 上 的 两 个 有 界 对 称 算 子 MAN 是 西 等 价 的 ,如 
果 存 在 本 映射 UBIA H Bl H 上 的 一 对 一 的 保 范 映射 ) 把 M 映 为 N: 
N= UMU. 

定理 14 两 个 谱 是 绝对 连续 的 有 界 对 称 算 子 M 和 N 是 西 等 价 的 , 当 且 仅 当 它们 
有 相同 的 谱 重 度 . 

WA 车 MM 和 NN 是 酉 等 价 的 , U M 的 标准 谱 表 示 映 为 的 标准 谱 表 示 . 
反之 , 若 两 个 算 子 MAN 的 谱 重 度 集合 Mk 和 ON, 相同 , 则 由 M 和 N 的 标准 谱 
表示 可 以 给 出 西 映 射 U. D 
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设 N 是 从 Hilbert 空间 H El H 的 有 界线 性 算 子 . 如 果 NAN 的 伴随 交换 : 
NN-NN, (30) 

则 称 六 是 正规 算 子 . 显然 , 每 个 有 界 对 称 算 子 是 正规 的 . 31.7 节 将 要 研究 的 西 算 子 
也 是 正规 算 子 . 

正规 算 子 的 谱 分 解 和 对 称 算 子 的 谱 分 解 类 似 , 只 不 过 正规 算 子 的 谱 可 能 包含 复 
数 . 
定理 15 RA £ Hilbert ZU, N: H > H 是 一 个 正规 算 子 , 则 在 N 的 谱 的 
Borel 子 集 上 存在 一 个 正 交 投影 值 测度 E, 使 得 


I= / dE, N= AdE. (31) 
o(N) a(N) 


这 里 积分 在 范 数 拓扑 下 存在 . 


300 2313 对 称 算 子 、 正 规 算 子 和 西 算 子 的 谱 理论 


证 明 “与 定理 9 一 样 , 我 们 依赖 于 正规 算 子 的 函数 演算 . 为 此 要 利用 为 此 而 发 
FEW) Gelfand 交换 B* 代数 理论 (参考 第 18 章 和 第 19 章 ). 
设 qE n) 是 任意 两 个 实 变量 En 的 多 项 式 . 我 们 把 它 重 写 为 复 变 量 5 = € + in 
AME mts c = E —in 的 多 项 式 Q: 
a(€,n) = Q(¢,¢). (32) 
我 们 通过 令 
Q = Q(N,N') (32^) 
来 定义 函数 演算 . 由 于 N 和 N 交换 , 它们 与 Q 交换 , H Q 与 Qt 交换 . 我 们 需要 
下 面 的 正规 算 子 的 谱 映 射 定理 . 
引 理 16 ”对 正规 算 子 N 和 形 如 (32) 的 Q, Q HHA 
o(Q)={Q(A,A): Aeo(N)). (33) 
WEBB Fin (32) 的 算 子 Q 构成 了 一 个 有 单位 元 的 交换 的 代数 . 用 下 表示 它 
在 算 子 范 数 下 的 闭 包 , 则 F 是 一 个 有 单位 的 交换 Banach 代数 , 因此 我 们 可 以 利用 
Gelfand 理论 . 特别 地 , 根据 第 18 章 定理 14, F 中 任意 Q 的 谱 形 如 p( Q), 这 里 p 是 
F BC 的 一 个 同 态 . 对 形 如 (37°) 的 Q, 


P(Q) = Q(p( N), p( .N")). (34) 
根据 第 19 章 定理 16, p( IN") = p(N). 代入 (34); 由 于 当 p PORMA IFAR, 数 DCN) 
EUR N 的 谱 , 我 们 得 到 (33). o 

根据 第 19 章 定理 17, 正规 算 子 Q 的 范 数 等 于 它 的 谱 半 径 : 
[| Ql] = le(Q)]. (35) 
结合 (35) 和 (33), 对 形 如 (32 ) 的 Q, 
Ql] = max IQ. Al (36) 


现在 可 以 把 函数 演算 从 多 项 式 推广 到 谱 o(M) 上 的 连续 函数 . o(N) 上 的 每 个 
连续 函数 f 可 以 用 多 项 式 序列 {q} 一 臻 逼近 ; RRA (36) 保证 了 对 应 的 算 子 序 
列 Q, 范 数 收敛 到 F 中 的 一 个 算 子 . 这 样 得 到 的 函数 演算 具有 和 定理 6 中 对 称 算 
子 的 函数 演算 类 似 的 所 有 性 质 . 

现在 我 们 可 以 继续 正规 算 子 的 谱 分 解 的 构造 ; 参考 定理 8 和 定理 9. 我 们 把 细 
节 留 给 读者 . u 


31.7 BATHE 


EX. PEE U ÆA Hilbert 空间 互 到 囊 上 的 一 对 一 的 满 的 线性 等 距 映 射 : 
Yz € H, ||Uz|| = |||). (37) 


习题 8 证 明 西 算 子 保持 内 积 : 
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(Uz, Uy) = (x,y). (37) 
由 (37), 
(x, U" Uy) = (x,y); 
由 于 这 对 H 中 所 有 的 x 和 yy HARZ, UU 是 恒 等 算 子 ; VURAL 根据 U 的 定 
X, U Ep B] ( 它 是 一 对 一 的 到 上 的 ), 故 U BURR: 
pem (38) 


习题 9 WAHR (38) 的 算 子 U 是 西 算 子 . 
习题 10 ”证明 西 算 子 的 谱 在 单位 圆周 上 . 
习题 11 证 明 : 若 M 是 对 称 算 子 ,k 是 任意 实数 ， 
U= (M - ikI) ! (M — ikl) (39) 

是 西 算 子 . 反之 如 何 呢 ? 
习题 12 ”结合 习题 10 和 习题 11 说 明 有 界 对 称 算 子 的 谱 是 实数 . 

因为 每 个 可 道 算 子 和 其 逆 交 换 , 由 (38), UM U* 交换 . 这 证 明了 每 个 西 算 子 
是 正规 的 ; 于 是 根据 定理 15, U 有 形 如 (31) 的 谱 分 解 , 只 是 此 时 测度 E 的 支撑 在 
单位 圆周 上 . 由 于 酉 算 子 是 至 今 为 止 最 重要 的 正规 算 子 , 我 们 在 这 里 给 出 一 个 直接 
的 证 明 . 

对 A 中 每 个 向 量 zx, 构造 下 列 双 无 限 序 列 fan}: 


an =(U" 2,2), ned. (40) 
我 们 断定 此 序列 是 正定 的 , 即 对 任意 有 限 个 复数 on. 
D an-mPnPm > 0. (41) 


n,m 


为 此 , 我 们 把 (40) 代入 (41) 并 利用 U? = U^: 
3 (Un™y, 2)Pn m= 9 (U"c,U"z)onn 
= (x mut Dons) = |} $;o,U"z|? > 0. 


根据 第 14 章 定理 T(Carathéodory EHE), an 是 单位 圆周 上 一 个 非 负 测度 的 Fourier 
系数 : 
(U" 2,2) = f ama (42) 


正如 符号 所 显示 的 , 测度 me 依赖 于 x. 在 (42) PO n — 0 说 明 全 测度 等 于 ell. 


对 任意 的 向 量 m, y, (U" m, y) TARRA (U" (zy), ety) 和 (U(atiy), z 士 iy) 
的 一 个 简单 线性 组 合 . 利用 (42), 我 们 可 以 写 为 
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(U"^z,y) = f eme (43) 
这 里 ， 
AMz,y = Ma+y — Ma-y T IMetiy u ima iy. (44) 
显然 ， mes = Mg. 
定理 17 


(i) 测度 Mey Hc 线性 , Hy HRM. 

(ii) may X x,y MAMA BK: Myo = Ty. 

(iii) mz,y 的 全 质量 < ||zilllull. 

WEBB (i) 每 个 测度 由 其 Fourier 系数 唯一 确定 . 由 于 (43) 的 左 端 对 z 线性 ， 
对 y RRE, 故 右 端 也 是 如 此 . 

(ii) 由 测度 may 的 定义 (44) 直接 得 到 . 

(ui) 在 单位 圆周 上 任 取 集 合 S; 我 们 断定 meyls) 是 五 上 的 一 个 内 积 . 由 (i), 
它 对 zx 线性 ; H (i), 它 是 z My 的 斜 对 称 函 数 . 因为 mxz,z(S) = m.(S), 它 是 非 负 
的 . 因此 可 以 应 用 Schwarz 不 等 式 : 

|mzy(S)| < m2(5)'/?m,(S)V/?. 
在 前 面 我 们 看 到 m 的 全 测度 是 ||zl|?. 因为 m. 是 非 负 的 , ma (S) < ||e]|?, my(S) < 
llull’, 于 是 ma, (S) < Ilzllllyl. 口 


注意 , 定理 17 和 定理 8 非常 相似 . 

WS 是 单位 圆周 上 的 任意 Borel 集 . 由 定理 17, mzyv(S) 是 zx 和 yy 的 斜 对 称 
PRA, 以 ellul 为 界 . 于 是 由 定理 1, 它 可 以 表示 为 

Mz,y(S) = (E(S)z, y), (45) 

这 里 ES) 是 有 界 的 对 称 算 子 . 我 们 断定 (E(S)) 具有 定理 9 中 列举 的 那些 性 质 . 
例如 下 面 是 性 质 (vi) 的 证 明 : 

(vi) EESNT) = E(S)E(T). 

证 明 把 (45) 代入 (43), 得 到 


(U"z,y) = feratzz,v). (46) 
以 到 十 大 代替 n: 
(Ute, y) = | mea Ee, y) (47) 
另 一 方面 , 在 (46) 中 以 U*z RE z, 我 们 可 以 把 (47) 左 端 表示 为 
ei"? a( EU*z, y). (48) 


在 单位 圆周 上 Fourier 系数 相同 的 两 个 测度 相等 ; 因此 
e'k® d( Ez, y) = d(EU*z, y). 
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在 集合 S 上 对 此 积分 : 
J cs(6)e (Ex, y) = (E(S) U*z, y), (49) 
这 里 cs Æ S 的 特征 函数 ， 由 EIS) 的 对 称 性 ， 我 们 可 以 把 (49) 右 端 重 写 为 
(U*z, E(S)y); 应 用 公式 (46), A k 代替 n, 我 们 发 现 这 等 于 
f "ac. E(S)y). (49^) 
在 (49) 和 (49) 左 端的 测度 Fourier 系数 相同 ; 因此 它们 相等 : 
csd(Ez, y) = d(Er, E(S)y). 
在 任意 的 Borel 集 T 上 对 两 边 积 分 : 
/ cresd(Ex,y) = (E(T)z, E(S)y). 
由 于 eres = eser, 左 端 等 于 (EISNT)e,y). 应 用 E(S) 的 对 称 性 , 我 们 发 现 右 端 是 
(E(S) E(T)z, y). 由 于 它们 对 所 有 的 x y 相等 ， 
E(SNT)= E(S)E(T), 
此 即 (vi). 
我 们 把 定理 9 中 列举 的 其 他 性 质 的 验证 留 给 读者 . 
把 (45) 代入 (43), 我 们 得 到 
(^a, y) = f "tcs, y) 
这 是 
U" — J dE (50) 
的 一 个 弱 情 形 . 与 定理 9 中 一 样 , 右 端的 积分 在 范 数 拓扑 下 存在 . 这 是 西 算 子 UN 
谱 分 解 . 
历史 注 记 “有 界 对 称 算 子 的 谱 分 解 属于 Hilbert 的 工作 . 谱 表 示 和 谱 重 度 理论 是 
Hilbert 的 一 个 学 生 Ernest Hellinger (1883 一 1950) 的 工作 . 在 被 纳粹 免职 以 前 , 他 
一 直 是 法 兰 克 福 大 学 的 数学 教授 . 在 1938 年 臭名 昭著 的 反 犹 太 人 运动 中 , 他 被 称 
为 是 “Krystalinacht”, BRIEFS ARN Dachau A) 集中 营 . 但 他 奇迹 般 地 被 
释放 . 后 来 在 美国 西北 大 学 教授 数学 并 安定 下 来 . 
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在 本 章 中 , 我 们 研究 无 界 自 伴 算 子 的 谱 理论 . 
首先 给 出 由 Hellinger 和 Toeplitz 得 出 的 结果 : Hilbert 空间 H 上 处 处 有 定义 
且 其 伴随 为 自身 的 线性 算 子 M, 
(Mz, y) = (z, My) (1) 
是 有 界 的 . 
首先 证 明 M 是 一 个 闭 算 子 . 假设 {rn} 是 一 个 收敛 序列 , cn > £, Mr, > u. 
在 (1) 中 取 zx = rn, 得 到 
(Maz„,y) = (zn, My), 
取 极 限 , 得 
(u, y) = (x, My). 
根据 (1), 右 端 等 于 (Mz, y). Hy 的 任意 性 , u= Me. 因此 M EWART. 于 是 根据 
第 15 章 定理 12 的 闭 图 像 定 理 , M 是 有 界 的 . 
由 此 可 知 , 伴随 算 子 为 自身 的 无 界 算 子 只 能 定义 在 Hilbert 空间 的 子 空间 上 . 
下 面 是 von Neumann 给 出 的 精确 定义 . 
EX WH UE Hilbert 空间 , D 是 H 的 稠密 子 空间 , A 是 D 上 定义 的 线性 算 
T. A 的 伴随 4* 是 定义 域 为 D* 的 算 子 , D* 是 由 H 中 满足 如 下 性 质 的 向 量 v 构 
成 的 集合 : 存在 H 中 向 量 , WA A*v, 使 得 Vu € D, 
(Au, v) = (u, A'v). (2) 
由 于 D 是 稠密 的 , 所 以 对 任意 给 定 的 v, 存在 唯一 的 向 量 A" v 满足 (2). SETA, D* 
是 H 的 线性 子 空间 且 A 是 D* 上 的 线性 算 子 . MR D* =D A A*= A, WR A 
是 自 伴 算 子 . 


32.1 if 分 # 


本 章 的 主要 结果 是 自 伴 算 子 的 谱 分 解 . 
定理 1 设 4 是 Hilbert 2 H 上 的 自 伴 算 子 , A 的 定义 域 为 D. 则 A 有 唯一 的 
谱 分 解 , 即 存在 定义 在 R 的 所 有 Borel 可 测 子 集 上 的 满足 下 列 性 质 的 正 交 投影 值 
测度 E: 
(i) E(2) = 0, E(R) = I; 
(ii) 对 任意 的 可 测 子 集 S 49 T, ESOT) = E(S)E(T); 
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(iii) 对 每 个 可 测 子 集 S, E (S) = ES); 
(iv) E fo A 交换 , 即 对 任意 的 可 测 子 集 5, E(S) 把 A 的 定义 域 D 映 到 D Pj, 
且 对 Vu € D, AE(S)u = E(S) Au; 
(v) A 的 定义 域 D 由 所 有 满足 
/ t?d( E(t)u, u) < oo (3) 
.H. 
Au — f tdE(t)u (4) 
的 向 量 u 构成 . 

这 个 重要 结果 (第 31 章 定理 9 的 延 拓 ) 有 多 种 证 明 . 第 一 个 证 明 由 von Neu- 
mann 给 出 , 我 们 将 会 在 32.3 节 中 简要 地 给 出 . 另 一 种 方法 将 会 在 32.3 节 中 给 出 . 
在 第 34 章 半 群 中 将 会 给 出 由 Marshall Stone 得 出 的 一 个 证 明 . 本 节 给 出 的 证 明 由 
Doob 和 Koopman 得 出 . 

根据 第 11 章 定理 6, Herglotz-Riesz 定理 , 在 单位 圆 盘 (Ce C]: c] < 1} AX 
部 是 正 的 每 个 解析 函数 FC) 都 可 以 唯一 地 表示 为 

O sie f 5 Sami, (5) 
这 里 m 是 单位 圆周 上 的 全 测度 有 限 的 非 负 测 度 , c 是 实数 . 我 们 可 以 把 单位 圆 盘 换 
成 上 半 平 面 并 得 到 下 面 的 变 式 . 
定理 2 在 上 半 平 面 内 虚 部 是 正 的 每 个 解析 函数 g(z) 都 可 以 唯一 地 表示 为 
g(z) =a + mz 十 i -EE de(t), (5^) 
这 里 s 是 及 上 全 测度 有 限 的 非 负 测度 , a 是 实数 , m > 0. 
证 明 ”变换 


I 


十 6 

1-( 
把 单位 圆 盘 共 形 的 映 到 上 半 平 面 上 , 把 C= 1 点 映 到 oo. 上面 描述 的 函数 f (6) 和 
g(z) 之 间 的 关系 为 


《一 Z 一 1? 


g(z) = if(0). 
利用 变换 (6) 的 逆 变 换 ， 
gu (6^) 
以 及 f 的 表示 (5), 我 们 有 


e? (z + i) + (z — i) 


g(z) =if (¢) = -e+i f | ae TE aan 
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. [ 69? (2 +5) e710/2(7 一 Di 
=—e+i | og a OR 
eib/2(z + i) — e-i0/2(z 一 o 
. f zcos#/2 — sin0/2 
一 一 上 十 1 ce am 
icos0/2 + iz sin0/2 


一 0/2 tz+1 
anc [ ERIT Iam a mes f Aun ds(t). 
—cotan0/2 — z t-z 


在 最 后 一 步 中 我 们 引入 新 变量 : a = -c, t = —cotan60/2, ds(t) = dm(0), m = m(0) 

是 m 在 9=0 点 的 测度 . ci 
下 面 的 定理 是 定理 2 的 加 强 . 

定理 3(Nevanlinna) 在 上 半 平 面 {z € C: Imz >0} 内 定义 的 虚 部 是 正 的 且 满 

足 增 长 条 件 


lim sup ylg(iy)| < oo (7) 
的 每 个 解析 函数 g(z) 都 可 以 唯一 地 表示 为 
se) [ (8) 
Ron 是 民 上 全 测度 有 限 的 非 负 测度 . 进一步 地 ， 
n(R) = Jim, yImg(iy). (9) 


证 明 由 于 9 在 上 半 平 面 内 虚 部 为 正 , 它 可 以 表示 为 形式 (9). $ z = iy 并 对 
实 部 和 虚 部 分 别 叙述 有 界 条 件 (7): 


2 
y^—1 
a- | 2 Stas 


lim sup y? (m+ J ah 5 ds) < M. (7b) 

当 一 oo IN, (7b) 左 端 积分 趋 于 0; 因此 非 负数 m 必定 为 0. 故 由 (7b) 推出 
im sup /5 

EMI Zi y — oo WRR, 
fa + t*)ds(t) < M. 


lim sup y « M, (Ta) 


一 Oo 


和 


2 

y 2 
1+t*)ds(t) € M. 

"E )ds(t) 


我 们 定义 
dn(t) = (1 + t?)ds(t); (10) 
N) n 是 全 测度 不 大 于 M 的 非 负 测度 . 由 (7a), 
a= jim, 1 _tds(t) = = fiso. 


把 a 的 值 代入 (5 ) JE m = 0, 我 们 得 到 
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2 
s= f (257 +t) ds(t) = [ao = [FR 
测度 的 唯一 性 由 (5) 中 测度 的 唯一 性 可 得 . KRA (9) 由 (8) 得 到 口 


任 给 R 上 全 测度 有 限 的 实 或 复 测度 n, 公式 (8) 定义 了 上 半 平 面 和 下 半 平 面 
内 的 两 个 解析 函数 g: g 称 为 测度 n 的 Cauchy 变换 . 
引 理 4 Cauchy 变换 (8) 是 一 对 一 的 , 即 全 测度 有 限 的 复 测度 n HEH Cauchy 
变换 唯一 确定 . 

证 阴 ”我 们 必须 证 明 : 若 由 (8) 定义 的 g(z) 对 所 有 的 非 实数 z 都 等 于 0, 则 
n=0. Æ (8) 中 以 z 代替 z HRB, 我 们 得 到 


yz) -0= [| = 


t-z 
这 说 明 若 ”的 Cauchy 变换 为 0, 则 它 的 实 部 和 虚 部 的 Cauchy 变换 也 等 于 0. n 的 
实 部 可 以 分 解 为 正 部 和 负 部 : 
Ren = n4} —n_, 
n, 和 7m 是非 负 测 度 . 由 此 知 w+ Al n_ 有 相同 的 Cauchy 变换 . 因此 根据 定理 3 
中 的 唯一 性 , n+ =n, # Ren = 0. 类 似 地 可 以 证 明 Imn = 0. " 


定义 Me 属于 4 的 预 解 集 , SAMS A- zI 把 D 一 对 一 地 映 到 H E. 
定理 5 KRHA X Hilbert 空间 , A LH 上 的 自 伴 算 子 , 则 任意 的 非 实 复数 z 都 
属于 4 的 预 解 集 . 
WA ”我 们 首先 证 明 4 一 zI 的 值 域 Y 是 H 的 闭 子 空间 . 值 域 Y 由 所 有 形 如 

Av-zv—u, vcD 

AJ) tu 构成 . 在 两 边 取 和 v 的 内 积 : 
(Av, v) — z(v, v) 2 (u,v). 

由 于 A 是 对 称 的 , (Av, v) 是 实数 , 故 左边 的 虚 部 是 —Imz||v||?. 在 右 端 应 用 Schwarz 
不 等 式 ， 

[Imz]||v]|? < |[ul][|v]], 
这 意味 着 

ol < lu (11) 
W {un} 是 A - zI HRP PARSE Ru 的 向 量 : 

AU, — ZUn Be: 

由 不 等 式 (11), ||vs — ml] € 1/]Imz|||us — um||. 因此 vn 有 极限 v. 我 们 断定 极限 
v € D. 为 此 , 我 们 在 上 述 关 系 式 中 令 n 一 oo. AMF u 左 端 第 二 项 趋 于 一 zwv. 
因此 第 一 项 Av, ARR, WA r: 


T 一 ZU — Uu. (12) 
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MER Av, AD 中 任意 向 量 w 的 内 积 并 利用 A 的 自 伴 性 : 
(Avn, w) = (Un, Aw). 
4 n — oo RRR: 
(r,w) — (v, Aw). 
根据 自 伴 性 的 定义 , 这 说 明 v 属于 A 的 定义 域 DE Av — v. 结合 (12) RUN u 
属于 4 - zT 的 值 域 , 故 值 域 是 财 的 . 
若 4 — zT 的 值 域 不 是 整个 H, 则 存在 非 零 向 量 keH 与 其 正 交 : vv e D, 
(Av — zv, k) = (Av, k) 一 (5, ZK) 三 0 
根据 自 伴 性 的 定义 , k 属于 D B. Ak = Zk. TE (k, Ak) = z(k k) 不 是 实数 , 与 A 
的 对 称 性 矛盾 . 
这 证 明了 4 - zT 把 D RAWA H b. 由 上 可 知 它 是 一 对 一 的 ; 若 不 是 这 样 ， 
WFE k e D 使 得 (4 一 zD(k) =0, 这 与 (11) FR. D 
我 们 定义 4 的 预 解 式 为 
R(z) = (4 一 2 有 刀 -!. 
由 (11), 对 非 实 复数 z, 
I| R(z)|| € Imz]|"*. (13) 
推论 1 在 4 的 预 解 集 上 , Rez) X z 的 解析 函数 . 
WR ”Yu c H, id R(z)u 为 v(z). 根据 R IDE X, 


(A — z)v(z) = u. 
类 似 地 ， 
(A — (z - h))v(z - h) =u. 
两 等 式 相 减 并 除 以 h, 
(A - jj d a UD =v(z+h), 
这 与 下 式 相 同 : | 


ern = R(z)v(z + h) = R(z) R(z + hyu. 


利用 估计 式 (13), 我 们 断定 v 关于 z 是 Lipschitz 连续 的 . > h — 0, 我 们 断定 v(z) 
在 复 平 面 上 是 可 微 的 , 故 R(z) 在 强 拓扑 下 是 全 纯 的 . 口 


我 们 断定 R(z) 的 伴随 是 R(z). 为 此 , Vu,w € H, id R(z)u =v, (A-z)v=u, 
我 们 有 
(u, R(Z)w) = ((A — z)v, R(Z)w) = (v, (A - Z)R(Z)w) = (v,w) = (R(z)u,w). U 
固定 A 中 的 向 量 u, 对 非 实 复数 >, 我 们 定义 复数 值 的 函数 g(z) 如 下 : 
g(z) = (R(z)u, u). (14) 
为 了 显示 g(z) 5 u HR, 当 有 必要 时 我 们 记 g(z) = gu(z). 
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引 理 6 vu c H, d (14) 定义 的 9 满足 下 述 性 质 : 
(i) g 在 上 半 平 面 {z EC : Imz > 0} 内 是 z 的 解析 函数 , 且 其 虚 部 在 上 半 平 
面 内 是 非 负 的 ; 
(i) v|gu(iy)| < |ull?; 
(ii) lim ylmgu (iy) = ul 
(iv) 9(2) = g(2). 
证 明 g 的 解析 性 由 R(z) 的 解析 性 得 到 . id R(z)u A v; 则 


u = (A — z)v = Av - zv. (15) 
取 (15) 和 v 的 内 积 ; 由 (14), g = (v,u), 我 们 得 到 
g(z) = (v, u) = (v, Av — zv) = (v, Av) — z(v,v). (16) 
由 于 A 是 自 伴 的 , (v, Av) = (Av, v) = (v. Av) 是 实数 , 故 由 (16) 我 们 推出 
Img(z) = y(v,v), y= Imz. (17) 


这 证 明了 g(z) 的 虚 部 在 上 半 和 平面 内 是 正 的 , 此 即 (i). 
(ii) 根据 Schwarz 不 等 式 ， 
Igu(z)| = |(R(z)u, u)| < |LR(z)ul]l|ul] < || Rz) ||| Null? 
对 R(z) 利用 不 等 式 (13), 我 们 得 到 (ii). 
(iii) 取 (15) A u 的 内 积 ; 由 (14), gu = (v, u), 我 们 得 到 
llull? = (Av, u) — zgu(2). 
在 上 式 中 令 z = iy 并 取 实 部 : 
|u|]? = Re(Av, u) + yImgu (iy). (18) 
为 完成 (ui) 的 证 明 , 我 们 只 需 证 明 (18) Aie My ATF oo 时 趋 于 0. 为 此 ， 
我 们 首先 用 Schwarz 不 等 式 估 计 此 项 : 
[Re( Av, u)| < |(Av,u)| € I| Av|!]|ul]. 
为 证 || Av| ST 0, 我 们 把 Av 写 为 
Av = AR(z)u = (I+ zR(z))u. 
取 z = iy 并 利用 不 等 式 (13) 我 们 得 到 估计 式 
|| AR(iy)|| < 1+ y| R(y)l| < 2. (19) 
这 证 明了 算 子 AR(iy) 是 一 致 有 界 的 . 显然 , 只 需 证 明 对 H 中 的 一 个 稠密 子 集中 的 
u, AR(iy)u ÉF 0 BIT. 由 于 D 4 H "PRSE, 由 (13) 知 
| AR(iy)u|| = || Rliy) Auli < | R(iy)||||Aul| € || Aul|/v. 
(iv) 因为 R*(z) = RZ), RNA 
g(z) = (R(Z)u, u) = (R*(z)u, u) = (u, R(z)u) = (R(z)u, u) = g(2). o 
引 理 6 说 明 对 H 中 任意 的 u, 由 (14) 定义 的 函数 g(z) 满足 定理 3 的 假设 . 
此 , 当 Imz 是 正 数 时 , g(z) 可 以 表示 为 形式 (8): 
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(Riu wu) f un 
这 里 非 负 测度 n 依赖 于 向 量 u, 记 为 n = nau. H (iv), 表示 (20) 在 下 半 平 面 内 也 
成 立 . 
我 们 由 关系 式 (9) 和 引 理 (6)(1) 知 
nu(R) = ||u|]?. (21) 
对 任意 的 向 量 u M v, 我 们 把 (R(z)wu,v) 表示 为 (R(z)(u 土 v),u t v) 和 
(R(z)(u + iv), (u + iv)) 的 线性 组 合 . 这 推出 了 (R(z)u.v) 的 积分 表示 为 Cauchy 
变换 : 


(20) 


(Ryu v) = [ 1 
测度 nuv 可 以 用 nose 和 nouis 简单 地 表示 出 来 ; 参考 31.7 WAA (44). 

nuv 的 性 质 总 结 在 下 面 的 引 理 中 ， 
引 理 7 

I) Te 

(ii) na,» 对 u 线性 , xp v HAH, 

(iii) nu» X u fe v tap BKK: nou = Nur: 

(iv) ny,» HERZ < llullllvl]. 

证 明 与 31.7 节 中 引 理 7 的 证 明 相 同 ; CET nus 的 简单 的 显 式 表达 式 . O 


现在 我 们 应 用 第 31 章 定理 1. Hilbert 空间 H 上 的 一 个 有 界 的 、 斜 对 称 的 、 斜 
双 线 性 泛 函 blu, v) 可 以 唯一 地 表示 为 
b(u,v) = (Eu, v) 
这 里 EEH 上 有 界 对 称 算 子 . 引 理 7 说 明 对 任意 的 集合 S, nuls) 是 这 样 的 泛 
ER; 因此 存在 有 界 对 称 算 子 E(S) 使 得 
nau(9) = (E(S)u, v). (23) 


dn, v. (22) 


代入 (21), 我 们 得 到 
(Bow eres i, —4d(Eu, v). (24) 

我 们 断言 由 (23) 定义 的 算 子 ER 4 的 谱 分 解 , 即 它 们 具有 本 章 开始 定理 1 
中 所 列举 的 性 质 . 

WEBH (i) 根据 (23), 对 所 有 的 u,v, nu u(C) = 0, W (E(2)u,v) = 0; 这 使 得 
E(2) = 0. 另 一 方面 , 结合 (21) 和 (23), 我 们 得 到 对 所 有 的 问 量 u, 

(E(R)u, u) = n,(R) = ||ull? = (u, u). 

由 此 容易 推出 E(R) 是 恒 等 算 子 . 
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O40 TT 


(ii) 首先 证 明 算 子 R(z) MER. 为 证 明 此 ， 首先 注意 到 对 任意 不 是 实数 的 
复数 z 和 w, 算 子 R(z) 和 R(w) 交换 . 因此 , vu,v € H, 


(R(w)R(z)u,v) = (R(z) R(w)u, v). (25) 
我 们 利用 Rw) 的 伴随 重 写 (25) 的 左 端 . 再 在 表示 式 (24) 中 以 Rw 代替 v 得 到 
(R(z)u, R* (u)v) = f d (Eu, R' (w), v) z f —d(R(w)Eu, v). (26) 

在 表示 式 (24) 中 以 R(w)u 替换 u, RIES (25) 的 右 端 得 到 
f ——d(ER(w)u, v). (26^) 


Cauchy 变换 (26) 和 (26 ) Æ z 的 相同 的 函数 . 因此 由 引 理 4, 表示 测度 也 相同 : 对 
任意 的 可 测 集 S, 
(R(w)E(S)u, v) = (E(S) R(w)u, v). 
由 于 这 对 任意 的 u 和 v 都 成 立 , 故 对 任意 的 集合 S 和 任意 的 非 实 复数 w 都 有 
R(w)E(S) = E(S)R(w). 
为 了 证 明 EISNT)= E(S) E(T), 利用 预 解 恒等式 


BS (25) XX; 对 z 和 w 两 次 应 用 (24) 得 到 对 (25) AA W, 


ET 


现在 比较 (26) 和 (27). 再 一 次 应 用 引 理 4, 我 们 断定 在 这 两 个 公式 中 出 现 的 测度 相 
Fl. 因此 对 任意 的 可 测 集 S, 


(R(w)E(S)u,v) = / £50) acu, gi (28) 


此 处 cs(t) 是 集合 S 的 特征 函数 . 现在 应 用 公式 (24), 以 w 代替 z, 以 E(S)u ER 
u, 把 (28) 式 左 端 重 写 为 


— LA (EE(S)u, v). (28^) 
比较 (28 ) 和 (28) 式 的 右 端 . 我 们 再 一 次 应 用 引 理 4 断定 在 这 些 公式 中 出 现 的 测 
度 相 同 : 对 任意 的 可 测 集 T, 
(E(T)E(S)u, v) — [ soa 800. v) = (E(S n T)u, v). 


由 于 这 对 任意 的 向 量 u 和 v 都 成 立 , X E(T)E(S) = E(S OT), 这 证 明了 (ii). 
(ii) E 的 对 称 性 由 nu s (S) 的 斜 对 称 性 可 知 . 
(iv) 我 们 已 经 看 到 EM R= R(z) 交换 . 为 证 它 与 A 交换 , Wr v 是 A 定义 域 
中 任意 的 向 量 , 则 v 可 以 写 为 形式 v = Ru, u c H. 应 用 等 式 AR = I - zR, 得 到 
EAv = EARu = Eu + zERu. 


类 似 地 , HF E Al R 交换， 
AEv = AERu = AR(Eu) = Eu + zREu = Eu + z ERu. 
因此 , EAv = AEv, H EM D RE DA. 
(v) 假设 v 属于 A 的 定义 域 D. 因为 R(z) 把 H BRI D 上 , 我 们 可 以 把 v 5 
为 v= R(zyu. 选择 z =i. 设 工 表示 任意 可 测 集 . 利用 EM R 的 性 质 以 及 预 解 恒 
等 式 , 我 们 有 
(E(T)v, v) - (E(T) Ru, Ru) = (R' RE(T)u, u) = (R(-i) R(i) E(T)u, u) 


> 5; (RG) ~ R(-i)] E(T)u, u) 


1 1 1 
== bs 一 zu d( EE(T)u, u) 
1 1 
= | pp EETyu, u) = [ Ta 2 d (Eu. u). 
这 证 明了 
d(Ev, v) — 3d(Bu, u), v = R(z)u, 
因此 
(1 + t?)d( Ev, v) = d( Eu, u). 
由 此 可 知 , vv € D, 
f fa. « oo. (3) 
下 面 我 们 证 明 对 ve D, 关于 向 量 值 测度 Ev 的 Riemann 积分 
frire (4) 


收敛 . 为 此 , 考虑 及 的 有 限 区 间 S 和 S 的 任意 不 交 子 区 间 分 解 S = US, 每 一 个 
区 间 长 度 都 小 于 1. 与 此 分 解 对 应 的 Riemann 和 是 
>, t; E(S;)v = > tjvj, ij; € S;, (4^) 
此 处 v; 是 E(S;)v 的 缩写 . 由 性 质 (ii), 向 量 vj 是 互相 正 交 的 , 故 Riemann 和 (4°) 
的 范 数 的 平方 是 
2 ello. 


由 于 这 是 积分 (3) 的 Riemann Al, 它 对 所 有 的 分 解 是 一 臻 有 界 的 . 积分 (4) 的 收敛 
性 由 此 可 知 . 
为 确定 此 积分 的 值 , 我 们 取 H 中 任意 向 量 w. 设 了 是 任意 可 测 集 . 利用 前 面 
建立 的 E) RR 的 关系 , 我 们 导出 下 列 等 式 : 
(E(T)v, w) = (E(T) Ru, w) = (RE(T)u, w) 


1 
= | —d(BEIT)u, v) = | Imo. 
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这 证 明了 d( Ev, w) — — (Eu, w), 
从 而 | 
(t — z)d(Ev. w) = d( Eu, w). 

在 上 式 右 端 取 u= (A — z)v 得 到 

td( Ev, w) = d( EAv, w). 
ERER 上 积分 , 我 们 推出 

f cmo = (Av, t). 
左 端 是 积分 (4) 与 w 的 内 积 ; HF w 是 任意 的 , 故 

[tape = Ap. 

定理 1 得 证 . o 


推论 $2 B&F A” RAUR, MWe H, 
(A'r,v) = f tar. k & n. (29) 


习题 1 证 明 关 系 式 (29). 
我 们 现在 简要 给 出 另外 两 种 构造 自 伴 算 子 谱 分 解 的 途径 . 


32.2 ”利用 Cayley 变换 构造 谱 分 解 


下 面 我 们 给 出 von Neumann 利用 自 伴 算 子 A 的 Cayley 变换 
U — (A - i (A^ i)? (30) 

给 出 的 构造 谱 分解 的 原始 方法 . 
定理 8 X UARBXA.FUXAXAHS H 上 的 保 范 映射 . 

证 明 AFAT Atif D(A) 一 对 一 的 映 到 已 上 , UH RE HE. 我 
们 断定 U 是 保持 范 数 的 . 为 此 , Yu € H, 8 v 和 w 为 向 量 

v—(A-i)!u, w= Uu. 
则 
(A+ijv =u, (A-i)v=w. 
取 内 积 并 应 用 4 的 对 称 性 , 我 们 得 到 
all? = ((A+i)v, (A +i)v) = || Avl]? [Iv]? +i[(v, Av) — (Av, v)] = || Av||? + Ilol]? 
类 似 地 
lwil? = ((A — i)v, (A - i)v) = || Av]?  [IvI?. 

这 证 明了 U 是 保 范 的 . o 
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习题 4 uH (A? +N dE H El AT 的 定义 域 上 . 


Wt aO) 是 任意 次 数 不 大 于 2n 的 多 项 式 . 由 引 理 9 HM, q(A) CA? + 了 ~" 是 处 处 
有 定义 的 有 界 算 子 . 


习题 5 ”证 明 若 多 项 式 4 的 系数 是 实数 , 则 (AA? +)" 是 对 称 的 . (提示 : 首 
先 证 明 A” 的 定义 域 在 H PAE.) 


谱 映 射 定理 的 如 下 形式 成 立 . 
引 理 10 ik q 是 次 数 不 大 于 2n 的 实 系数 多 项 式 , 7( 和 ) = 40)07 +1)", M r(A) 
的 谱 由 所 有 的 形 如 7( 入 ) 的 实数 o 构成 , 这 里 入 GR A 的 广义 谱 ， 
WEBB id 
r(A) - e = [q(A) - (A? + 1)^](? +1)". 
q(4) — o (A? +1)" ARAM HSH LJ. 把 上 式 分 解 为 


k 2(n—k) 


ra) -e- [[(à- 5? +43) [I[ 6-290? +1". (33) 
于 是 
大 2(n-k) 
r(A)-oI=]]((A-»D°?+5N [| (4-n(4^ +I. 
1 1 
部 分 积 


k 
I[«A - oD? + nc? + 7)* 


1 
E H 2) H EROS ARRAY. 余下 的 因子 是 H 到 五 上 的 一 对 一 的 映射 , Hi 
当 所 有 的 X 属于 A 的 预 解 集 且 分 子 的 所 有 0 点 个 数 为 2n 个 . 由 (33), r(A) = e, 
EHER r(A) 一 of 可逆 的 两 个 条 件 可 以 投 述 为 : 对 A 的 谱 中 任意 的 和 , r(A) x 0 
H. r(oo) z c. [] 


根据 引 理 9 和 习题 4, 对 上 面 的 有 理 函 数 r(A), r(A) 是 有 界 对 称 算 子 . 现在 应 
用 第 31 章 定理 3: ||r(A)|| 等 于 r(A) 的 谱 半 径 . 根据 引 理 10, r(A) 的 谱 是 r(A) 在 
A 的 广义 谱 o(A) 上 的 值 域 . 因此 

IIrCA)]| = IE Ir(A)]. (34) 

上 面 描述 的 有 理 函 数 构 成 了 实数 域 上 的 一 个 代数 .我 们 断言 它们 分 离 广 义 实 
数 轴 的 点 . 显然 , 若 Xi 和 A。 有 相同 的 符号 , (和 ?十 1)-! FEAL 和 A2 处 值 不 相等 ; 当 
Ai 和 Ao 中 有 一 个 为 oo 时 也 是 这 样 . FFA. 和 X 有 相反 的 符号 , 则 和 A(X? 十 1)-1 分 
离 它们 . 而 且 常 数 函 数 也 在 此 代数 中 . 我 们 现在 应 用 如 下 定理 . 
Stone-Weierstrass 定理 ”如 果 紧 Hausdorff 空间 Q 上 的 实数 值 连 续 函 数 构 成 的 
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一 个 代数 分 离 Q 中 的 点 且 包 含 常数 函数 , MEAD 上 的 连续 函数 空间 C(Q)( 赋 以 
最 大 值 范 数 ) 内 是 稠密 的 . 

证 明 参 考 13.3 7. 

由 此 知 上 面 定 义 的 有 理 函 数 rA) 在 A 的 广义 谱 (4 的 谱 加 入 点 oo 的 紧 化 ) 
上 的 连续 函数 空间 中 是 稠密 的 . 即 每 个 这 样 的 连续 函数 f 都 可 以 用 一 列 有 理 函 数 
— BOR: 

limr = f. 

由 此 {rk} 是 一 个 Cauchy F): 


一 A) — 0. 
‚max in. (X re(A)| 


由 (34), 34 k, F oo 时 , [[r (A) — re(A)|| AF 0. SET. r(A) 的 范 数 极限 定义 
Al f(A). | 

容易 验证 我 们 刚刚 定义 的 函数 演算 具有 第 31 章 定理 5 中 列举 的 所 有 性 质 . 这 
个 函数 演算 , 与 在 31.3 节 中 所 做 的 一 样 , 可 以 用 来 构造 算 子 4 的 谱 分 解 . 沿 着 31.5 
节 的 思路 可 以 构造 出 谱 表示 . 
Hid 微分 算 子 (包括 常 微 算 子 和 偏 微 算 子 ) 是 第 一 类 被 建立 起 谱 理论 的 无 界 算 子 ， 
我 们 将 在 在 第 33 章 中 讨论 它们 . 无 界 积 分 算 子 的 第 一 个 一 般 的 谱 理论 是 Carleman 
在 奇异 积分 算 子 的 框架 下 发 展 起 来 的 . 

在 参考 文献 中 , 我 们 列举 了 一 些 自 伴 算 子 谱 理论 的 早期 著作 . 
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第 33 章 ” 自 伴 算 子 的 例子 


自 伴 算 子 的 定义 要 求人 们 将 算 子 的 定义 域 十 分 精确 地 描述 出 来 ， 在 许多 情况 
下 , 这 是 可 能 的 , 但 是 对 于 大 多 数 定义 在 域 上 的 满足 各 种 边界 条 件 的 变 系数 偏 微分 
算 子 而 言 , 准确 刻画 它们 的 定义 域 几乎 是 不 可 能 的 , 也 是 毫 无 意义 的 , 因为 这 类 算 
子 基本 上 都 是 通过 某 种 合适 的 延 拓 过 程 而 定义 的 . 在 本 章 的 第 一 部 分 , RITR Am 


33.1 ”无界 对 称 算 子 的 延 拓 


EX AT C 称 为 算 子 B 的 延 拓 , WR C 的 定义 域 包 含 了 B 的 定义 域 , 并 且 在 
它们 的 公共 定义 域内 , 有 Cu = Bu. 
设 H X Hilbert ZA], D(B) 为 五 HRA Sl, B D(B) El H 内 的 对 
称 算 子 : 
(Bu, v) = (u, Bv) (1) 
其 中 u,v 为 D(B) 中 任意 向 量 . 我 们 提出 如 下 问题 : 
(i) REAM B 延 拓 为 一 个 自 伴 算 子 ? 
(ii) 有 多 少 种 延 拓 方 式 ? 
(iii) 通过 何 种 过 程 ? 
首先 回忆 一 下 闭 算 子 的 定义 . 闭 算 子 是 一 个 图 像 为 H xH 中 的 团子 集 的 线性 
AT. 用 收敛 的 语言 叙述 如 下 . 
EX 设 C 是 从 五 的 稠 子 空间 D(C) 到 五 内 的 算 子 , 如 果 由 DO 内 的 向 量 列 
{un} KAF u € H, A {Cu} 在 互 中 收敛 于 w, TARH u 属于 C 的 定义 域 
D(C) H Cu = w, WHR C 是 一 个 闭 算 子 . 
我 们 现在 刻画 如 何 将 一 个 稠 定 的 对 称 算 子 B 延 拓 为 闭 的 对 称 算 子 , 并 且 这 种 
延 拓 为 最 小 延 拓 ; 与 此 同时 , 我 们 称 B 的 这 种 最 小 延 拓 为 B 的 闭 包 , 用 BER. 
FER D(B) 内 的 向量 列 {un}, 设 {un} KAF u, {Bun} 收敛 于 w. 在 (1) 中, > 
u = un, II) 
(Bun, v) = (un, Bv). 
&n— 0, 得 
(w,v) = (u, Bv) rj 
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Et v X D(B) 中 的 任意 向 量 . 由 于 DB) 在 H 内 稠密 , 所 以 (17) 中 的 向 量 w 由 
u 唯一 决定 . 

定义 ”由 Bwu = w 定义 的 算 子 称 为 B 的 闭 包 , 其 中 u, u 满足 (1). B 的 闭 包 用 B 
Am. 

习题 1 证 明 : EBD CEMENT B 的 延 拓 , N C 也 是 B 的 延 拓 . 


定理 1 设 电 为 稠 定 对 称 算 子 , Bo Bim, m 
(i) BAM; 
(ii) B 是 对 称 的 ; 
(iii) 对 任意 非 实 的 复数 z, B-z 将 D(B) 一 一 地 映 为 H 中 的 一 个 闭 子 空间 . 
WERA (i) 由 B 的 构造 可 得 B 是 闭 算 子 . 
(i) 为 证 B 是 对 称 的 , FEN D(B) 中 的 向 量 v, 设 (vs) 为 D(B) FRI ET, 
H v, > v, Bv, > Bv; 在 (1) 中 , 令 v=wn; 令 n 一 oo, 得 
(Bu, v) = (u, Bv), 
即 B 是 对 称 的 . 
(iii) Hz 为 任意 非 实 的 复数 , u 为 D(B) 中 的 向 量 . 用 f 表示 向 量 (B z)u. 
将 J 5 u 作 内 积 : 
(Bu, u) — z(u, u) = (f, u). 
因为 B 是 对 称 的 , 左边 第 一 项 是 实 的 ; 由 等 式 两 边 的 虚 部 相等 , 所 以 
IImz| - ||u||? = |Im(f,u)| < | Null. 
由 此 不 等 式 , 得 
1 
lImz| 
此 不 等 式 隐 含 了 算 子 B-z 是 一 对 一 的 . 
B {fn} 为 B-z 值 域内 的 收敛 于 fe H 的 一 列 向 量 : 


| 中 | < 


ILII- (2) 


(B mi Z)Un = Fa (2 ) 
由 (2), {un} 在 五 中 收敛 于 同 量 u. 由 (2), {Bun} 收敛 . 由 于 BRMAT, 所 以 
u 属于 BAHT MIRA Bu = f + zu, Bl f RF B-z 的 值 域 . L1 


下 面 是 两 个 有 用 的 推论 . 
推论 1 自 伴 算 子 4 是 闭 的 . 
证 明 ”由 定理 1 的 (ii), A 是 对 称 的 且 A 的 定义 域 包含 在 A 的 定义 域内 . 由 
于 A' 和 4 有 相同 的 定义 域 , 从 而 推论 得 证 . 口 
结合 推论 1 与 习题 1, 我 们 导出 如 下 推论 . 
推论 1 ZARF 4 是 稠 定 对 称 算 子 B 的 延 拓 , 则 A 也 是 B 的 延 拓 . 
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下 面 的 定理 给 出 了 对 称 算 子 为 自 伴 算 子 的 一 个 充 要 条 件 . 
定理 2 对称 算 子 A 是 自 伴 的 , 当 且 仅 当 每 个 非 实 的 复数 z 都 属于 A 的 预 解 集 . 
证 明 ”由 第 32 章 定理 5, 每 个 非 实 的 复数 都 属于 自 伴 算 子 的 预 解 集 . 因此 , 我 
们 只 要 证 明 此 结论 的 逆 成 立 . 设 z 为 某 一 非 实 的 复数 且 z 和 三 都 属于 4 的 预 解 
集 , 我 们 先 证 (A — z)-! 是 (A — z)-? 的 伴随 , 即 证 : 对 H 中 的 任意 向 量 f 和 g, 


((A—z)-!f,9) = (f£, (A- 2) !g). (3) 
为 此 , 我 们 简 记 
(A-2)!f-2z, (A-2) !g- y. (4) 
Hid (3) A 
(z, (A — Z)y) = ((A - z)z. y). (4) 


因为 4 是 对 称 的 , 所 以 对 A 的 定义 域内 的 所 有 m 和 y, (4^) 都 成 立 . MAA A-z 
和 A-z 的 值 域 为 H, 所 以 (3) 对 所 有 f, ge H 都 成 立 . 
现在 证 明 A 是 自 伴 的 . 由 于 A 是 对 称 的 , 只 需 证 明 : d$ v 属于 4* 的 定义 域 ， 
U v 属于 4 的 定义 域 且 A*v = Av. X A'v = w, 则 对 D(A) 内 所 有 z, 
(Az, v) = (x, w); (5) 
此 式 两 边 减 去 z(x,v), 有 
((A — z)z, v) = (x, w — zv). 
4 g =w — zv; 由 (3) M (4), 得 到 
(f,v) = ((A— z)! f, w — zv) = (f, (A - Z) (w - zv)). (5) 
由 于 对 D(A) 内 的 所 有 x, (5) 成 立 , 所 以 (5) 对 A 内 的 所 有 f 成 立 ， 因 此 ， 
v —(A-Z)!(w-zv) MAW (A-z) 的 值 域 为 D(4), iX v 属于 D(A). 用 
(A — z) 作用 , 可 得 Av = w; 从 而 A*v = Av. = 


注 记 “在 上 述 证 明 中 , 我 们 仅 用 到 了 假设 : 存在 某 个 非 实 的 复数 z, 使 得 z M z JR 
T A 的 预 解 集 . 
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本 节 将 给 出 一 些 对 称 算 子 延 拓 的 例子 , 刻画 自 伴 算 子 延 拓 的 可 能 性 . 
例 1 


EX RH X) Hilbert 空间 L?(R), CCAR 上 的 有 紧 支 集 的 一 阶 可 微 函 数组 成 的 
全 体 , 设 B 为 作用 在 D(B) = C) 上 的 算 子 i(d/de). 
命题 B Rupe Ae B 是 自 伴 的 . 

证 了 明 ”利用 分 部 积分 法 , 可 以 证 明 B 是 对 称 的 . 令 z 为 任 一 复数 , B-z HE 
域 由 形 如 
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Dd A ER AR 


i—u-zu=f, u € G, (6) 
的 所 有 函数 f 组 成 . 两边 用 eT ER: 
iE (eztu) = eiZT f. (6^) 
YR 上 积分 ; 由 于 u 的 支 集 为 紧 集 , 故 B-z 值 域内 的 每 个 函数 S 需 满足 
0= f = e*t f(x)dz. (7) 


反之 我 们 断言 : R 上 的 每 个 满足 (7) 的 Co Cf 都 属于 B- z 的 值 域 . 这 是 因 
为 , 定义 


uz) - i f " iY) p(y)dy. (8) 


BR u 有 连续 的 导 函 数 并 且 若 f ERKE S 外 为 0, 则 (7) 和 (8) AT u 在 区 
[B] S 外 也 是 0. 

由 于 函数 eizz ER 上 非 平方 可 积 ,所 以 及 上 的 满足 条 件 (7) 的 所 有 紧 支 集 的 
连续 函数 组 成 的 集合 在 LR) 中 稠密 . 根据 定理 (1) 的 (iii), 对 于 每 个 非 实 的 复数 
z, B — z 的 值 域 是 闭 的 , 从 而 为 整个 空间 H. 又 因为 B-z 是 一 对 一 的 , 所 以 z JR 
T B 的 预 解 集 . 根据 定理 2, B 是 自 伴 的 . 

闭 包 为 自 伴 的 对 称 算 子 称 为 本 性 自 伴 算 子 . 口 


例 2 


EX SH J Hilbert 空间 L?(R,), C) 表示 Re 上 有 紧 支 集 的 一 阶 连续 可 微 函 
数 的 全 体 . 设 B 为 定义 在 D(B) = C, 上 的 算 子 i(d/dz). 
命题 B 是 对 称 的 , 但 是 其 闭 包 B T. B E89; 此 外 , B 不 存在 任何 自 伴 延 拓 . 

证 明 由 于 B 的 定义 域内 的 所 有 函数 了 在 0 和 co 的 附近 为 0, 所 以 可 以 借助 
于 分 部 积分 法 证 明 B 的 对 称 性 . 如 例 1 的 讨论 , 对 于 非 实 的 复数 z, 同样 可 证 明 : 
MEA R 内 的 紧 子 集 的 连续 函数 f 属于 B-z 的 值 域 , 当 且 仅 当 

0z IM ei? f(x)dx. (9) 
0 

当 Imz < 0 时 , 函数 e/7* ER, 上 非 平方 可 积 , 因此 满足 (9) 的 所 有 Co 函数 f 组 
成 的 集合 在 L?(R;) = H 内 是 稠密 的 . 由 定理 2, B-z 的 值 域 为 整个 Hilbert 空间 
H. 

当 Imz > 0 时 , 函数 eizT ER, 上 平方 可 积 , 因此 B — z 的 值 域 由 H 内 的 所 
有 满足 正 交 条 件 (9) 的 函数 f AR. 故 B 不 是 自 伴 的 . 

我 们 再 证 B 不 存在 任何 自 伴 延 拓 . 若 不 是 这 样 , 假设 A 是 B 的 一 个 自 伴 延 
拓 ; 注意 , 由 推论 1, 这 样 的 延 拓 4 也 是 BB. 由 于 BARBER, AMF 
在 向 量 v 属于 A 的 定义 域 , 但 不 属于 B 的 定义 域 . > z 为 任 一 复数 县 Imz < 0, 
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则 由 上 述 证 明 , B — z 将 DB) 映 为 整个 空间 H. 因此 DB) 内 存在 函数 u 使 得 
( 互 -zu=(4->z)o. HF A Æ BKM, FÜ (A-z)(v—u) =0, 但 这 是 不 可 
能 的 , 除非 v 一 wu = 0; 因为 4 是 对 称 算 子 , 由 定理 1, 对 于 复数 z (Imz < 0), A-z 
无 非 0 的 零 向 量 . 因此 , v 一 w= 0, 但 这 又 与 向 量 v 的 选择 矛盾 . 口 
例 3 
EX $ H=120,1), C) 为 定义 在 [0,1] 上 的 且 在 端点 z = 0,z = 1 取 值 为 0 的 
所 有 连续 可 微 函数 u 的 全 体 . 设 B= i(d/dz) 为 定义 在 D(B) = O 上 的 算 子 . 
命题 B 是 对 称 的 , AE BLAH. BA AEH. 

ERA B 的 对 称 性 可 由 分 部 积分 得 到 . 如 上 述 例 子 , 我 们 同样 可 以 证 明 : B-z 
的 值 域 , 其 中 Imz 40, 由 OL? 内 所 有 满足 正 交 条 件 

T e? f(23)d z = 0 
0 

的 函数 f 组 成 . 根据 定理 2, B 不 是 自 伴 的 . 

我 们 现在 构造 B 的 一 个 自 伴 延 拓 . 
EX Sa 为 绝对 值 为 1 HBR lol = 1, Ho z 1. 定义 A, AAT i(d/dx), 作 
用 在 满足 边界 条 件 : 

u(1) = au(0) 

的 所 有 C! RH u 组 成 的 空间 上 . BR, A, 是 B 的 一 个 延 拓 . 


习题 2 证 明 Aa 是 对 称 的 . 
现在 要 证 明 A, 的 闭 包 是 自 伴 的 . 取 复 数 z, Imz #0, 我 们 断言 : 每 个 连续 函 

数 属于 A, 一 z 的 值 域 . 要 证 明 此 断言 , (6) 从 0 到 z 积分 . BA c RA u FEO 
点 的 值 , 则 

ulr)=c- if eu 一 z) F(y)d y. 
特别 地 ， 

1 P 
ul)=c- if ei (Y-) f (4d y. 


4 u(1) = ac 为 关于 c 的 方程 . 由 于 a 41, 此 方程 有 唯一 解 . 
由 于 连续 函数 在 L? RAR, 从 而 Aa 一 z 的 值 域 在 L? SE. 因此 4。 - z 
的 值 域 为 整个 空间 H. 由 定理 2, Au 是 自 伴 的 . 口 


上 述 这 些 例子 很 好 地 揭示 了 对 称 算 子 的 延 拓 问题 . 更 一 般 的 结果 归功 于 von 
Neumann. 


定理 3 4- C 为 作用 在 Hilbert 空间 H 内 的 稠 定 闲 对 称 算 子 . WEER I, C-z, 
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Imz 关 0, 的 值 域 为 H MASSA. 
(i) 对 于 虚 部 大 于 0 的 所 有 复数 z: Imz > 0, C-z 的 值 域 的 余 维 数 都 是 一 样 
ay. 类似 地 , 对 于 虚 部 小 于 0 的 所 有 复数 z: Imz < 0, C — z 的 值 域 的 余 
维 数 也 都 是 一 样 的 . 我 们 分 别 用 n+ de no 表示 这 两 个 余 维 数 ， 它们 称 为 
算 子 C 的 亏 指 数 . 
(i) C 有 自 伴 延 拓 , 当 且 仅 当 ny = n. 
证 明 ”我 们 简要 给 出 (ii) 的 证 明 . JE C 的 Cayley 变换 : 
V-(C-i(C-ci)!. (10) 
V 将 C+i 的 值 域 映 为 C 一 i 的 值 域 . 采用 第 32 HEHE 8 的 证 明 方法 可 证 , VE 
等 距 算 子 . 显然 , SEAT V 可 以 被 延 拓 为 一 个 西 算 子 , 当 且 仅 当 V 的 定义 域 和 
值 域 有 相同 的 余 维 数 . 假设 n =n, 则 站 可 以 被 延 拓 为 酉 算 子 ; 用 URR V 的 
一 个 西 延 拓 . 
我 们 断言 : U Ww Cayler 变换 
A —i(I4 U)(I- U)! (10°) 
为 C 的 自 伴 延 拓 . 首先 要 证 明 : U 存在 Cayler X, Bl 1— U 无 非 平凡 的 零点 . 假 
x (I- Un = 0. 由 伴随 的 定义 , 对 任意 向 量 y, 
0 = ((I— U)n, y) = (n, (4 - U’)y). 
mn 5 I- U 的 值 域 正 交 . X U BBR, I- U 的 值 域 等 于 (I- U')U = 
U- U U= U- IWER. 
由 公式 (10), V- I= -2i(C+iD-!. 定理 1 蕴含 了 (C+iD-! 的 值 域 即 V- I 
的 值 域 为 C 的 定义 域 , 从 而 为 H 的 稠密 子 空间 . X U 为 V 的 延 拓 , 从 而 TI- U 
HERES I- VERE, 进而 也 是 H 的 稠密 子 空 间 . 这 样 我 们 证 明了 n = 0. 故 
I- Un. 由 (10), A 的 定义 域 正 是 T- U 的 值 域 , 从 而 A BRT. 
我 们 再 来 证 明 A 是 对 称 的 . $ wu 为 A 的 定义 域 中 的 两 个 向 量 . 由 (107), 
(Au, v) = i((I+ U)(I— U)^!u,v). 
由 伴随 的 定义 , 上 式 右边 等 于 
i(u, (I — U*)^! (I-- U*)v). 
注意 到 U EBAT, U = U; 因此 上 式 又 可 以 整理 为 
i(w, (I- U!) UI+ U )v)-i(u, (U- D^! U(14- U !)v) 
—i(u, (U— I)! (U + Dv) = (u, Av). 
最 后 一 步 , 我 们 用 到 了 (107) 中 的 两 个 乘积 因子 可 换 这 一 事实 . 故 A 是 对 称 的 . 
要 证 明 A 不 仅 是 对 称 的 而 且 还 是 自 伴 的 , 只 需 证 明 : 每 个 非 实 的 复数 z 都 属 
于 4 的 预 解 集 . 由 (10), 有 
A-zI=i(l+ U+iz(I- U))(I— VU)“ =i((1 +iz)I+ (1 — iz) U)(I - U). 
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由 31.7 35, 每 个 西 算 子 的 谱 位 于 单位 圆周 上 . 因为 对 每 个 非 实 的 复数 z, itiz 不 可 
能 在 单位 圆周 上 , 所 以 上 式 右边 的 第 一 个 因子 将 H 映 为 H; 第 二 个 因子 将 A 的 定 
义 域 映 为 H. 这 证 明了 A — zI 将 A 的 定义 域 一 对 一 地 映 为 H, BD z 属于 4 的 预 
解 集 . D 


习题 3 证 明定 理 3 AH (i). 
习题 4 计算 例 1、 例 2 和 例 3 的 亏 指 数 . 


定理 3 有 如 下 重要 推论 . 
推论 KK AÈ Hilbert 空间 , BA K 上 的 稠 定 对 称 算 子 , 则 BAAD KHL 
化 空间 上 的 自 伴 延 拓 . 

证 明 天 MMU H =K +iK, 所 以 BEH LA-TP+ RRP. 注 
意 到 H LE8—^ BAI JESE: utiv = iv, u,v AK 中 的 向 量 . 此 共 轿 运算 
与 B 的 作用 可 换 . 

用 C 表示 B 的 闭 包 , W C 也 与 H EWER. 因此 C 一 zI 的 值 域 为 
C-—zI (JB 5855 3596, 从 而 C— zI 值 域 的 余 维 数 等 于 C 一 zI 值 域 的 余 维 数 . 这 
证 明了 C 的 亏 指数 相等 ; 由 定理 3, CH AMM. o 


33.3 Friedrichs 延 拓 


本 节 我 们 将 刻画 Friedrichs 建 立 的 一 种 重要 的 延 拓 方 法 . 用 此 方法 可 以 将 一 大 
类 对 称 算 子 , 如 Schröedinge IF, 延 拓 为 自 伴 算 子 . 
eM KL AVE Hilbert 空间 H 内 的 稠 定 对 称 算 子 , D 为 工 的 定义 域 . 我 们 
称 工 是 下 半 有 界 的 , 如 果 存 在 常数 c, 使 得 对 于 D 内 的 任意 向 量 u, 成 立 不 等 式 
cllull? < (u, Lu). (11) 
本 节余 下 的 部 分 , 我 们 假设 (11) 中 的 常数 c 为 1; 否则 , 考虑 L AIL 其 中 入 
为 充分 大 的 正 数 . 在 D 上, 定义 新 内 积 (v,w)L: 
(v, u)r — (v, Lu). (12) 
L 的 对 称 性 保证 (vu) 为 斜 对 称 的 , L 的 下 半 有 界 性 使 得 (vu), JER, 而且 
(u, u), = 0 4 HfX24 u —0. 在 D 上 ,定义 工 范 数 : 
lulls = (u, u)£. 
由 (11), D 中 每 个 向 量 u 的 工 范 数 不 小 于 它 的 初始 范 数 : 
Iul] € julis. (11^) 
一 般 地 , 线性 空间 D dE L 范 数 下 不 是 完备 的 , 我 们 用 HL 表示 D 在 此 范 数 下 
的 完备 化 ; 它 是 一 个 Hilbert 空间 . 回忆 一 下 , Hi 中 的 每 个 元 都 是 D 中 工 范 数 下 
的 Cauchy 列 的 等 价 类 . H (11°), D 中 工 范 数 下 的 Cauchy 列 也 是 H 中 范 数 下 的 
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Cauchy 列 , 从 而 在 H 中 也 收敛 . 因此 , 我 们 自然 地 定义 了 一 个 HL 到 H 内 的 线性 
映射 . 为 方便 起 见 , 我 们 用 Cauchy 列 的 等 价 类 中 的 代表 元 来 表示 该 等 价 类 . 
引 理 ”上述 定 义 的 映 : Hr OH 是 一 对 一 的 . 
WEAR 设 {un} A D PR LA FHI Cauchy Fi, W {wun} 在 Hr 和 五 内 依 

各 自 的 范 数 收敛 , 我 们 分 别 用 wr 和 u 表示 相应 的 极限 . 由 L 内 积 的 定义 ,对 DD 中 
的 每 个 向 量 v, 有 

(tn, v), = (Un, Lv). 
4 n — oo, N 

(u., v); = (u, Lv). 
因此 u^ 与 任意 向 量 v 的 工 内 积 完全 由 唯一 确定 . 由 于 DTE Hi NA, 所 以 
ur 完全 由 u 确定 . g 


由 上 述 引 理 , 我 们 将 上 述 映射 H, 一 互 看 作 是 Hi 到 H 内 的 嵌入 . 因此 , 我 
们 可 以 将 Hi 看 作 是 H 的 子 空间 . 注意 D 包含 在 Hi A. 
接 下 来 , 我 们 定义 LHI Friedrichs 延 拓 L^. 固定 9 为 互 中 的 向 量 , 定义 


£v) = (v, g), | (13) 
HE+ v A PHAM, 则 ev) AH 上 的 有 界线 性 泛 函 : 
I£(v)l < Ilol] ligi]. (14) 
由 (11), 对 于 A, 内 的 所 有 向 量 v, 有 
le(v)| < Ilvllz lgl]. (14^) 


因此 £(v) 为 A, ERA FRYE A. 由 Riesz-Frechét 表示 定理 , 在 Hj 内 存在 唯 
一 的 向 量 w, 使 得 
&(v) = (v, w)L, (13/) 
其 中 v Hy 中 的 任意 向 量 . 我 们 用 DE 表示 所 有 这 种 向 量 w 组 成 的 集合 , 即 
pr = [wem 存在 gc H, 使 得 对 任意 v € Hr, H 
有 (v, w), = (v,g) 

因此 , 对 于 D” 中 的 每 个 向 量 w, 存在 向 量 ge H 使 得 (13) 和 (13^) RZ, 此 

时 , g 由 w 唯一 确定 ; 从 而 我 们 有 映射 : 


L'w-g, teDE. (15) 
易 见 , L” 是 D' 到 H 内 的 线性 映射 , 并 且 对 每 个 we D^ 和 we Hi, 有 
(v, w)r = (v, LE w). (16) 


我 们 要 证 明 L” 是 工 的 一 个 自 伴 延 拓 . Wu DD 中 的 向 量 , > g= Lu, 由 五 的 对 
PTE, 对 于 D 中 的 每 个 向 量 vw, 有 


£(v) = (v,g) = (v, Lu) = (v, u)L. 
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由 于 D 在 Hr Pik L 范 数 稠密 , 所 以 上 式 对 Hr 中 的 每 个 向 量 v 成 立 ， 因 此 
u € DF, LEu = Lu, 即 DD 是 Dr 的 子 空间 , LE AL ATER. 
定理 4 LF 是 工 的 自 伴 延 拓 . 

证 明 ”首先 证 明 LF 是 对 称 的 . 将 (16) 中 的 向 量 o 限制 到 Dr 中 , 并 交换 w 

和 的 位 置 , 则 

(w, v)L = (w, Lv). 
由 于 两 个 内 积 都 是 斜 对 称 的 , 所 以 

(v, w); = (Lv, w); 
与 (16) 对 比 , W) 五 ”是 对 称 的 . 

由 DF 的 构造 过 程 , H 中 的 每 个 向 量 g 都 可 以 唯一 确定 DY 中 的 向 量 w, 从 
而 (15) 中 的 向 量 w 由 9 唯一 确定 . 因此 , L^ 是 De 到 H Eus SET. 

若 用 M 表示 LE 的 逆 , 则 LF 的 对 称 性 蕴含 了 M 的 对 称 性 . 由 第 32 章 一 开 
始 的 Hellinger-Teeplity 的 证 明 ， 对 称 算 子 M 是 有 界 的 , 进而 每 个 非 实 的 复数 z 都 
属于 M 的 预 解 集 ( 见 第 31 章 定理 2). 因此 , 由 公式 

z!I-M!-M!(M-zlI)! (17) 
得 , z-! 属于 M- 的 预 解 集 . 根据 定理 2, HHATM'=- LP 是 一 个 自 伴 算 子 - 口 


习题 5 证 明 对 称 算 子 的 逆 是 对 称 的 . 
我 们 现在 给 出 几 个 下 半 有 界 算 子 及 其 Friedrichs 延 拓 的 例子 . 


例 4 X H-—L?(0,1), L= —(d?/da?) +q 为 定义 在 C2(0,1) 上 的 稠 定 算 子 , 其 中 
q 为 [0,1] 上 的 实 连续 函数 . 由 于 D) 中 的 每 个 函数 u 在 端点 的 值 为 0, 由 分 部 积 
分 得 到 : 

lull? = (u, Zu) = | (u? + qu2)de. 
HM q 使 得 c = ming > 0, 则 不 等 式 (11) 成 立 , 即 L FEER. 余下 的 部 分 , 我 们 
仍旧 假设 c = ming = 1. 


命题 Hy 内 的 每 个 函数 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 , 在 端点 上 取 值 为 0. 
WERA tuce C2,a,be [0,1], a « b, MH Schwarz PER, 得 
b 3 
f u.dz| <vb-a f u2d z) < vb — alļlullz. (18) 
AK L 范 数 下 的 每 个 Cauchy 列 都 是 一 致 收敛 的 , 其 在 Hz 内 的 极限 u 在 端点 取 值 
为 0 并 且 满 足 (18). 口 


由 上 述 命题 及 DL") 包含 在 Hr 内 的 事实 , Friedrichs 延 拓 算 子 LP 的 定义 域 
内 的 每 个 函数 须 满 足 零 阶 Dirichlet 边界 条 件 . 


lu(5) — u(a)| = 
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习题 6 证 明 例 4 中 的 算 子 工 的 闭 包 不 是 自 伴 的 . 


习题 7 t H=1201,4 L X X 3 C?(0,1) 上 的 算 子 -(d/de)p(d/de) + q, 
这 里 p KHERA, q 为 连续 函数 , 证 明 LU 定义 域内 的 每 个 函数 以 在 [0,1] 
上 连续 、 在 两 端点 上 取 值 为 0. 


例 5 设 G 为 xz,y 平面 内 的 有 界 域 , HAG 上 的 平方 可 积 函 数 空间 L(G), > L 
为 定义 在 C8(G) 上 的 算 子 -A = -(02 + Of). 

命题 若 G 有 光滑 边界 , M Lf 定义 域内 的 每 个 函数 , 依 下 列 意义 , 在 G 的 边界 上 
为 0: 当 曲 线 C, BE G 的 边界 曲线 C,， 以 及 C, 的 切线 趋 近 C 的 切线 时 , 积分 


/ u?ds 
# F 0. 


习题 8 ”证 明 此 命题 . (提示 : 证 明 lul} = fuz  uj)d zd y.) 
习题 9 ”证 明 例 5 PART LATER oc. 


33.4 Rellich 扰动 定理 


本 节 将 给 出 Rellich 扰动 定理 . 粗略 地 讲 , 此 定理 是 说 , 自 伴 算 子 4 县 加 上 一 
个 与 A 相 比 较 而 并 “不 太 大 ”的 对 称 算 子 T, 所 得 的 和 A+ T DEB FER. 
定理 5 ik A 为 作用 在 Hilbert 空间 互 内 的 自 伴 算 子 , T MERE H 内 的 对 称 
RF, 其 定义 域 包 含 了 4 的 定义 域 D(A), 并 且 在 下 列 意义 下 , THA): 存在 非 
负 常 数 a 和 b,b<1, 使 得 D(A) 内 的 每 个 向 量 u 满足 不 等 式 
|| Tu[|* < a?||u|[? + &?|| Aull?, (19) 
则 A+ TA D(A) 上 是 自 伴 的 . 
证 明 ”首先 证 明 算 子 A+ TRA. 在 不 等 式 (19) 两 边 取 平方 根 , 有 
|| Tu|| < allull + || Aul. (19") 
B uc D(A), lii 
Au = (A + T)u — Tu. 
因此 ， 
|| Aul| < (A4 + Tel] + || Ful] € ||(A + T)ul| + allel] + b|| Aul]. 
X b«1, 所 以 
|| Atel] < (1 — 5)! ]l(A + Thu] + (1 — 5)" a[]ul]. 
" A 十 工 的 闭 包 的 定义 域 包 含 在 4 的 闭 包 的 定义 域内 . X 4 是 自 伴 的 , HAH 
闭 的 , 进而 A+ 工 也 是 闭 的 . 
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我 们 再 证 , 当 c > a 时 , ic 和 -ic 都 属于 A+ THIRE. 因为 A+ TEAM 
WREST, 由 定理 1, A+ T+ic D(A) 一 一 地 映 为 H 中 的 某 个 闭 子 空间 . 我 们 
断言 , 此 闭 子 空间 为 整个 Hilbert 空间 H; 否则 , H 内 存在 非 零 向 量 v 与 4+ Tic 
的 值 域 正 交 : 

((A+ T+ ic)u,v) =0, (20) 
这 里 的 u D(A) 内 的 任意 向 量 . 由 4 的 自 伴 性 及 定理 1, A+ ic 的 值 域 为 整个 
空间 H; 因此 , A +ic 将 D(A) 内 的 某 个 向 量 w RA v: 

(A 4 ic)w = v. 
将 上 式 代 入 (20), 并 令 u = w, W 
(Aw + icw, Aw + icw) + (Tw, Aw + icw) = 0. 
用 Schwarz 不 等 式 估计 第 二 项 , 得 
|| Aw + icwll? < || Twll?. 
因为 4 是 对 称 的 , 左边 等 于 Awl? + elw; 由 (19), 右边 有 界 ; 因此 , 上 述 不 等 
式 整理 为 
|| Aw||? + elw]? < a2llwll? + 6?|| Aw||?. 

又 b<1, a<c, 所 以 w=0, 进 而 v= 0; 此 与 v 的 选取 了 矛盾. 此 矛盾 表明 A+ T+ic 
的 值 域 为 整个 空间 H. 我 们 用 同样 的 方法 可 以 证 明 A + T — ic 的 值 域 也 是 整个 空 
a) H. 因此 , 由 定理 2, 4 + TRAM. D 


推论 2 XX B 为 本 性 自 伴 算 子 , T 为 对 称 算 子 并 且 工 的 定义 域 包 含 了 B 的 定义 
域 D(B) 车 D(B) 中 的 每 个 向 量 都 满足 不 等 式 (19), U T HERAT BH 
定义 域 , B+ TE D(B) 上 是 自 伴 算 子 . 


习题 10 ”证明 推论 5. 


例 6 it H = L?(R), B= -d?/de?, 其 定义 域 是 R LHRH AAR 
集 的 函数 组 成 的 空间 D(B) = CR), 令 TA lR) 上 的 L 实 值 函数 gq 确定 的 
RAAT. 


命题 

(i) BAMA. 

(i) 在 不 等 式 (19) 的 意义 下 , BA THF. 

ERA (i) 由 33.2 节 例 1 中 的 分 析 , 我 们 可 以 证 明 , 当 z 为 非 实 的 复数 时 ， 
B- zI 的 值 域 在 H PR. 因此 , B 为 自 伴 算 子 . 

要 证 明 (ii), 我 们 借助 于 例 4 中 的 不 等 式 (18): 

|u(b) — u(a)| < vb — a||u;|]. (18) 

U a 为 任意 实数 , 则 存在 be (a— 1, a+ 1], 使 得 
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i 
2 


lu(5) < ( / i was) < llull; 


1 

w(a)| < llull + tel 
1 

lulz» < llull + v liue 


lul. < 2ļlul|? + wl (21) 


因此 , (18) 蕴含 
对 a 取 上 确 界 , 我 们 得 到 


此 不 等 式 两 边 平方 , 有 


利用 分 部 积分 , 计算 
(Bu,u) — - | ussar = / lu; ?d& = ||u.|l?; 
左边 先 用 Schwarz TER, 再 借助 于 算数 -几何 平均 值 不 等 式 , 得 


usl]? < llull? || Bell? < hull? + 名 Bu (22) 
这 里 的 e 为 任意 正 数 . 复合 (21) 和 (22), 有 
uit. < (2+ 5-) Itf?» Slip. (23) 


再 考虑 算 子 T: 
Tu? = f uds < f qPazjuli~ = Quit. 
HP Q= fear. 用 (23) 估计 右边 , 得 
Tul? < Q (2+ 3.) llul? + Q5|Bul (24) 
S = 充分 小 , 使 得 (24) 中 || Bu||? 的 系数 QS 小 于 1. 此 时 , 我 们 已 经 证 明了 , D(B) 
中 的 每 个 向 量 都 满足 (19). 因此 , B+ T IL B fef die 5 的 结论 直接 得 到 . O 
习题 11 TH B 是 本 性 自 伴 的 . 


例 7 H = L?(R), > B= -d’/de? 作用 在 民 上 的 在 原点 取 值 为 0 且 有 紧 支 集 
的 二 阶 连续 可 微 函 数组 成 的 空间 上 , 设 为 满足 下 列 条 件 的 实 值 函数 g MERR 
法 算 子 : 

(i) la(z)| < ap, lel < 1, p < 1; 

(ii) g Æ [-1,1] 外 为 L?— 函数 . 
命题 

(i) B 为 本 性 自 伴 的 . 
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(ii) 在 不 等 式 (19) EF, BA THR. 
证 明 (i) 见 前 面 例子 中 的 注 记 . 对 于 (ii), 我 们 除了 需要 (23) Sb, 还 需要 男 一 
个 不 等 式 , 它 同样 建立 在 (18) 的 基础 上 . 在 (18) 中 , 我 们 令 a = 0 并 运用 u(0) = 0, 
然后 两 边 再 平方 , 得 
}u(b)|? < lb] - ||us]P". (25) 
我 们 将 计算 || Tul|? 的 积分 拆 成 两 部 分 : 


imu? = f ew fe. (26) 


其 中 了 工 为 区 间 (-1,1]. ER I E, 我 们 对 q 应 用 条 件 (G), 对 u 应 用 估计 (25), 得 
到 


2 
x c 
nx < ej |z| da: ||us |]? 一 pitt’. 
I I 


(a|2P T 
再 用 (02) 估计 不 等 式 右边 的 因子 [jus P: 
c? 
Ka < pun (sella? + zul). (27) 
我 们 再 来 估计 (26) 的 右 端 . 对 第 一 项 用 (27), 第 二 项 用 (24) 有 
2 
Tu? < Qla? + (+0) (ll Sur). (28) 


由 e 的 任意 性 , 我 们 可 取 e 任意 小 使 得 (28) 中 的 || Bul)? 的 系数 小 于 1. 因此, 不 
等 式 (19) 对 D(B) 中 的 所 有 向 量 u 都 成 立 . 因此 由 推论 5, B+ 工 为 自 伴 的 . O 


习题 12 ”完成 BB 为 本 性 自 伴 算 子 的 证 明细 节 . 


33.5 72 问 RH 


在 14.7 节 , 我 们 描述 了 如 下 问题 . 
Hamburger ER 满足 何 条 件 的 实数 列 ao,al,az,…… 可 以 表示 成 及 上 的 
某 一 分 布 的 矩 
ün = nam. n = 0,1,2,- (29) 
R 
这 里 的 m AR 上 的 支 集 为 无 限 点 集 的 非 负 测度 . 
在 第 14 章 , 我 们 已 经 证 明 , 由 (29) 得 到 的 实数 列 ao, al,…: 为 Hanker 正 的 , BH 
二 次 形 
Q = 》 antkénéh, (30) 
对 任意 有 限 个 不 全 为 0 的 实数 61,65, E, 都 是 正 的 ; 这 是 因为 公式 


jy On+kEnEk = ] 326m 一 (二 E. dm (30^) 
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的 右边 是 非 负 的 ; 此 外 , EWE m 的 支 集 是 无 限 的 , 则 (30^) 的 右边 是 严格 正 的 . 特 
别 地 , ao > 0. 

Hans Hamburger 证 明了 : 实数 列 {an} 可 以 表示 成 (29) 的 上 述 必 要 条 件 也 是 
充分 的 . 
定理 6(Hamburger) % {an} 为 一 列 实数 ， 若 二 次 型 (30) 是 正定 的 ， 则 an, 
n 一 0,1,…… 为 实数 轴 R 上 的 非 负 测度 mm 8948, 即 它们 可 以 表示 成 (29) 的 形式 . 

WER 令 呈 表示 所 有 有 限 实数 列 : 

x = (o, 1, EN, 0, ++) 
组 成 的 线性 空间 . 利用 (30) 中 的 二 次 形 Q, 我 们 定义 D 上 的 内 积 (x,y): 
(x,y) = Q(x, y) = Ý an+kênnk- (31) 

用 K 表示 DER e| = Qx, x)? 下 的 完备 化 空间 ; AH 表示 K 的 复 化 空间 
H = K t iK. 

我 们 定义 D 上 的 右 移 位 算 子 R: 


Rz = (0, £o, 1, ++ +). (32) 
AH e 表示 D 内 的 单位 向 量 : 
e = (1,0,0,---) 
则 
R"e= (0,---,0,1,0,---); 
HAAR (31), A 
(e, R"e) = an. (33) 
我 们 断言 R 是 对 称 的 ; 这 是 因为 , EW £ — n — 1, 则 
(Rz, y) = >》 an+kEn-1k = Y ae+k+1enk; (34) 


显然 , 右边 的 和 关于 x 和 y 对 称 . 因此 R 是 对 称 的 . 
注意 到 R 作用 在 实 Hilbert 空间 K 内 的 稠密 子 空 间 上 , 由 定理 3 的 推论 , 存 
在 R 到 的 复 化 空间 H 内 的 自 伴 延 拓 . EH RR 的 自 伴 延 拓 的 投影 值 测 度 , E 
诱导 出 了 该 延 拓 的 谱 分 解 . 根据 第 32 章 定 理 1, 
(e, R" e) = ] "ate. 
再 由 (33), 我 们 可 以 找到 所 求 的 表示 (29), 其 中 m = (Ee, e). m 


itid  HamburgerHi J 150 页 纸 证 明 他 的 定理 , 可 是 用 自 伴 算 子 理论 , 才 用 了 不 到 
1 页 . 

Stieljes 4# je] 34 d —^ E; Hamburger 和 矩 问 题 相 关 的 问题 , 它 研究 了 是 否 可 以 将 
一 列 实数 表示 成 正 实 轴 R, EA RES) A E 


om = | t" dm. (35) 
R4 
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显然, (30) 中 的 二 次 形 Q 的 正定 性 是 (35) 成 立 的 一 个 必要 条 件 . 由 公式 
2 
Fansens = [| niin = (re) am. 


因此 , 二 次 型 

3 An+k+1&n&k (36) 
的 正定 性 同样 也 是 (35) 成 立 的 一 个 必要 条 件 . 注意 (36) 的 正定 性 可 通过 在 (34) 中 
4 y=x, Bl 

(Rx,x) >20 

来 表达 . 此 不 等 式 蕴 含 了 , R 为 D 上 的 正 算 子 . 因此 ,R 在 DD 的 复 化 空间 上 为 正 算 
C. 由 Friedrichs 延 拓 过 程 , 可 以 将 R 延 拓 为 H 内 的 正 的 自 伴 算 子 . 如 前 所 述 , 我 
们 仍 用 E ÆR RAW Friedrichs 延 拓 的 谱 测 度 , 有 


an = (e, Re) = ] nae. 9. 


注意 , 谱 测 度 E 支撑 在 R HRM. 因为 该 延 拓 为 正 算 子 , 所 以 它 的 谱 包含 
在 R, A; 见 第 31 章 定理 7. 因此 , 测度 m = (Ee, e) 为 支撑 在 及 + 上 的 正 测度 . 此 
时 , 我 们 完成 了 下 述 命题 的 证 明 . 

定理 7(Stieltjes) H {an} 为 使 得 二 次 型 (30) 和 (36) 正定 的 实数 列 ， 则 an, 
nn 二 0,1,2,-……, 为 正 实 轴 R} EN X —3E HK 3] AR 8348, 即 有 表示 (35). 

我 们 再 来 讨论 矩 问题 中 的 表示 测度 的 唯一 性 . 下 面 用 一 个 简单 的 例子 说 明 , 满 
足 条 件 的 实数 列 可 以 表示 成 两 个 不 同 测度 的 矩 . 

设 f 为 及 上 的 实 值 偶 CF? 函数 , dE 0 点 的 各 阶 导数 均 为 0, 设 9 为 了 的 
Fourier 变换 . 由 于 f 是 偶 函 数 , 所 以 g 为 实 函 数 ; 又 f 为 EN M g(t), € 
t 一 oo 的 过 程 下 , ETF 0 的 速度 要 比 上 的 任意 负 次 寡 趋 于 0 的 速度 要 快 . 由 Fourier 
逆 , RNA . 


f g(t)e*'àt = f(s). 
两 边 对 变量 s Kn 阶 导数 , 并 令 s = 0: 
P ara: 一 mE 


d s" 
从 而 g HRR FEAR 0. 将 9 表示 成 正 部 和 人 负 部 的 差 ,g —9g, -9_; RE g, Mg_ 
有 相同 的 矩 . 又 g 不 恒 为 0, 所 以 g, Mg 不 相等 . 这 样 , 我 们 给 出 了 Hamburger 
和 矩 问题 有 非 唯一 解 的 例子 . 
当然 , 我 们 也 可 以 给 出 矩 问题 有 唯一 解 的 例子 ; 例如 , 我 们 考虑 实数 列 (a) 有 
界 的 情形 : 


一 0， 


la | < L, 
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其 中 L 为 常数 ， 这 样 的 实数 列 是 R 上 的 在 闭 区 间 [0,1] 上 为 Leasure 测度 、 而 在 
(0,1) 的 余 集 上 为 0 的 测度 m MORE. 如 令 an = h, 则 


1 
fra 
0 n+l 


4 r 为 任意 正 实数 , 用 I ER (29), 然后 将 n 由 0 到 NRA: 

No ad (rt)" 

à onu = /> — dm. 
因为 a, AR, 所 以 左边 < Le”. 又 右边 的 被 积 函数 为 正 的 , 并 且 当 N 一 oo 时 , 在 
任意 闭 子 空 间 上 一 致 收敛 于 et, 所 以 et 在 测度 m 下 可 积 , B. 

feam = ea 
由 此 , 我 们 可 以 得 到 , 上 述 关 系 对 任意 复数 + 也 成 立 ; 特别 地 , 对 r= is 成 立 , A 
[esta m= > An Sm". 

XX FÉ, 我 们 证 明了 m 的 Fourier 变换 由 它 的 矩 a,, 唯一 决定 . 又 因为 每 个 有 限 测 度 
由 它 的 Fourier 变换 唯一 确定 , 所 以 矩 {an} 唯一 决定 了 测度 m. 

对 于 Stieltjes 矩 问题 的 唯一 性 , 我 们 有 类 似 的 例子 和 讨论 . Stieltjes 本 人 给 出 
了 两 个 实数 列 , 其 中 一 个 列 (a4) 可 表示 成 及 + 上 的 两 个 不 同 测 度 的 矩 , 另 一 个 列 
{bn} 仅 可 以 表示 为 Ry 上 的 唯一 一 个 测度 的 拢 . 

刻画 存在 唯一 解 的 矩 问题 无 论 如 何 都 是 一 个 经 典 而 又 有 趣 的 问题 . 
定理 8 

(i) 4& i38 (29) 有 唯一 解 ， 当 且 仅 当 , FF R 是 本 性 自 伴 的 , 即 RAR 
自 伴 延 拓 . 

(ii) 4 JÆ (34) DE, SARL RABE RH BRE. 

定理 中 的 任何 一 部 分 都 不 是 显然 的 . 即使 RR 有 两 个 不 同 的 目 伴 延 拓 RI 和 Ro, 
测度 (Eie,e) 和 (Eze, e) 是 否 相 同 也 不 是 明显 的 . 另 一 方面 , 当 RR 不 是 本 性 自 伴 
算 子 时 , 矩 问题 存在 不 同 于 (Ee, e) 形式 的 解 m, 其 中 ER R 的 某 个 自 伴 延 拓 的 
谱 分 解 . 

对 于 定理 8 的 证 明和 有 关 矩 问题 文献 的 评述 , 我 们 参阅 Barry Simon 撰写 的 
文章 ; 也 可 参阅 Henry Landau 在 AMS Symposium 内 的 论文 , 或 者 参见 Akhiezer, 
Shohat 和 Tamarkin 的 书 . 
历史 注 记 Stieltjes 引入 了 一 种 与 他 的 矩 问 题 有 关 的 同名 积分 . 

为 形成 量子 力学 的 框架 , von Neumann 创立 了 自 伴 算 子 理论 . Schródinger 理论 
中 的 与 原子 有 关 的 算 子 是 带 有 奇异 值 系数 的 偏 微分 算 子 , 系数 的 奇异 性 与 彼此 接近 
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NN = 


的 两 电子 之 间作 用 力 的 无 界 增 长 性 有 关 . 要 将 这 些 偏 微分 算 子 定义 为 自 伴 算 子 并 
非 是 一 件 平凡 的 事 . 虽然 出 现在 33.4 节 例 5 和 例 6 中 的 势能 函数 g 允许 有 某 些 奇 
点 , 但 是 出 现在 量子 力学 中 的 势能 函数 有 更 多 的 奇异 值 . 我 想起 了 1951 年 的 夏天 ， 
当 von Neumann 了 解 到 Kato 已 经 证 明了 与 氨 原 子 有 关 的 Schrödinger 算 子 的 目 
伴 性 时 , 他 那 激动 而 又 兴高采烈 的 样子 . 

那么 物理 学 家 如 何 看 待 这些 事 件 呢 ? 20 世纪 60 年 代 , Friedrichs 遇 到 Heisen- 
berg, 非常 正式 地 向 他 表达 了 数学 界 的 深 深 谢意 , 因为 量子 力学 的 创立 促使 了 Hill 
bert 空间 上 算 子 理论 的 诞生 ，Heisenberg 默许 了 这 些 . 然后 , Friedrichs 补充 说 , 数 
学 家 在 某 种 程度 上 也 作 了 回报 ， 看 起 来 Heisenberg 没有 发 表 任 何 看 法 ，Friedrichs 
又 指出 , 正 是 数学 家 von Neumann FH T 自 伴 算 子 和 仅仅 对 称 的 算 子 之 间 的 差 
异 .“ 指 出 了 差异 是 什么 ”,， Heisenberg 说 道 . 


参考 文献 


Akhiezer, N. L, The classical Moment Problem. Hafner, New York, 1965. 

Friedrichs, K. O., Spektraltheorie halbbschränhter Operatoren, Math. An., 109(1934): 
465-487, 685-713. 

Hamburger, H., Über eine Erweiterung des stieltjesschen Moment Problems, Math. An., 
81(1920): 235-319, 82(1921): 120-164, 168-187. 

Kato, T., Fundamental properties of Hamiltonian operators of Schródinger type. Trans. 
AMS, 70(1951): 195-211. 

Kato, T., On the existence of solutions of the helium wave equation. Trans. AMS,70(1951): 
212-218. 

Kato, T., Perturbation Theory for Linear Operators. Die Grundlehren der Math. Wiss. in 
Einzeldarstellung. 132. Springer, Berlin,1966. 

Landau, H. J., ed., Moments in Mathematics. Proc. Symp. Appl. Math.,37. American 
Mathematical Society, Providence, RI, 1987. 

Reed, M. and Simon, B., Methods of Modern Mathematical Physics: Vol.1, Functional 
Analysis. Academic Press, New York, 1972. 

Rellich, F., Stórungstheorie der Spektralzerlegung. Math. An., 116(1939): 555-570. 

Shohat, J. A. and Tamarkin, J. D., The Problem of Moments. AMS Surveys 1. American 
Mathematical Society, New York, 1943. 

Simon, B., The classical moment problem as a self-adjoint finite difference operator. Adv. 
Math., 137(1998): 82-203. 

Stieltjes, T., Recherches sur les fractions continue. Ann. Fac. Sc. Univ. Toulouse, 8(1894- 
95): J1-J22; 9 A5-A47. 


Stone, M. H., Linear Transformations in Hilbert Space and Their Applications to Analysis. 


342 第 33 章 自 伴 算 子 的 例子 


AMS Coll. Publ., 15. American Mathematical Society, New York, 1932. 

von Neumann, J., Allgemeine eigenwertheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. Math. 
An., 102(1929): 49-131. 

von Neumann, J., Mathematísche Grundlagen der Quantenmechanic. Die Grundlehren der 
Math. Wiss. in Einzeldarstellung, 37. Springer, Berlin, 1932. 


第 34 章 "m T + 


算 子 半 群 源 于 刻画 时 间 变 化 的 偏 微分 方程 和 由 动力 系统 所 产生 的 流 . 本 章 我 
们 将 借助 源 于 Hile 的 观点 , 给 出 这 些 具体 情形 的 一 个 抽象 概念 . 在 接 下 来 的 两 章 
ch. 我 们 将 提供 一 些 实例 和 应 用 . 关于 算 子 半 群 的 详细 内 容 , 我 们 建议 参看 由 Hille- 
Phillips, Yosida 和 Goldstein 撰写 的 专著 . 
定义 ” 复 Banach 空间 X 上 的 单 参数 算 子 半 群 是 指 , X 到 自身 内 的 一 族 满足 下 列 
条 件 的 有 界线 性 算 子 Z(t), t > 0: 
对 任意 实数 t,s >0，2(t+s) = Z(t)Z(s); Z()=1. (1) 
方程 (1) 是 指数 型 函数 的 乘法 性 质 . 下 面 的 定理 将 证 明 , 在 附加 连续 性 条 件 的 
假设 下 , 它 刻画 了 半 群 的 指数 函数 性 质 . 
定理 1 
(i) © G:X 一 XX 为 有 界线 性 映射 , 定义 At): 
Z(t) = etG, t>0, (2) 
这 里 的 算 子 指数 由 需 级 数 : 


0 n: 
ZL, 则 Z(t), t 之 0 为 范 数 拓扑 下 连续 的 单 参 数 算 子 半 群 . 
(i) AZ, HR Z(t): X — X 为 单 参数 算 子 半 群 ， 且 在 t= 二 0 点 范 数 连续 : 
lim | Z(t) — H| = 0, (4) 
R Zt) 有 形式 (2), 其 中 G 为 天 到 自身 内 的 某 一 有 界线 性 算 子 . 
ied o 当 t<0 时 ,公式 (2) 也 可 以 用 于 定义 算 子 Z(t); 此 时 算 子 族 Z(t), te R, 构 
成 了 算 子 群 . 
WR — (1) 是 算 子 函数 演算 的 特 列 ; 见 第 17 章 中 的 定理 ai). 对 于 (ii), 我 们 同 
样 要 借助 于 算 子 函数 演算 . 由 于 对 数 函 数 
e 


Inf +)=C- S++ 


在 以 < = 0 为 圆心 的 单位 圆 盘 内 解析 . 所 以 , 对 于 X 上 的 任意 有 界线 性 算 子 Z, 
|Z- I| « 1, 我 们 可 以 定义 算 子 


Ze (I4 Z1)» Z- I- Ey... (5) 
习题 1 A ZAm*WXExXxSEHBAS^NHPBAAXAÉBSEXAEXT,XIZ-I«3, 


(3) 
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I|Ww-z «i, 3izw-ncu3tB 
InZW = lInZ + In W, 
这 里 的 对 数 由 公式 (5) X X. 

设 Zt) 为 上 = 0 点 范 数 连续 的 单 参数 算 子 半 群 , 由 (4), 存在 a > 0, 使 当 
0«t«aH,|Z(t) — 1 < i. 我 们 用 (5) EX L(t) = InZ(t), 0 < t<a. 注意 半 群 的 
乘法 性 质 (1) MST Z(t) Z(s) 的 交换 性 . 由 (1), (5) 及 习题 1, 有 

L(t + s) = L(t) + L(s, t+s<a. 
因此 , 对 所 有 有 理 数 t < a, AT UL 与 t 无 关 , 我 们 用 G 表示 该 算 子 : 

L(t) = tG， t HARM, t < a. (6) 
由 乘法 性 质 (1), 即 Z(t + h) — Z(t) = Z((Z(h) - 2. Auk, Z(t) 在 t=0 的 连续 性 
蕴含 了 Z(t) 在 任意 上 > 0 点 的 连续 性 ; 进而 蕴含 了 L(t) 在 任意 t < a 连续 . 故 对 所 
有 的 实数 <a, (6) R. 对 (6), 我 们 作 指 数 运 算 , 则 当 t< a 时 , (2) 成 立 . one 
乘法 性 质 (1), AR (2) 对 所 有 的 t 都 成 立 . 
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人 们 最 感 兴趣 的 半 群 并 非 是 具有 形式 (2) HATER, 而 是 与 微分 方程 , 如 典 
型 的 热 导 方 程 
— ĝu = 0, 
有 关 的 算 子 半 群 , 其 中 为 z 的 周期 函数 . 热 导 方程 的 解 是 通过 指定 初 值 即 在 上 =0 
的 值 来 唯一 确定 的 . 初 值 可 以 被 指定 为 任 一 连续 函数 ， gegen 
的 绝对 值 不 会 超过 预先 指定 初 值 的 最 大 绝对 值 . 我 们 用 Z(t) 表示 初 值 u(z,0) 与 解 
ulz, t) 关联 的 算 子 ， DAR, Z(t) 构成 了 (1) 意义 下 的 单 参数 半 群 . 但 是 ， pui Z(t) 
不 具有 形式 (2); 否则 , 通过 (2) 延 拓 t 的 所 有 负 值 , 从 而 Z(t) 构成 了 一 个 算 子 群 ; 
但 是 , 该 延 拓 是 不 可 能 实现 的 , 因为 众所周知 , 热 导 方程 的 解 在 相反 时 间 上 的 延 拓 
一 般 是 不 可 能 的 . 
热 导 方程 所 定义 的 算 子 半 群 Z(t) 在 上 = 0 点 不 是 范 数 连续 的 , 但 它 却 仍 保持 
了 一 种 并 不 太 苟 刻 的 连续 性 , 表现 在 每 个 解 u 都 是 t 的 连续 函数 . 
定义 ” 设 Z(t), t 20 为 作用 在 Banach 空间 X 上 的 单 参 数 算 子 半 群 , 我 们 称 Z(t) 
在 t=0 点 强 连续 , 如 果 对 于 X 中 的 每 个 向 量 =, 有 
lim; ,o Z(t)z = x. (7) 
定理 2 ” 若 算 子 半 群 Z(t) 在 上 =0 SRE, 则 
(i) 存在 常数 b 和 上 上, 使 得 Z(t) 范 数 有 界 , Bp 
|Z(t)| < be, t>0; (8) 
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(i) 对 于 X 中 的 每 个 向 量 z, Zt) 为 t 的 强 连 续 函 数 . 

证 明 Gi) 我 们 先 断言 , |2(t)| E t= 0 的 某 个 右 邻 域内 一 致 有 界 . 若 不 然 , 则 
存在 正 数列 t; 一 0, 使 得 |Z(t;)| 一 oo. 由 一 致 有 界 性 原理 ( 见 第 14 章 定理 7), F 
在 某 个 向 量 x e X, 使 得 Zi)z 不 收敛 于 v; 此 与 Zt) 在 t=0 点 强 连续 矛盾 . 
此 , 存在 常数 a>0 和 b>1, 使 当 t<a 时 ,|2Z(t)| <b. 

设 上 为 任意 非 负 实数 , Wt 可 以 分 解 为 +1= na 二 7, 0€ r « a. 由 半 群 性 质 (1), 
Z(t) = Z" (a) Z(r). 故 

| Z(t)| < |Z(a)|^|Z(r)| < b+? < be 
其 中 大 = + Ind; 这 证 明了 (8). 
(ii) 由 半 群 性 质 (1), 对 任意 正 数 s M Gs c tH 
Z(t)y — Z(s)r = Z(s)|Z(t — s)z — x]. 
因此 ,2Z(bz 的 强 连续 性 可 由 (7) 和 (8) 得 到 . m" 


接 下 来 , 我 们 将 给 出 强 连续 算 子 半 群 的 表示 . 粗略 地 讲 , 我 们 将 证 明 每 个 强 连 
续 的 算 子 半 群 可 以 表示 为 一 个 无 界 算 子 的 指数 函数 形式 ， 首先 我 们 给 出 一 些 有 关 
无 界 算 子 的 概念 和 性 质 . 
EX E DÝ Banach 空间 X 的 笛子 空间 ，G 为 D 到 XX 内 的 线性 映射 , 如 果 由 
D 内 的 任意 点 列 {cn} 收敛 到 z € X, UR {Grn} 收敛 到 y, 可 以 推出 zx 属于 D, 
H Gr = y, 那么 我 们 称 算 子 GAM. 此 时 , 称 D 为 G 的 定义 域 , WA DG). 

由 闭 图 像 定理 , 定义 在 整个 Banach 空间 X 上 的 闭 线性 算 子 是 有 界 的 . 本 章 我 
们 遇 到 的 算 子 仅 定义 在 X 的 稠 子 空间 上 (简称 这 样 的 算 子 为 稠 定 算 子 ), 因而 是 无 
界 的 . 
EX 设 G 为 定义 在 D(G) 上 的 闭 算 子 . 称 复数 C 属于 G 的 预 解 集 , 如 果 I-G 
将 D(G) 一 一 地 映 到 X E. 用 p(G) 表示 G 的 预 解 集 . 称 p( G) 在 复数 域 C 内 的 
补 集 为 G 的 谱 , 用 o( G) Xm. 

fum cA GBPSS,WcIr-qGnupu, 其 逆 称 为 G 的 预 解 式 , 用 

R(¢) = (CI - G)! 

表示 . HEA RC) 将 X PRB D(G) b. 因为 G BAN, 所 以 R(C) 也 是 闭 的 ; 从 
而 由 闭 图 像 定理 , 预 解 式 RC) 为 有 界 算 子 . 


习题 2 假设 G 的 预 解 集 p(G) 非 空 , C 属于 p(G), 则 复数 Y 属于 G 的 谱 , 4A 
RS (C-| 属于 RO) 的 谱 . 该 充 要 条 件 用 符号 表达 为 

c(R(Q)) = (C7 ot)". (9) 
(9) 可 以 被 看 作 是 无 界 算 子 谱 映 射 定理 的 一 种 实例 . 


习题 3 用 (9) 证 明 c(G) AAFP HAS. 
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下 面 我 们 定义 无 界 算 子 的 转 置 . 
定义 ” 设 G 为 定义 在 Banach 空间 X 内 的 稠 定 闭 线性 算 子 . 由 关系 
(Gz, @) = (x, G'£) (10) 


所 确定 的 映射 G 称 为 G 的 转 置 . 关系 (10) 的 意义 为 : 所 有 使 得 左边 (Gr, £) 成 为 
D(G) 上 的 有 界线 性 泛 函 的 X 上 的 有 界线 性 泛 函 U 的 全 体 构成 了 C 的 定义 域 
为 D(G) 在 X 中 稠密 , 所 以 (10) 左边 定义 的 有 界线 性 泛 函 可 以 唯一 地 延 拓 到 整个 
空间 X 上 , 用 G' 表示 此 延 拓 . 我 们 用 D(G') 表示 G 的 定义 域 .” 


习题 4 ”证明 稠 定 线 性 算 子 的 转 置 是 闭 的 . 


在 前 面 的 定义 中 , 我 们 遇 到 的 主要 困难 是 C 的 定义 域 难 以 捉摸 . 下 面 的 结果 
在 揭示 G' 的 定义 域 方 面 十 分 有 用 . 
定理 3 i X AHR Banach ZH, G 为 D(G) 4) X 内 的 稠 定 闭 线性 算 子 , 假 
ik G 的 预 解 集 非 空 , 则 G 的 转 置 G 是 D(G') X 内 的 稠 定 闭 线性 算 子 , 并 且 
p(G') = p(G). 

WA 设 5 属 于 G 的 预 解 集 , 用 (10) PRIN RZ C(x, L), 得 

((G — £D), £) = (z, (G' - CD), (10^) 
这 里 ze D(G), Le D(G’). 用 RO = (G-CDT 表示 G 的 预 解 式 , M RC) AX 
上 的 有 界线 性 算 子 . 用 R(O 表示 RO BS E: 
(y, R'(¢)m) = (R(C)y, m), (10^) 
K'PyeX,me xX’. 我 们 断言 : R'(C) 为 C 的 预 解 式 . 我 们 首先 证 明 RC) 是 单 
的 . 若 不 然 , 存在 非 零 向 量 m 使 得 R'(C)m = 0. 将 此 方程 代入 (107) 得 , m 零 化 
了 RO 的 值 域 ; 又 RO 的 值 域 为 D(G), CRAM, 所 以 m = 0, 此 为 矛盾 . 可 得 
RC) 为 -G' +1, Ft R(Qy =x 和 R'(C)m = £ FRA (10^), WÈ (10). 

ER G' We MRA RC) KWER. 我 们 需要 证 明 G' 不 能 再 延 拓 . 要 得 到 此 
证 明 , 我 们 注意 到 G' — cr 的 值 域 为 整个 空间 X. 因此 , 若 G' 可 以 延 拓 , 则 存在 
非 零 向 量 £ 使 得 (G' — c1)£ = 0; 将 此 代入 (107) 得 , 2 SUT G — cr 的 值 域 , 此 与 
CAT G 的 预 解 集 矛盾 . 

余下 的 部 分 就 是 要 证 明 G' 为 稠 定 算 子 , 即 证 G 的 定义 域 即 RO 的 值 域 笛 
F X. ETUR, 由 于 X ABR Banach Zi, 所 以 存在 X 内 的 非 零 向 量 y SILT 
R(C) WER, 因此 , 对 于 X 内 的 任意 向 量 m, (10) 的 左边 为 0, 进而 右边 也 是 0. 


QD 因此 ， 


有 (Gz,£) = (z,w). 
此 时 的 w 由 & 唯一 确定 , HG’: £c D(G)  w = CER G 的 转 置 , 其 中 xX’ oy x iW 
(Banach) HAZE. 一 一 译 者 注 


pe» [rex vex tama ee nro] 
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由 此 , 我 们 得 到 R(Oy = 0, 这 与 5 属于 G 的 预 解 集 矛 盾 . m 
习题 5 证 明 : 在 Hilbert 空间 的 情形 下 , 定理 3 的 结论 可 被 修改 为 : e( G*) = e(G). 


定义 ” 设 Z(t) : X X 为 强 连续 的 单 参数 算 子 半 群 , BI (1)、(2) 和 (9) 成 立 , 由 极 
限 : 


Gr-s-— lim A = (11) 


所 定义 的 算 子 G RACH Z(t) 的 无 穷 小 生成 元 ; 使 得 强 极限 (11) 成 立 的 所 有 x 
构成 了 G 的 定义 域 D(G). 
定理 4 设 Z(t) 为 强 连续 的 单 参数 算 子 半 群 ，G 为 其 无 穷 小 生成 元 , 则 

(i) G 5 Zt) TR, Hc AF DG), M Zt) 也 属于 D(G), B. 


GZ(t)z = Z(t) Gr; (12) 
(i) G 是 稠 定 算 子 ; 
(iii) 任 给 自然 数 n, C 是 稠 定 算 子 ; 
(iv) G 为 闭 算 子 ; 


(v) 车 大 为 不 等 式 (8) 中 的 常数 , 则 实 部 大 于 大 的 每 个 复数 5 都 属于 CHR 
解 集 . 此 时 ，G 的 预 解 式 为 Z 的 Laplace ER. 
证 明 (i) 用 半 群 性 质 (0, 我 们 有 两 种 方式 的 分 解 : 

+ = u A, = AO) Zen. (13) 

E zx 属于 D(G), W2 h — 0 F}, 中 间 的 项 收敛 于 Z(t) Ga. 因此 , 左右 两 边 的 项 也 


都 收敛 . 故 对 D(G) 内 的 每 个 r, RNA 


Š Za = Z(t)Gx = GZ(t)z; (14) 
这 证 明了 (i). 
(ii) 由 (14), 我 们 得 到 如 下 积分 形式 
Z(t)r -ı = cf Z(s)zds, (15) 
0 


这 里 r 属于 D(G). 我 们 先 断 言 , 对 x 中 的 每 个 z, (15) Er. 要 证 明 此 断言 , 由 
Zt) 的 强 连续 性 得 , (15) 右边 的 被 积 函 数 为 s 的 连续 函数 . 因此 , 该 积分 可 以 定义 
为 Riemann 和 的 极限 . 考虑 G 在 此 积分 上 的 作用 . 对 X 中 的 每 个 zx, 利用 半 群 性 
质 , 我 们 有 


E f zo. ds 一 一 ; | Zot he 2 (s)z]ds 


af Z(s)rds — TE s)rds. 


HT Z(s) BER, 所 以 右边 的 项 收敛 于 (15) 的 左边 ; 这 表明 , 对 于 X 中 的 每 个 向 
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fi x, f, Zis)eds 属于 D(G), HEX (15) 成 立 . 
又 由 Z 的 强 连 续 性 , 对 x 中 的 每 个 向 量 r, 有 
lim i Z(s)eds = c; 
t—0 + 0 
这 就 证 明了 D(G) 在 X 中 的 稠密 性 . 
(ii) 类 似 地 , 我 们 讨论 G^ 的 定义 域 . 设 o 为 定义 在 及 上 的 且 紧 支撑 在 [0,1] 
内 的 无 限 可 微 函 数 , So 为 X 中 的 向 量 , 定义 
To = f «9292s 
用 与 (ii) 中 相同 方法 证 明 , zs 属于 D(G), 且 
Gz =- [ev ozs)ads 
ER, zs 属于 每 个 G^ 的 定义 域 . 选取 与 $ 具有 相同 性 质 的 非 负 函数 列 {9;}, 使 
得 fods — 1 并 且 o. 的 支 集 趋 于 单 点 集 (0). 由 强 连续 性 , rw 趋 于 xz. 因此 , G^ 
的 定义 域 D(G") 在 X PR. 
(iv) 我 们 断言 , 对 D(G) 中 的 所 有 z, ER (14) 的 积分 形式 : 
Z(t)y — z = 7 Z(s)Gads (15) 
0 
成 立 , 其 中 右边 的 积分 为 Riemann 积分 . 要 证 明 此 断言 , 我 们 需要 微 积分 中 的 一 个 
基本 定理 : BR 上 的 两 个 赋值 在 Banach 空间 内 的 强 连续 可 导 的 向 量 值 函数 有 相 
同 的 强 连 续 导 数 并 且 在 上 = 0 点 相等 , 则 它们 在 所 有 t 点 的 值 都 相等 . 口 
习题 6 ”对 向 量 值 函 数 , 证 明 此 基本 定理 . 


我 们 对 15) 两 边 应 用 此 基本 定理 . 易 见 , 两 边 的 函数 在 上 = 0 点 的 值 都 为 0. 
由 (14), 左边 函数 的 导数 为 Z(t) Gz; 右边 为 可 变 上 限 积分 , 其 导数 也 是 Z(t) Ga. 
此 , 由 基本 定理 , (15^) 成 立 . 

设 {zu} 为 D(G) 内 的 向 量 列 , 2, 一 m, Ga, 一 y, 我 们 需要 证 明 x 属于 D(G) 
A Gz — y. € (15^) P, $ z= zn, 则 


Z(t)r, 一 Zn = ri Z(s) Crznds. 
0 
4 n 一 oo, 两 边 都 收敛 且 极 限 相等 : 
Z(t)r — xz = [ Z(s)yds. 
0 


两 边 除 以 t, 再 令 t 0, 则 右边 趋 于 y, 进而 左边 的 极限 存在 ; 这 证 明了 m 属于 
D(G) H. Gz = y. 
(v) Z 的 Laplace 变换 为 
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L(Q)a = E e 4* Z(s)xds, (16) 


这 里 右边 的 积分 定义 为 0 8| T 的 Riemann 积分 在 人 一 oo 下 的 极限 . 由 (8), ZB 
多 呈 指 数 增长 , |Z(s)| < be*s, 所 以 当 Rec > k Bf, (16) 左边 的 广义 积分 收敛 , HE 


zzl< | jetk-Rec)slzlds = lel. 
0 
因此 , LO 为 X 上 的 有 界 算 子 且 
b 
|L(C)] € Rec —k (17) 
我 们 断言 , L(C) = RO) B CI 一 G 的 道 . 要 证 明 此 断言 , 我 们 考虑 修改 后 的 半 
BE e-C Z(t). 容易 验证 , 它 也 是 一 个 强 连续 的 算 子 半 群 , 其 无 穷 小 生成 元 为 G- CL 
对 于 修改 后 的 半 群 , 我 们 应 用 (157) 
et Z(t)æ — x = (G— CI) [ee Zls)zas 
0 
假设 Rec > k. 34 t 00 时, 左边 趋 于 一 zx, 而 右边 的 积分 项 趋 于 Lida. HF G 
是 闭 算 子 , 所 以 


Rec 一 大 


xz = ((I- G)L(GC)a. 
这 证 明了 Le) 为 CI- G) HAW. 用 15) RE (15), 重复 上 述 过 程 , 我 们 可 以 证 
Bj L(C) A (CI 一 G) HAW, Em EN EM. 口 


我 们 将 在 第 35 章 和 第 36 章 看 到 , 有 许多 非 一 致 连续 的 强 连 续 算 子 半 群 .但 
是 , 若 将 强 连续 性 变 成 弱 连 续 性 , 算 子 半 群 的 性 质 不 会 增加 . 
定理 5 H X A Banach 空间 , At): X — X 为 有 界 算 子 的 单 参 数 族 , 若 At) 在 
t — 0 4 ik SE: 

lim(Z(t)z, £) = (æ, £) 

其 中 zex, LEX, WM Zt) 在 t=0 BER. 

证 明 这 是 一 个 有 点 令 人 吃惊 的 结果 , AA, 一 般 来 讲 ， 弱 连续 性 的 要 求 要 
比 强 连 续 性 的 要 求 弱 一 些 . 该 定理 的 证 明 有 相当 的 技巧 ， 请 参见 Hille-Phillips 或 
Goldstein 的 书 . 口 
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定理 6 强 连 续 算 子 半 群 由 其 无 穷 小 生成 元 唯一 确定 . 
证 明 假设 强 连 续 的 算 子 半 群 Zt) 和 Wi) 有 相同 的 无 穷 小 生成 元 G, 设 
zc D(G), 由 交换 率 (14) 和 (12), 我 们 有 


Š W(OZ(s — t) = W()GZ(s — te - WIL) GZ(s - tx = 0. (18) 


BEE ATE o oa en 
由 微分 中 值 定理 ，Wrfs)z = Z(s)a. 由 Wis) 和 Z(s) 的 有 界 性 以 及 D(G) HEX A 
的 稠密 性 ，W(s) = Z(s). u 
我 们 现在 刻画 , 如 何 由 无 界 算 子 G 构造 可 缩 算 子 半 群 Z(t): 
IZ(t) <1, t2 0. (19) 
定理 7 设 G 为 作用 在 Banach 空间 X 内 的 稠 定 财 线性 算 子 . 
(i) 若 G 是 强 连续 可 缩 算 子 半 群 Z(t) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 每 个 正 实数 入 都 属 
T G 的 预 解 集 且 
IRA) = AT- GY" < 5. (20) 
(i) AZ, 若 每 个 正 实数 都 属于 G 的 预 解 集 , 且 相 应 的 预 解 式 满足 (20), 则 G 
AX 上 的 某 强 连续 可 缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 
该 著名 结果 被 后 人 称 为 Hille-Yosida 定理 . 
WEBB (1) 即 为 不 等 式 (17) Hb=1,k =0 FHER. 
对 于 (ii), 我 们 采用 Yosida 的 证 明 . 此 证 明 的 关键 在 于 ， 人们 可 以 用 G = 
nGR(n) 来 逼近 G. 由 恒等式 
Gn = n? R(n) — nI, (21) 
G 为 有 界线 性 算 子 . EX 
Z,,(t) - et Cs, 
xx HB Ar EC HCREZUBUE X. 我 们 要 证 明 Z, (t) RD, 其 强 极限 构成 了 我 们 所 
要 求 的 半 群 . 为 此 , 我 们 首先 证 明 : 对 于 X 内 的 所 有 c, 
Jim nR(n)z = c, (22) 
Bl (nR(n)) 强 收敛 于 工 事实 上 ， 由 等 式 
nR(n)— I= R(n)G 
和 不 等 式 (20), 42 属于 D(G) 时 , 有 
InR(n)z 一 z|= |R(n) Gz| < (Gal; 
从 而 , (22) 对 D(G) 内 的 每 个 z Ra. H (20), nR(n) 为 可 缩 算 子 ; 再 利用 D(G) 
在 X 中 的 稠密 性 , 我 们 得 到 , 对 于 X 中 的 每 个 x, (22) 都 成 立 . 
接 下 来 , 我 们 再 证 明 { G} 在 D(G) 上 点 点 收敛 于 G: 
„im Grr = Gr, (23) 
其 中 ze D(G). 由 Gha 的 定义 ， 当 rc D(G) MH, Gar = nGR(n)x = nR(n)Ge, 
所 以 (23) 可 以 由 (22) SH. 
由 定义 , 我 们 有 


oo 24\m 
pae tG,, — ont n? R n)t _ 4—nt (n t) m 
Zu(t) =e = enter Ain)t = e 2 —- R (n). 
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因此 , RER (20) 蕴含 了 Zt) AMAT: 


IZ. (0| € et 7 (oo (=) =e tert =]. (24) 
要 估计 Z, 5 Ze WH, 我 们 注意 Gk A Gn 5 Zn 和 Ze 交换 这 一 事实 : 
d 


a7 Zn(s — t) Z(t) = Zn(s — t)Z.(t)(Ge — Gnlz. 
由 (24), 右边 的 范 数 <|G,e— He). 上 述 等 式 两 边 对 变量 上 由 0 到 s 积分 , 得 


IZ,(s)z — Zx(s)z| < s|G,x — Grrl. (25) 
因此 , 结合 (23) 和 (25), 4 x e D(G) 时 , {Z,(s)z} TE s 的 有 界 集 上 一 致 收敛 , 记 
lim Z,(s)x = Z(s)x. (26) 


再 由 D(G) 的 稠密 性 和 Z(t) 为 可 缩 算 子 的 事实 , 极限 (26) 对 X 中 的 每 个 zx 也 都 
成 立 . 因为 Zas) 为 可 缩 半 群 , 所 以 其 极限 Z(s) 也 为 可 缩 半 群 ;, Z(s) 的 强 连 续 性 则 
可 由 Z, 的 强 连续 性 和 (26) 关于 s (< S) 上 的 一 致 收敛 性 直接 得 到 . Ak, Zi) 为 
强 连 续 的 单 参数 算 子 半 群 . 

我 们 只 需要 再 证 GA Zt) 的 无 穷 小 生成 元 . X HA Zt) 的 无 穷 小 生成 元 ， 
D(H) 为 其 定义 域 . 在 (15) 中 , 令 Z= Z,: 


Zn(t)z — x = f l Zn(8) Gnxds. 
B ze D(G) $ n — oo, fk (23) 我 们 得 到 
Z(tr-r- j| Z(s) Gxds. 
两 边 用 t ER, 并 令 t 一 0, 则 右边 趋 于 Gr, 从 而 左边 的 极限 存在 ; 故 x € D(H) A 


Hz = Gz. Alt, HA G HER. 由 定理 4, 入 > 0 同时 属于 G 和 五 的 预 解 集 : [X] 
此 互 不 可 能 是 G 的 真 延 拓 . 故 H= G. " 
下 面 我 们 再 简单 介绍 一 下 , Hile 所 给 出 的 定理 7 的 另 一 个 证 明 ; 该 证 明 的 关键 
是 用 向 后 差分 方程 
Wit)z - Wt-h) _ GW(tz 
h 
代替 微分 方程 (04). 求解 此 差分 方程 有 
W(t) = (I— hG) Wit — h). 
ES t=h,2h,---, 最 后 再 令 h = t/n; 利用 递归 , RING 


W(t) = (1- ta) de (27) 


如 果 我 们 用 Z,(t) 表示 这 些 算 子 , 则 可 断言 : 
(i) 每 个 Zt) 为 可 缩 算 子 ; 
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(ii) Zu 强 收 敛 于 生成 元 为 G RER. 
注意 , (i) 是 (20) 的 直接 结果 . 我 们 省 略 (i) 的 证 明 ; 可 参见 34.3 节 中 的 例 1. 
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在 偏 微分 方程 解 的 离散 逼近 的 收敛 性 理论 中 , 本 节 的 结果 起 着 十 分 重要 的 作 
H. 我 们 将 用 半 群 的 语言 来 叙述 这 些 结果 . 同 34.2 节 一 样 , 假设 Z(t) 为 强 连续 的 单 
参数 算 子 半 群 ，G 为 Zt) 的 无 穷 小 生成 元 , D(G) 为 G 的 定义 域 . 我 们 将 时 间 变 量 
t 离散 化 为 小 单位 的 整数 倍 形式 , 这 里 的 h 假设 最 终 要 趋 于 0. 采用 递归 的 方法 ， 


定义 Z(nh)z HB RORE u): 
unt) = Chu, u® =z, (28) 
其 中 C, 是 依赖 于 h 的 有 界线 性 算 子 . + u(t) = Zit)z, W u(t) 满足 微分 方程 


ð 
B= Ge. (29) 


因此 , (u*D — ul) /h 是 Gu AIAG. 用 (28) 计算 此 差 商 , 则 Ch 及 u(t) = 
Z(t)z 满足 如 下 条 件 , 即 极限 


lim 


(5 m c) u(t) =0 (30) 


在 0<t<1 及 D(C) 的 一 个 稠密 子 集 上 一 致 成 立 . 条 件 (30) KA Cy 的 一 致 性 条 
tt. 
我 们 可 以 用 归纳 的 方法 得 到 递归 条 件 (28), 从 而 
ur) = Cha (31) 
成 为 Z(nh)r MIELE. RE A ON PRIOR UT II] 98 — SRE BI PS EE e. 该 
条 件 要 求 此 逼近 有 界 地 依赖 于 初始 向 量 z: FES n 和 无关 的 常数 c 使 得 
ICH &c, nh<l. (32) 
下 述 结 果 称 为 Lax 的 等 价 性 定理 . | 
定理 8 % Z(t) 为 作用 在 Banach 空间 X 上 的 强 连 续 单 参 数 算 子 半 群 , 设 (28) 为 
Z(t) 的 满足 一 致 性 条 件 (30) 的 离散 逼近 , MY nh 趋 于 上 时 , un) = Che X 中 
的 每 个 工 都 趋 于 Zt) 的 充 要 条 件 是 , 在 条 件 (32) 的 意义 下 , 离散 逼近 是 稳定 的 . 
WER 条件 (32) 的 必要 性 是 一 致 有 界 原 理 的 直接 结果 , 见 第 15 章 定理 7. 要 
证 明定 理 中 的 充分 性 , 我 们 要 用 到 代数 恒等式 : 
A" — B^ = A^(A— B) + A7((A- B)B+---+(A- BB, 
其 中 A Al B 为 两 个 ( 非 交换 的 ) BH. $ A = Ch, B= 2Z(h), 方程 两 边 都 作用 在 
[E ax 上 : 
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Cha — Z(nh)z - M. Ch 7 (Ch — Z(h)) Züh)z 
: (33) 


-Y eU (Oh - Z0)uGh) 
0 


这 里 我 们 用 到 了 半 群 性 质 及 u(t) = Zit)e. 

Ra 属于 G 的 定义 域 D(G), 由 无 穷 小 生成 元 的 定义 得 

Z(h)z = £ + hGZz + Sh, 
其 中 s, 是 一 个 范 数 |sn| 为 olh) 的 向 量 . 因此 , 对 任意 的 二 
Z(h)u(t) = Z(h) Z(t)m = Z(t) Z(h)z 
= Z(t)[z + hGz + sn] = u(t) + hGu(t) + Z(t)ss. 
故 
(Cj — Z(h))u = (Ch — I - hG)u — Z(t)ss. 

将 此 等 式 代 入 (33), 得 

CRs — Znjhjz=》 C; 7 (C, - I- hGju(jh) 一 3c; ZGhs. (33) 

借助 于 一 致 性 条 件 (30)、 范 数 估 计 |sn| = olh), 稳定 性 条 件 (32) 以 及 |Z) 
的 有 界 性 可 知 , 24 t < 1 时 , (33^) 的 右边 依 范 数 有 上 界 Yos olh) = nolh). ER, 
在 nh <1 的 条 件 下 , 当 AT O0 Rt, nolh) ÉF 0. 此 时 , 我们 已 证 明了 : 当 nh & 
Ft Mh AF OWN, 对 于 满足 一 致 性 条 件 (30) 的 所 有 z 及 所 有 t <1, Cie 趋向 
于 Z(t)e. 由 于 满足 一 致 性 条 件 (30) 的 所 有 问 量 z 构成 了 X 的 一 个 稠密 子 集 , 并 
注意 到 算 子 Œ 和 Ze) 的 一 致 有 界 性 ,上述 所 得 的 结论 对 X 中 的 每 个 向 量 z 也 
是 成 立 . 同样 , 利用 延 拓 以 及 群 性 质 (1), 上 述 结论 对 t > 1 也 成 立 . 口 


等 价 性 定理 是 有 限 差分 和 与 时 间 相 关 的 偏 微 分 方程 解 的 其 他 离散 晕 近 的 一 个 
结构 性 定理 ; 参见 文献 中 的 Lax 和 Richtmyer. 定理 中 的 C, 为 空间 变量 的 差分 算 
T, G 为 偏 微 分 算 子 . 在 光滑 函数 类 内 , 我 们 可 以 用 Taylor 定理 验证 一 致 性 . 

等 价 性 定理 的 有 效 性 已 超出 了 算 子 半 群 的 情形 . 对 于 偏 微 分 方程 u = Gu f 
的 逼近 (28), 等 价 性 定理 同样 也 是 正确 的 , 这 里 G 为 依赖 于 t 的 线性 算 子 . 

有 关 等 价 性 定理 的 参考 文献 十 分 丰富 ; 可 参见 Richtmyer 和 Morton. 

我 们 现在 给 出 定理 8 在 抽象 框架 下 的 几 个 应 用 . 


例 1 X Z(t) 为 强 连 续 的 可 缩 算 子 半 群 ，G 为 其 无 穷 小 生成 元 . 对 于 算 子 OX 
取 定 理 7 的 Hille 证 明 中 的 向 后 差分 算 子 (27): 

C, = (I—hG)-. (34) 
我 们 断言 ， Ch 的 这 种 选择 导致 了 一 致 的 和 稳定 的 逼近 . 事实 上 , 一 致 性 可 由 下 列 一 
串 代 数 恒 等 式 : 
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- G=(I-hG)- G-(I-hG)!G-G 
-(I-hG)-!(G - (I- hG)G| = h(I- hG)! G? 
-(h-iI—- G)'!G? 
得 到 . Ha 属于 G? 的 定义 域 , 则 一 致 性 条 件 (30) 是 估计 (20) 的 直接 结果 . XA 
为 , 在 定理 4 中 我 们 已 经 证 明了 G? 为 稠 定 算 子 , 所 以 此 逼近 具有 一 致 性 . 


习题 7 用 (20), 证 明 (30) 是 稳定 的 . 


定理 8 仅 是 诸多 半 群 逼近 定理 中 的 其 中 一 个 , 其 他 定理 归功 于 Trotter, Kato 
和 Chernoff (Jl, Goldstein 和 Strang 的 书 ), HP Trotter 的 乘积 公式 是 Trotter 定理 
中 的 一 个 十 分 有 用 的 结果 . 

x T(t) 和 St) 为 两 个 强 连 续 的 可 缩 算 子 半 群 , G 和 H 分 别 是 它们 的 无 穷 
小 生成 元 ; 若 G+ HHA ARREST HTH Zt) 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 当 
nh—t,h —0 时 , MX PHEAHE mr, 有 

lim| T(h) S(h)|^z = Z(t)a. (35) 

该 定理 的 意义 在 于 , 它 揭示 了 物理 过 程 中 的 许多 无 穷 小 生成 性 都 有 一 种 自然 的 
分 解 性 . 同时 , 在 许多 问题 中 , 这 也 有 利于 采用 完全 不 同 的 通 近 方法 计算 Tih) 和 
S(h). Strang 指出 , 用 


[z (=) S(h)T (2)| z=T (2) [S(h) T(h)  S(h) T (3) x 
WUE Z(nh)e 要 比 用 (Th) Sh) x HER. 


习题 8 Strang 的 结论 为 什么 是 正确 的 ? 


人 们 自然 地 要 问 : 在 定理 8 中 , 是 否 可 以 去 掉 “G 为 强 连续 算 子 半 群 生成 元 ” 
的 假设 , 而 通过 稳定 的 且 与 G 一 致 的 差分 格式 (28) 的 存在 性 直接 推导 出 此 假设 来 
呢 ? 在 偏 微分 方程 理论 中 , 这 有 利于 证 明 用 其 他 方程 的 解 副 近 偏 微分 方程 解 的 存在 
TE. 我 们 仅 提供 一 个 弱 一 点 的 抽象 结果 ; 为 简单 起 见 , 我 们 取 X 为 Hilbert 空间 . 

设 G 为 定义 在 X 内 的 笛 定 闭 算 子 , 假设 G 的 伴随 算 子 G^ 也 是 稠 定 算 子 . E 
义 微 分 方程 


C,- I ‚(I-(I-h6G)) _ 
h h 


au — Gu=0, u(0)=2 (36) 
的 弱 解 . 
^ w(t) JJ [0,oc) 到 G* 的 定义 域内 的 连续 可 微 的 向 量 值 函数 , HWE: G wlt) 


为 t 的 连续 函数 . 用 w(t) 和 (36) 作 内 积 , 然后 再 对 上 从 0 到 1 积分 , 得 


2 to) 
J (w, u- Gu) ato 


= t> 1 时 , RAN w(t) = 0; 用 分 部 积分 法 , 并 借助 于 G 和 G 的 伴随 性 质 , 得 
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f (&v* «v u) dt + (w(0), x) = 0. (37) 


满足 上 述 所 有 条 件 的 函数 w(t) 称 为 可 允许 实验 函数 . 
定义 “可 积 向 量 值 函数 u(t) 称 为 方程 (36) a, 如 果 对 任意 可 允许 实验 函数 
w(t), 方程 (37) 成 立 . 
我 们 现在 简单 刻画 一 下 , 如 何 利用 逼近 (28) 构造 方程 (36) 的 弱 解 . 首先 将 (28) 
重 写 为 
= G,u9, u® =z, (38) 


其 中 

Gh = e E 
我 们 用 它 的 对 偶 来 代替 一 致 性 条 件 (30), 即 假设 EC 的 定义 域 上 点 点 收敛 于 
GC: 


Gyw 一 G'w. (39) 
注意 , 方程 (38) 的 解 可 由 公式 (31): um = Or 给 出 . 我 们 仍 保留 稳定 性 条 件 (32). 
下 面 引 入 新 的 Hilbe 空间 H. 在 (0,1) 到 XX 内 的 连续 向 量 值 函 数 wt) 空间 

E, 定义 H 范 数 : 


1 
lwll, = / Ijw(t)||2d t. 


S 刀 为 该 空间 在 H 范 数 下 的 完备 化 空间 , 它 是 一 个 Hilbert Zi]. 
给 定 差分 方程 (38) 的 一 组 解 u™, n = 0,1,…, > 
un(t)=u™, nh&t « (n^ 1)h, 
我 们 可 以 将 这 组 解 延 拓 为 t 的 函数 un. 此 时 , un W H 范 数 为 


N 
llunlly — h ud NA — 1. 
0 


由 稳定 性 条 件 (32): 对 所 有 的 n 和 nh < 1, [um 一 致 有 界 ; 从 而 llunlly XF h 
一 致 有 界 . 再 由 Hilbert 空间 中 的 有 界 集 的 弱 序 列 紧 性 , 在 h 一 0 的 过 程 中 , 我 们 
可 以 选取 一 个 子 列 使 得 (un) BARTH 中 的 某 个 函数 u. 我 们 将 断言 , 函数 IE 
是 (36) 的 一 个 弱 解 . 
定理 9 HMR u AAA (36) 的 一 个 弱 解 . 

WEBB E wlt) 为 任 一 可 允许 实验 函数 , 2 wir) = wnh). 用 w™ 与 (38) FEN 
积 , FEL h, REN. 则 


(n+1) y(n) 
AD (n) ————)- (wr), Gru™)] = 0. 
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将 上 述 和 式 分 开 , 并 注意 到 G^ 和 G 的 伴随 性 质 以 及 当 t > 1 时 , w(t) = 0 的 事实 ， 
我 们 有 
N n "n- 
hy, (ae + Gaw, u) + (w(0), z) = 0. (40) 
在 (40) 中 , 用 w(t — s) 代替 函数 w(t), 并 沿 区 间 0 < s < h 积分 , 将 所 得 的 结果 整 
理 为 
/ Far + Gut), u) dt + (w(0), x) = 0. (40^) 


4 h 沿 前 面 所 选取 的 子 列 趋 于 零 , 由 于 每 个 可 允许 实验 函数 都 是 可 微 的 , 并 且 对 所 
AAI t <1, Gwt) -BEF G'w(t), 所 以 (40) ST 


i (5 Ten u) dt + (w(0), x) = 0. 
因此 , u 为 方程 (36) 的 弱 解 . ] 


注 1 ”由 前 面 的 讨论 , 弱 极限 u 属于 H 即 u 是 平方 可 积 的 ， 事 实 上 ， 容 易 证 
明 u 是 有 界 的 ， 令 fast] 为 [0,1] 的 子 区 间 ， 由 稳定 性 条 件 , 存在 正常 数 M 使 得 
||u9||? < M, n = 0,1,…… 因此 ， 
b 
f alats E Iul? < o- am. 


a<nh<b 


又 L? 范 数 在 弱 收 敛 下 是 下 半 连 续 的 , 故 
b 
Í \|u(t)||?dt € lim inf [ |lunll2dt < (b — a)M. 


因此 , 对 几乎 所 有 的 t, lull < v M. 

注 2 一 致 性 条 件 (39) 可 以 被 减弱 为 : Gy (XXE G^ 的 定义 域内 的 一 个 稠密 子 空 间 
W 上 点 点 收敛 于 G. 与 此 同时 , 要 求 在 可 允许 实验 函数 的 条 件 上 应 作 相 应 的 变化 . 
注 3 由 riedrichs 的 一 个 著名 定理 , 对 于 一 阶 偏 微分 算 子 来 说 , 弱 解 u 也 是 强 解 
即 经 典 解 的 L? 极限 . 我 们 还 不 知道 此 结论 是 否 有 对 应 的 抽象 结果 . 
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Rellich 证 明了 , 自 伴 算 子 A 加 上 一 个 (与 A 比较 ) 并 不 太 大 的 对 称 算 子 所 得 
的 和 仍 是 自 伴 的 ; 参见 第 33 章 定理 5. 本 节 将 证 明 , 可 缩 算 子 半 群 的 生成 元 也 有 类 
似 的 性 质 . 在 叙述 该 结果 之 前 , 我 们 先 解释 一 下 可 缩 算 子 半 群 生成 元 的 Hille-Yosida 
条 件 的 Lumer-Phillips BR. 为 简单 起 见 , 我 们 仅 考 虑 Hilbert 空间 上 的 算 子 半 群 . 
引 理 10(Lumer-Phillips) 设 G 为 作用 在 Hilbert 空间 H 内 的 稠 定 算 子 , HCO 
的 预 解 集 包含 了 Ri, WRG G 生成 强 连 续 可 缩 算 子 半 群 的 充 要 条 件 中 的 不 等 式 
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(20), 等 价 于 不 等 式 
Re(z, Gr) < 0 (20^) 
在 G 的 定义 域 上 对 所 有 xxi. 
满足 不 等 式 (20) 的 算 子 称 为 耗 散 算 子 . 
证 明 ”假设 不 等 式 (20) RI, 则 对 H 中 的 任意 向 量 u 和 任意 正 实数 和 有 
IOI- Guj? < syle. 
用 z 表示 向 量 (AT — G) lu, 则 整理 上 述 不 等 式 为 
(2,2) € aie — Ga,r(jx — Ga). 
展开 右边 , 两 边 消去 (zc), 再 用 ZEIG, 移 项 后 , 得 
(x, Gr) + (Gz, x) € xliGalf. 
4 入 趋 于 无 穷 , 得 不 等 式 (20). 
若 将 上 述 证 明 过 程 逆 过 去 , 则 可 以 证 明 , (20^) 蕴含 了 不 等 式 (20). 口 
下 列 结果 归功 于 Trotter. 
定理 11 $ G X Hilbert 空间 右上 的 强 连 续 可 缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 , D(G) 
为 其 定义 域 . 假设 定义 在 是 内 的 稠 定 算 子 HARTE: 
(i) 瑟 的 定义 域 包含 G 的 定义 域 ; 


(ii) H 为 耗 散 算 子 ; 
(ii) 存在 非 负 实 数 a fb a <1, 使 得 不 等 式 
|| Hx|| < al| Gzl| + bjjæ|] (41) 
在 D(G) 上 成 立 ， 


WHF G-- Hx x4 D(G) 上 , 是 强 连续 可 缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

WRA ”因为 G 为 强 连续 可 缩 算 子 半 群 的 生成 元 ,所 以 它 是 闭 算 子 ， 我 们 断 
‚G+ HEXE D(G) 上 也 是 闭 的 . 事实 上 , 设 {zw} 为 D(G) 内 的 向 量 列 , H 
En > x, (G + Mz, > z; È y, = (G + He, lil 

G(r, — Em) = y, — Ym — H(En — Im): 
右 端 应 用 不 等 式 (41), M 
(1 — a)l| len — Em)|| € llus — Ymll + bllen — ml. 

Alt, {Gan} 收敛 , 进而 {Hen} 也 收敛 由 于 G 为 闭 算 子 , 所 以 re D(G) A 
Gz, 一 Ga. 再 由 (41), {Hen} 收敛 于 He. 因此 , z = (G+ Me. HG+ HAM 
算 子 . 

我 们 再 断言 , 每 个 充分 大 的 正 实数 入 属于 G+ H 的 预 解 集 . 首先 证 明 , (和 I 一 
G- H) 在 D(G) 上 是 一 一 的 . 由 Lumer-Phillips 5138, G JEBAT. 又 由 条 件 


nil 
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Gi), 五 为 耗 散 算 子 , 从 而 它们 的 和 G+ 五 也 是 耗 散 算 子 . 故 由 Lumer-Phillips 7| 8 
中 的 逆 , 不 等 式 
lzlls S IA G- Wal (42) 
在 G 的 定义 域 上 成 立 . 因此 , (MT- G- H) 为 一 一 映射 
由 (42), G+ H — AI 的 值 域 是 闭 的 ; 我 们 需要 证 明 , 该 值 域 为 整个 Hilbert 空 
间 X. 否则 的 话 , 存在 非 零 向 量 v 与 该 值 域 正 交 , 即 对 D(G) 中 的 任意 向 量 m, 有 
((G -- H — AI)z,v) — 0. (43) 
由 于 G 生成 了 强 连 续 的 可 缩 算 子 半 群 , 所 以 G 一 和 TT 可逆. 故 , 在 定义 域 D(G) 内 
存在 向 量 非 零 r 使 得 
(G — AI)z =v. (44) 
将 (44) 代入 (43), 得 
lvi? + (Hz, v) = 0. 
用 Schwarz 不 等 式 估 计 第 二 项 , 得 
ijol] < || Hell. (45) 
用 (41) 估计 (45) 的 右 端 ; 对 于 左 端 ,用 wv 的 表达 式 (44), 则 
l| Gaz — Az|| < a|| Gz|| + b||a |. 
两 边 同 时 平方 , 并 注意 事实 : G 为 耗 散 算 子 , 则 
|| Ga||? + A? ||a||? < a?|| Ga ||? + 2ab|| Gar || ||] | + b? |a |?. (46) 
因为 a < 1, 所 以 当 入 充分 大 时 , ||z|| = 0, 进而 z = 0 UK v= (G -ADe = 0; Ji 
Ej v 为 非 零 向 量 矛 盾 ! 故 G+ 五 -AT 的 值 域 为 整个 Hilbert 空间 X. 综 上 所 述 , 我 
们 的 断言 成 立 ， 
由 上 述 断 言及 Lumer-Phillips 3|88, G+ H 生成 了 强 连续 的 可 缩 算 子 半 群 . D 


Banach 空间 情形 下 的 Trotter 扰动 定理 的 叙述 和 证 明 是 由 Goldstein 给 出 的 . 
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在 本 章 一 开始 我 们 就 证 明了 , 若 半 群 Z(t) 的 生成 元 G 为 有 界线 性 算 子 ， 则 
Z(t) 为 G 的 指数 形式 : 
Z(t) = etC (47) 
由 第 18 章 中 的 谱 映 射 定理 , 则 
c(Z(t)) = ete( €», (48) 
当 G 为 无 界 算 子 时 , (47) 仅 在 符号 意义 下 成 立 . 我 们 的 问题 是 : 当 G 无 界 时 , (48) 
成 立 吗 ? 


34.5 半 群 的 谱 理 论 。359 


容易 证 明 , 当 y 为 G 的 特征 值 时 , e^ 为 Z(t) 的 特征 值 . 要 证 明 此 结论 , S u 
为 > 的 特征 向 量 : Gu = yu, 则 
Te -7t Z(tju = e Z(t)(G — yDu = 0. 
Ath, e Zitu 5 t EX; 又 e^'Z(t)u TE t = 0 WHA u 所 以 对 所 有 的 t, 
et Z(t)u = u, BI et 为 Z(t) 的 特征 值 . 
当 y G 的 任意 谱 点 时 , Ralph Phillips 证 明了 相同 的 结论 成 立 . 
定理 12 X Zt) 为 作用 在 Banach 空间 X 上 的 强 连 续 单 参数 算 子 半 群 ，G 为 其 
生成 元 , 则 
o(Zit)) > et«( C). (48^) 
证 明 用 .4 表示 由 半 群 Z(t), t > 0 G 的 所 有 预 解 式 RO 所 生成 代数 的 范 
数 闭 包 . 由 于 Z(t) 和 预 解 式 RC) 可 换 , 所 以 A 是 一 个 含有 单位 元 的 交换 Banach 
代数 . 因此 , Zt) 和 RCO 作为 X 上 的 有 界线 性 算 子 的 谱 与 作为 Banach 代数 4 中 
元 素 的 谱 是 一 样 的 . 
4 kA” (8) 中 的 常数 ,5 >k, 则 5 属于 G 的 预 解 集 . 定义 单 参数 算 子 族 Vit): 
V(t) = R(QZ(t), t>0. (49) 
我 们 断言 , 在 范 数 拓扑 下 ，V(t) 关于 t 连续 . 要 证 明 此 断言 , 将 RCO 的 表达 式 (16) 
代入 (49): 


Vit)z =f Z(s)e 5* Z(t)zd s 


= i. Z(s + t)re ds =e" T Z(r)re "dr; 
0 t 
Bit, V(t) 在 一 致 拓扑 下 连续 依赖 于 t. 又 2 与 RR 交换 , 所 以 (49) HR: 


RO) V(t + s) = V(t) V(s). (50) 
由 习题 2 中 的 (9), + 属于 G 的 谱 , 5 HU (CT 属于 REO 的 谱 : 
o(R(¢)) = (€ - e(G))7*. (51) 


根据 Gelfand 变换 理论 , o(R(C)) = (p(R(Q): p 为 ABC 内 的 非 零 同 态 }. Auk, 
E vy G 的 谱 点 , 则 存在 非 零 同 态 p: A C, 使 得 


p(R(C)) = (6-9) !. (51^) 
A TAS p 作用 在 (50) 两 边 , W 
p(R(G))p( VG + s)) = p( V(t)p(V(s)). (52) 
由 (51°), p(R(C)) #0. 因此 , 我 们 可 定义 
m(t) = p( V(t))/p(R(c)). (53) 


此 时 , (52) 可 以 重 写 为 
m(t 4- s) = m(t)m(s). (54) 
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由 于 Vit) MEZ p 都 在 一 致 拓扑 下 连续 , 所 以 p( V(t)) 和 mit) 都 是 R 上 的 
复 值 连续 函数 . 众所周知 , 方程 (54) 的 连续 解 为 指数 函数 : 


m(t) = et. (55) 
4 p 作用 在 (49) 两 边 , 得 p(V(t)) = p(R(C))p(Z(t)). 结合 (53) 和 (55), W 
p(Z(t)) = e**.? (55/) 


用 RR 作用 在 (16) 两 边 : 
R(C)?x = IM e^** R(C) Z(s)zd s. 
由 于 RZ(s) 在 一 致 拓扑 下 连续 , 所 以 上 述 右边 的 积分 在 一 致 拓扑 下 存在 : 
RC)? = fe RO Als). 
用 p 作用 在 上 式 两 端 并 用 (55^): 
p(R(¢))? = f ~ e"Cp(R(O)p(Z(s))d s = p(R(C)) f ^ etk ds = i 


HF p(R(C)) #0, W p(R(Q)) = (C — Kt. 对 比 (51), BATA k' = y. 代入 (55^), 
有 


p( Z(t)) = et, (56) 
由 Gelfand 理论 , p(Z(t)) 属于 Z(t) 的 谱 , 从 而 et 属于 Z(t) 的 谱 . Hy 的 任意 性 ， 
我 们 得 到 (48°). C] 


在 某 些 情形 下 , (48) 中 的 包含 为 真 包含 . 虽然 如 此 , fH Phillips 证 明 如 下 定理 . 
定理 12′ ik Z(t) 为 强 连 续 的 单 参 数 算 子 半 群 ，G 为 其 无 穷 小 生成 元 , 若 存 在 某 个 
T > 0, 使 得 Zt) At>T 上 一 致 连续 , 则 Zt) 的 每 个 非 零 谱 点 都 属于 et. 

证 明 由 于 2Z 的 每 个 非 零 谱 点 都 形 如 p(2(t)) 的 形式 , 其 中 pb 为 4 到 C 内 
的 非 零 同 态 , 因此 , 对 于 固定 的 p, S nit) = p(Z(£). 将 p 作用 在 方程 Z(s - t) = 
Z(s)Z(t) 的 两 端 ， 则 

n(s + t) = n(s)n(t). 
由 假设 , Z(t) 在 t > T 上 一 致 连续 , 所 以 n(t) 在 t2 T. 上 连续 . 满足 此 函数 方程 的 
非 零 连续 解 为 指数 函数 : nlt) =e. 我 们 略 去 证 明 的 余下 部 分 ; 可 参见 定理 12 的 
证 明 . 口 


定理 13 设 Z(t) 为 强 连 续 的 单 参 数 算 子 半 群 ，G 为 其 无 穷 小 生成 元 . 车 存在 T 了 >0 
使 得 ZT) 为 紧 算 子 , 则 下 列 性 质 成 立 : 
(i) Z(t) 的 非 零 谱 属 于 et), 


(D ER, 对 任意 (20, p(Z()) = e*t < |Z) < bett, 所 以 k' Ck < c. 译 者 注 
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(ii) G 的 谱 由 离散 点 集 {75} 组 成 ， 其 中 Re^i 2 Re ya? 2 TANS FH A Re; 一 一 
—OQOQ. 
(ii) Ha 为 任意 向 量 , 则 对 充分 大 的 t, Z(t)z 有 渐进 展开 式 : 
Z(t)m ~ $ e™'p;(t), (57) 
这 里 的 X 089 $9 A, 其 系数 为 G 的 广义 特征 向 量 . 


习题 9 证 明定 理 13. 


我 们 现在 转向 讨论 半 群 及 其 生成 元 的 转 置 问题 . 
定理 14 设 义 为 自 反 Banach 空间 , € Zt): X X 为 强 连 续 的 单 参数 算 子 半 
群 , 则 它 的 转 置 ZU: X X 也 是 强 连 续 的 单 参 数 算 子 半 群 ,其 生成 元 为 Z(t) 
的 生成 元 的 转 置 . 

证 了 明 ”由 转 置 的 定义 , Be 属于 X, 属于 x 

(Z(t)z, £) = (x, Z (t)£). (58) 

因此 , 由 自 反 性 , Z(t) 是 弱 序列 连续 的 ; 定理 BAT Z(t) 的 强 连 续 性 . 

我 们 用 HER Z(t) 的 生成 元 ,用 G 表示 Z(t) 的 生成 元 . Rae A D(G) 内 的 
向 量 , £ 为 D(H) 内 的 向 量 , 若 对 (58) 两 端 在 t= 0 求 微 分 , 则 

(Gz,£) = (a, He). 

因此 , G 为 H 的 延 拓 . 由 定理 4, 每 个 大 于 上 的 实数 入 都 属于 五 的 预 解 集 ; X 
定理 3, G' 的 预 解 集 和 G 的 预 解 集 一 致 , 因此 G' 的 预 解 集 中 也 包含 这 些 大 于 大 


的 实数 A. 故 G 不 可 能 是 H 的 真 延 拓 , 即 转 置 C 为 Z(t) 的 生成 元 . 口 
参考 X B 
Chernoff, P. R., Note on product formulas for operator semigroups. J.Func.Anal., 2(1968): 
238-242. 


Friedrichs, K. O., The identity of the weak and strong extension of differential operators. 
Trans. AMS, 55(1944): 132-151. 

Goldstein, J. A., Semigroups of Linear Operators and Applications. Oxford University 
Press. Oxford, 1985. 

Hille, E. and Phillips, R. S., Functional Analysis and Semigroups. AMS Coll. Publ., 31. 
American Mathematical Society, New York, 1957. 

Kato, T., On the Trotter-Lie product formula. Proc. Japan Acad., 50(1974): 694-698. 

Lax, P. D. and Richtmyer. R. D., Survey of the stability of linear finite difference equations. 
CPAM, 9(1956): 267-293. 

Lumer, G. and Phillips, R. S., Dissipative operators in a Banach space. Pac, J. Math., 
11(1961): 679-698. 


362 $34 X 算 子 半 群 


Pillips, R. S., Spectral theory for semigroups of linear operators. Trans. AMS, 74(1951): 
393-415. 

Richtmyer, R. D. and Morton, K. W., Difference Methods for Initial Value Problems, 2nd 
ed. Interscience New York, 1967. 

Strang, G., Approximation of semigroups and the consistency of difference schemes, Proc. 
AMS., 20(1969): 1-7. 

Trotter, H. F., On the product of semigroups of operators. Proc. AMS. 10(1959): 545-551. 

lrotter, H. F., Approximation of semi-groups of operators. Pac. J. Math., 8(1958): 887- 
919. 

Yosida, K., On the differentiability and the representation of one-parameter semi-groups of 
linear operators. J. Math. Soc. Jap., 1(1948): 15-21. 

Yosida, K., Functional Analysis. Springer Verlag, 1965. 


2835 €& HA T S 


数学 的 各 个 分 支 中 到 处 都 可 以 找到 西 算 子 群 的 影子 .本章 我 们 将 考虑 强 连 续 
的 单 参数 西 算 子 群 U(t), —oo < t < oc. 这 类 群 一 般 来 源 于 三 个 方面 : 一 是 能 量 守 
恒 过 程 , 如 由 各 种 波动 方程 控制 的 过 程 ; 二 是 保 概率 过 程 , 如 由 Schródinger 方程 控 
制 的 过 程 ; 三 是 Hamilton 流 和 其 他 保 测度 的 流 的 过 程 . 


35.1 Stone 定理 


定理 1 KA 为 作用 在 Hilbert 空间 H 内 的 自 伴 算 子 , 则 

(i) 存在 强 连续 的 西 算 子 群 Ult), 使 得 i4 为 其 无 穷 小 生成 元 ; 

(ii) 反之 , 每 个 强 连续 的 西 算 子 群 都 是 由 i4 生成 的 , 其 中 A 为 某 个 自 伴 算 子 . 

WEBB (i) 由 第 32 章 定 理 5, 每 个 非 实 复数 z 都 属于 自 伴 算 子 A 的 预 解 集 , B. 
预 解 式 有 界 : 

|| R(z)|| € [Imz|"!. 
因此 , iA fü —iA 均 满足 Hille-Yosida 定理 的 条 件 (WE 34 章 中 的 定理 7), 它们 都 
可 以 生成 强 连 续 的 可 缩 算 子 半 群 , 我 们 分 别 用 U(t) 和 Vit), t 2 0 表示 . 我 们 断言 ， 
Ult) 和 Vit) 是 互 逆 的 . Auk, x 属于 A 的 定义 域 , 定义 t 的 函数 : 
U(t) V(t)z. 

该 函数 关于 t 可 微 且 导 数 为 0: 


E (Ut) Vit)z) = (Ut) A V(t) — U(t)A V(tz)i = 0 


因此 , 函数 U V(t)z 为 十 的 常 值 函数 . 故 U(t) Vtt)z = U(0) V(0)m = z. He 的 
任意 性 ，U(t) V(t) 在 4 的 定义 域 上 为 恒 等 算 子 .再 由 A 定义 域 的 稠密 性 和 算 子 
U(t) V(t) 的 连续 性 ，U(t) Vit) 在 整个 Hilbert 空间 H 上 为 恒 等 算 子 . 调换 UM V 
HARE, U 和 Vit) AM 833558 T. 

根据 Hille-Yosida 定理 , U(t) 和 Vit) 为 可 缩 算 子 . 另 一 方面 , ECNNRRA I 
因此 , U) 和 Vit) 保 范 , 进而 它们 为 西 算 子 . 

当 +t 为 负 实数 时 , EX U) = Vit). BR, 对 所 有 实数 Mt, U(s t) = 
U(s) U(t), 并 且 当 r 属于 A 的 定义 域 时 , dU(t)z/dt = AU(t)z. 因此 , iA ABH 
U(t) 的 生成 元 . 

(ii) 我 们 反 过 来 证 明 (i) 的 逆 命 题 . 设 Ult), -00 < t < oo, 为 强 连续 的 西 算 子 
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BÉ. 则 U(t) 和 Vit) = U(—t) 为 两 个 强 连续 的 可 缩 算 子 半 群 ; 它们 的 生成 元 相差 一 
个 负 号 , 分 别 用 G 和 - G 表示 . 对 生成 元 G 和 - G 应 用 第 34 章 定理 7 可 知 , 每 
个 非 零 实数 都 属于 G 的 预 解 集 . 因为 Ut) WERT, 所 以 

|| U(£)z||? = (Ut)z, U(t)z) = ||z|l?. 
令 z 为 G 的 定义 域内 的 向 量 , 对 上 式微 分 , 并 令 t= 0, 则 

(Crz,z) 二 (rz,Gz) = 0. 
在 上 式 中 , 若 用 m +y 代替 r, 则 
(Gz, y) + (x, Gy) 
的 实 部 为 0. 再 用 iy 代替 y, 则 当 = 和 y 均 属于 G 的 定义 域 时 , 有 
(Gz, y) + (x, Gy) = 0. (1) 

此 等 价 于 ，G 为 反对 称 算 子 ; Mit, Gt 为 -G 的 延 拓 . 由 第 34 章 定理 3, G 的 预 
解 集 为 G PUER TH. 因此 , 每 个 非 零 实数 都 属于 G^ 的 预 解 集 . 又 因为 每 
个 非 零 实数 属于 -G 的 预 解 集 , 所 以 G* 和 一 G 中 的 任 一 个 算 子 不 可 能 是 另 一 个 
算 子 的 真 延 拓 . 故 G* = 一 G. o 


用 自 伴 算 子 4 的 谱 分 解 , 可 以 定义 函数 cs(4), 其 中 cs A Borel Æ S 上 的 特 
TEAM. 首先 回忆 一 下 , 第 33 章 中 的 A 的 谱 分 解 的 三 种 构造 都 是 先 以 限制 性 的 函 
数 演算 开始 的 . 33.1 节 中 的 构造 建立 在 预 解 式 (A — 21)! 的 基础 上 , 其 中 z 为 非 实 
的 复数 ; 33.2 节 中 的 构造 应 用 了 Cayley 变换 (A — iD)(A +im-1; 33.3 节 中 的 构造 
建立 在 连续 函数 演算 f (A) 的 基础 上 , 其 中 f RU {oo} 上 的 连续 函数 . 用 Stone 
定理 , 我 们 可 以 定义 指数 函数 eit 和 4, 因此 接 下 来 , 我 们 将 刻画 如 何 利用 该 函数 演算 
构建 4 的 谱 分 解 . 

引 理 2 设 U(t) 为 Hilbert 空间 H 上 的 强 连续 的 单 参 数 西 算 子 群 , uA HP 
的 向 量 , 则 函数 
a(t) = (U(t)u, u) (2) 
A Bochner 意义 下 的 正定 函数 (参见 14.4 35), Pp alt) DARF, EHE, Ast 
TE X TRAN SEI tita tn 及 复数 O1,---,On, 成 立 不 等 式 : 
Salti - th) bj, 2 0. 
WER 由 U(t) 的 群 性 质 和 事实 U(—t) = U(t)! = U(t), 得 


alt; — tk)o;¢, = >》 人 U(t; — te)u, u)ó;óy 
=》 (U(t) 1 U(t;)u, u)ó;6, 
=) (U(t;)u, U(tx)u)ó;6; 


= ($26; Utz), Y; or U(&)u) 
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= || $6; Ut;)ulf? > 0. D 
由 Bochner 定理 即 第 14 章 定 理 8, R 上 的 每 个 正定 函数 都 是 R 上 的 某 一 非 负 
测度 的 Fourier 变换 . 因此 , 存在 R 上 的 非 负 测度 m, 使 得 
(U(t)u,u) = / e^dm(A). (3) 
^ t — 0, W jul? = m(R). 因此 , WE m 与 向 量 u 有关, Æ (U(t)u, u) 的 Fourier 
变换 并 由 u 唯一 决定 . 故我 们 可 以 用 mu) 表示 由 u 确定 的 测度 m. 
由 于 (2) 的 右 端 为 u 的 二 次 函数 , 所 以 我 们 有 与 之 相伴 的 斜 双 线性 函数 : 
(U(t)u,v) = [et amosu,r), (4) 
这 里 的 mlu, v) 是 通过 极 化 测度 mu) 所 得 到 的 测度 . 
引 理 3 测度 m(u,v) 有 下 列 性 质 : 


(i) m(u, u) = m(u); 


(ii) m(v,u) = m(u, v); 

(ii) m(u,v) 关于 u 是 线性 的 , 关于 v XA Ed. 

(iv) |m(S,u,v)] < liull: lloll, 其 中 S X 4£— Borel &. 

HERA SA 31 章 定理 17 的 证 明 . 口 


由 有 界 半 双 线 性 型 的 性 质 , 即 第 31 章 定 理 1, 对 任意 Borel 集 5, 存在 有 界 对 
称 算 子 E(S), ||E(S)]| < 1, 使 得 
m(S, u, v) = (E(S)u, v). 
因此 , (4) 又 可 重 写 为 
(U(t)u, v) = f eld (Eu, v). (5) 
用 类 似 于 31.7 节 讨 论 单个 酉 算 子 谱 分 解 的 方法 , 我 们 可 以 证 明 , E 是 算 子 4 的 单 
位 分 解 . BU 五 具有 第 32 章 定 理 1 所 叙述 的 性 质 . 我 们 将 该 细节 留 给 读者 . 
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强 连续 的 西 算 子 群 理论 可 以 应 用 于 平均 遍历 定理 . 本 节 我 们 将 给 出 一 个 与 35.3 
节 的 遍历 性 有 密切 关系 的 抽象 结果 . 
定理 4 (von Neumann) i U(t) 为 作用 在 Hilbert 空间 H 上 的 强 连续 单 参 数 西 
HF RB, 则 下 列 性 质 成 立 : 
(i) A F AAS U) 下 不 变 的 所 有 向 量 有 组 成 的 集合 {f eH: U(t)f = 
f teR} 8) F 5 H ví$H-- Z i; 
(ii) A M (t) 表示 平均 算 子 
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w 


M (t)g = | U(s)gds, (6 
Rj3 t oo 时 , M(t) BIAS P, 即 对 H 中 的 每 个 向 量 9, 有 
S — lim M(t)g = Pg, 
EPRRRPAH SF LH ERR. 
WEBB von Neumann 的 原始 证 明 依赖 于 无 界 自 伴 算 子 的 谱 分 解 . 现在 , 我 们 给 
出 一 个 简单 证 明 , 这 归功 于 Eberhardt Hopf. 
集合 FON 中 的 闭 子 空间 是 一 个 显然 的 结论 , 因为 它 是 一 组 有 界线 性 算 子 
U(t) -— I, te R, 的 零 空间 的 交集 . 对 于 (ii), 我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 5 HRUABHT, EA RAMA U-IHFSMPER 则 E RE 
RA. 
WERH — x g MIA AH PHAR, Dj 
((U-Ng,h) = (g, (U" — Dh). 
利用 U* U = r, Wi| E3CZEJÉE JJ 
((U — Dg, h) = (g, (1 — U)U"h). 
ERAS: Ho 与 R IER, 则 右 端 为 0, 从 而 左 端 也 是 0, E (U— Dg SH 中 的 每 
个 向 量 h EX. 故 g 属于 U 一 了 的 零 空间 E. 反之 , g 属于 E, 则 左 端 为 0, 从 
而 右 端 也 是 0, 即 g 与 R EX. g 


设 7 为 实数 , 令 U= U(r). BAW U-T KER RMA R E24, w 
H 中 的 每 个 向 量 g 可 分 解 为 
g=e+z, (7) 
其 中 z 属于 Re 与 R 正 交 . 由 引 理 5, e 属于 U- IM FRA E. 我 们 断言 , 当 
t 一 oo WY, M (t)z 一 0. 要 证 明 此 断言 , 对 于 任意 > 0, 我 们 用 R 中 的 向 量 ze Jk 
近 z: 
Iz-2z.||<e, z.=(Ur)-Dh, hed. 
HM 的 定义 (6) 及 ||U(s)| = 1 知 , ||M(t)|| « 1. 因此 , 对 实数 二 
IM (t)z — M(t)z.|| = || M(t)(z — z.)|| < €. 
由 (6) 及 U(s) 的 群 性 质 , 我 们 有 
M (t)z, = M(t)(U(r) — Dh = M(t) U(r)h — M(t)h 


=F | von Up)nas— if. U(s)hds 


af Unds- | U U(s)hds. 


HN, 右边 每 一 项 的 范 系 数 都 小 于 rllh||/t, 所 以 t oo 时 , 左边 依 范 数 || Mt) z.|| 
趋 于 0. X ||M(t)z - M(t)z.|| «e A e 的 任意 性 , 所 以 || M (Oz|| WET 0. 
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接 下 来 , 我 们 再 证 明 : # e 属于 零 空 间 E, W t 一 co 时 , Mite 的 极限 存在 ， 
且 该 极限 属于 E. 由 于 Ult+r)e= U(t)U(r)e = U(t)e, 所 以 U(t)e X t KAHK 
KEH r 是 一 个 周期 . 对 于 实数 t, HS t=nr+q,0<q< |r], n 为 自然 数 , 则 


M (t)e = if U(s)eds = ah U(s)ed s + : f U(s)ed s. 
4 t 一 oo, 则 右边 的 第 二 项 趋 于 0, 而 第 一 项 则 趋 于 
/ U(s)ed s. (8) 
T Jo 


因此 , M (t)e 收敛 于 (8). X Us) 与 U- IK, 所 以 Us) ERABS. KA 
量 (8) T E. 

因为 H 中 的 每 个 向 量 g 有 分 解 e+ z, 所 以 由 上 述 两 段 的 证 明 , 24 t — oo R}, 
M(t)g 的 极限 存在 , 且 该 极限 属于 E, 即 该 极限 为 U — Ur) 的 固定 向 量 . 由 > 的 
任意 性 , M(t)g 在 t oo 下 的 极限 属于 F. 

H FEX, Uls) 在 子 空间 F 上 为 恒 等 算 子 . 我 们 进一步 断言 , CH F 的 正 
交 补 子 空间 映 入 到 自身 内 . 这 是 因为 , 若 向 量 w 与 FER, 则 对 FP 中 的 每 个 向 量 
f, 有 

(U(s)w, f) = (w, U(—s)f) = (w, f) = 0; 

因此 U(s)w 5 F EX, 此 断言 成 立 . 由 于 算 子 M(t) 是 丁 算 子 群 Uls) 的 均值 , 所 
以 M(t) 以 及 M(t) 的 强 极限 在 F 上 的 作用 为 恒 等 作 用 , AR F 的 正 交 补 子 空间 
映 入 自身 . X M(t) 的 强 极 限 将 整个 Hilbert 空间 H BRA F OA, 所 以 该 强 极 限 只 能 
将 FF 的 正 交 补 子 空间 映 为 零 . 因此 , M(t) 的 强 极 限 正 是 H 到 F 上 的 正 交 投影 . O 
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BM 为 开 的 紧 微 分 流 形 , V A M 上 的 预先 给 定 的 体积 元 , 我 们 要 研究 沿 向 量 


3 D 的 保 体 积 流 , 即 研究 微分 方程 


Š = D(a) (9) 


的 解 . S z(y;t) 表示 微分 方程 (9) 的 解 , 其 中 y 为 该 解 在 上 1= 0 的 值 , 则 y 一 rly; t) 
为 保 体积 的 映射 . 因为 M ERK, 所 以 M 的 体积 有 限 . 由 于 向 量 场 D 与 t 无 关 ， 
所 以 
z(r(z;s),t) = x(z;s +t). (9^) 
^ H 表示 M 上 的 平方 可 积 函 数 9 组 成 的 Hilbert 空间 , Bemard Koopman 将 
这 样 的 流 z(y;t) 与 H 上 的 单 参数 西 算 子 群 : 
(U(t)g)(y) = g(z(y:t)) (10) 
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联系 起 来 . 由 流 的 保 体积 特性 , 由 (10) 定义 的 算 子 Ult) RL? WH, 事实 上 , 它们 
保 所 有 Le 范 数 , 1« p < oc. 

对 于 这 样 的 流 , von Neumann 的 平均 遍历 定理 能 告诉 我 们 什么 信息 呢 ? NEE 
算 子 群 (10) 下 固定 的 函数 组 成 的 空间 F 有 何 性 质 呢 ? 显然, 常 值 函数 在 每 个 CC) 
下 固定, 即 常 值 函数 属于 F. 除 此 之 外 , FP 中 还 有 其 他 函数 吗 ? 假设 函数 f 属于 F, 
不 妨 设 /为 实 函数 , S c 为 任意 实数 , S. 为 M 中 的 满足 fly) < c 的 所 有 点 y 组 成 
的 集合 , 则 S. 在 流下 不 变 , ME y 属于 Se 则 所 有 的 点 z(y;t) 都 属于 Se Bf AS 
是 常 值 函 数 , 则 Se 为 流 的 非 平 凡 不 变 子 集 , BD S. 及 其 补 子 集 都 有 非 零 测度 . RZ, 
ES 为 流下 不 变 的 非 平 凡 子 集 , 则 其 特征 函数 


fm | b ves 
0 ygs 
EAR (10) FAE. 综 上 所 述 , 我 们 已 经 证 明了 如 下 结论 . 

给 定 M 上 的 保 体 积 流 ， 则 在 与 该 流 相 伴 的 Koopman # (10) AMA HT 
下 固定 的 函数 仅 为 M EMBARK, SARS M 不 存在 流下 不 变 的 非 平凡 可 测 
子 集 . 

不 存在 非 平 凡 的 不 变 可 测 子 集 的 流 称 为 具有 度量 可 迁 性 ， 

假设 在 流 (9) 下 不 存在 非 平凡 的 不 变 子 集 , 则 F 由 常 值 函 数组 成 . 因此, HF 
均 遍 历 定 理 ， M(t) ge L?(M) 上 的 作用 M(t)g BF g 到 常 值 函 数 空间 上 的 投 


影 . 如 何 确定 该 投影 呢 ? 显然 , 它 是 9 的 在 给 定 体积 V 下 的 均值 : 
1 


Po sang; 人 solar LET] 
投影 (11) MARR g 的 空间 均值 , 而 由 均值 算 子 M(t) 得 到 的 极限 称 为 g 的 时 间 
均值 . 因此 , 粗略 地 讲 , Koopman 群 的 平均 遍历 定理 告诉 我 们 : 假设 流 (9) 不 存在 
非 平凡 的 不 变 子 集 , 则 每 个 L? 函数 的 时 间 均 值 和 空间 均值 相等 . 

在 统计 力学 中 , WEM 对 应 于 相 空 间 即 由 N 个 相互 作用 粒子 的 Hamiltonian 
系统 导出 的 向 量 场 , 其 中 N ~ 1023; 时 间 均 值 被 解释 为 N 元 函数 9 的 测量 值 . 依 
定理 4, 测量 的 时 间 要 很 大 . 遍历 定理 最 早 由 Ludwig Boltzmann 以 一 种 初等 的 形式 
提出 来 , 其 意义 在 于 我 们 仅仅 需要 估计 1023 维 流 形 上 的 积分 (11), 而 并 不 需要 求 涉 
及 102 个 未 知 函 数 的 形 如 (9) 的 偏 微分 方程 的 解 . 

Jack Schwartz 已 经 指出 , 测量 值 有 热力 学 意义 的 函数 g 是 10° 个 变 元 的 对 称 
PR. 这 些 极 特殊 函数 的 时 间 和 空间 均值 之 闻 的 等 式 是 由 除 遍 历 定理 以 外 的 其 他 
原因 造成 的 . 

一 般 来 讲 , 我 们 很 难 决定 哪些 流 有 非 平 凡 的 不 变 子 集 , 哪些 流 没 有 . 文献 Lax 
中 给 出 了 一 个 有 趣 的 例子 . 
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35.4 波动 方程 
典型 的 波动 方程 为 


uz — Au = 0, 
HH A Laplace 算 子 : 
A=892+95+8%, 
这 里 的 下 标 表 示 偏 导数 . 对 波动 方程 在 全 时 空 R? xR 上 的 解 u, € u 及 其 一 阶 偏 
导数 在 2? gy? + 22 一 oo 时 , 快速 趋 于 0, 则 利用 如 下 过 程 , 我 们 可 以 导出 关于 4 
的 能 量 守恒 定律 : 先 用 u 去 弛 波动 方程 , 再 沿 R? 积分 : 
Ut(utt — Au)dV = 0. 


用 分 部 积分 法 , 将 此 式 整 理 为 


f o + Urtür + uyruy + Uztuz)d V =Q. 


左边 的 积分 是 函数 
E() = 5 [Gd ud up + utav 


对 t 的 导数 . 因此 , E(t) 为 t 的 常 值 函数 . 这 种 与 时 间 无 关 的 量 称 为 运动 常数 或 守 
HE. 

A E(t) RAGE, CE u 和 u 的 二 次 函数 , 其 平方 根 称 为 能 量 范 数 . 

车 波动 方程 的 两 个 解 有 相同 的 初 值 , 则 它们 的 差 也 是 波动 方程 的 解 , 其 初 值 为 
F, 进而 原始 能 量 也 为 零 . 因此 , 由 能 量 守 恒定 律 , 波动 方程 的 这 两 个 解 的 差 在 每 一 
时 刻 的 能 量 均 为 零 , 从 而 在 每 一 时 刻 的 值 也 是 零 . 因此 , 初 值 u(0) 和 wi(0) BER 
定 了 波动 方程 的 解 在 每 一 时 刻 的 取 值 . 

我 们 用 表示 有 有 限 能 量 的 所 有 初 值 {u(0),w(0)} 组 成 的 线性 空间 在 能 量 范 
数 下 的 完备 化 空间 , 它 是 一 个 Hilbert 空间 . 

我 们 用 Ult) 表示 解 算 子 , 即将 初 值 映 为 t 时 刻 数值 的 算 子 : 

U(t) : {u(0), u,(0)) — {u(t), u(t)). 

不 难 证 明 , 老 预 先 给 定 的 初 值 u(0) 和 u(0) 充分 光滑 和 带 有 紧 支 集 , 则 可 以 求 得 波 
动 方程 在 全 时 空 内 的 初 值 问题 的 解 . 因此 , 我 们 可 以 先 在 光滑 的 有 紧 支 集 的 初 值 上 
定义 算 子 Ult), 再 利用 满足 这 些 性 质 的 初 值 在 空间 H 内 的 稠密 性 , 将 Ult) 连续 延 
拓 到 整个 空间 HE 不 难 证 明 : 延 拓 后 的 算 子 形成 了 一 个 强 连 续 的 单 参数 西 算 子 
群 . 此 时 的 强 连续 性 可 先 在 光滑 的 初 值 上 验证 , 然后 由 连续 性 , 再 在 对 有 限 能 量 的 
初 值 上 进行 验证 . 群 性 质 U(s--r) = U(s)U(r) 表达 了 这 样 的 事实 : # ulz,y,z,t) 
为 波动 方程 的 解 , 则 ul, y, zt 一 s) 也 是 波动 方程 的 解 ; 酉 性 质 仅仅 是 能 量 守恒 及 
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其 va) 的 可 逆 性 的 另 一 种 表述 , 而 此 时 的 可 逆 性 又 可 以 通过 求 相 反 初 值 问 题 的 解 
得 到 验证 . 


习题 1. 求 波动 方程 的 解 算 子 形成 的 强 连续 单 参数 酉 算 子 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 


下 面 我 们 将 波动 方程 在 全 时 空 内 的 初 值 问题 延伸 到 有 障碍 的 初 值 问题 上 , 即 研 
究 波 动 方程 在 全 时 空 和 三 维 空间 的 某 个 障碍 B 外 部 的 解 . 我 们 要 求 在 障碍 B 上 ， 
所 有 的 解 u 需 满 足 边 界 条 件 , BU u 在 B 的 边界 上 取 值 为 零 . 
同上 所 述 , 用 同样 的 方法 可 以 导出 能 量 守恒 性 质 ， 先 用 分 部 积分 法 产生 边界 
项 : 
/ WundS, un =u 的 法 向 导数 ， 
öB 


"4 u 在 边界 OB 上 取 值 为 0 N, KARMA 0. FR, 我 们 也 可 以 要 求 边界 条 件 
un — 0, 从 而 使 得 边界 项 为 0. 无 论 哪 一 种 情形 , 能 量 守恒 性 质 都 成 立 . 

用 类 似 的 过 程 构造 解 算 子 U(t), 从 而 形成 强 连续 的 西 算 子 群 (在 能 量 范 数 下 ). 
在 此 过 程 中 , 唯一 会 出 现 的 新 困难 就 是 : 很 难 证 明 , 有 光滑 初始 值 问题 的 波动 方程 
在 所 有 时 刻 满足 边界 条 件 的 解 的 存在 性 . 但 是 , 这 仅仅 是 技术 性 困难 , 不 会 掩盖 在 
障碍 B 外 部 的 有 限 能 量 解 的 简单 基本 结构 . 
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我 们 先 来 回顾 一 下 作用 在 Hilbert 空间 H 内 的 自 伴 算 子 4 的 谱 表 示 ( 参见 第 
32 章 ). 若 A 有 重 数 为 1 的 谱 , 则 存在 R 上 的 非 负 测度 m 以 及 存在 H 和 L?(R,m) 
之 间 的 西 算 子 : 

H 一 L?(R, m), 
使 得 算 子 A 对 应 了 作用 在 LR, m) 内 的 变量 A e R 所 作 的 乘法 算 子 . A 的 谱 
为 多 重 数 的 , 则 存在 HM L 空间 的 (可 能 无 限 个 )Cartesian 积 [T L?(R, m;) 之 间 
的 西 映射 
H = JJ L?(R,m;), 

使 得 算 子 4 对 应 于 Cartesian 积 空间 上 的 算 子 , 并 使 得 该 算 子 在 每 个 分 文 上 为 和 Ee 
R 所 作 的 乘法 算 子 , 这 里 的 m; X R 上 的 非 负 测度 . 

由 Stone 定理 , HF iA 生成 了 强 连 续 的 单 参 数 丁 算 子 群 Ult), 用 符号 将 U(t) 
表示 为 : U(t) = expiAt. 
定理 6 在 自 伴 算 子 A 的 谱 表示 中 , HF U(t) = expi4t 被 表示 为 expitt 所 作 的 
ARX T. 

证 明 Stone 定理 的 证 明 建 立 在 Hille-Yosida 定理 即 第 34 章 定理 7 的 基础 上 . 
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我 们 将 采用 Yosida 的 方法 证 明 该 定理 , 即将 expi4t 看 作 是 强 极限 
expiAt = s — „im eiGnt = n? R(n) — nl. (12) 
在 31.5 节 推导 谱 表示 的 过 程 中 ， 我 们 已 经 证 明了 R(n) = (nI - iA)! 被 表示 为 
(n —iA)-! 所 作 的 乘法 算 子 . 因此 , (12) 右边 的 算 子 可 被 表示 为 em、 ) 所 作 的 

乘法 算 子 . 

Buk H PMR, 不 妨 设 w 对 应 于 {kj;( 和 )), W e Gotu 对 应 于 [el M/k, 
(\)}; 这 些 函数 在 n — oo 下 的 L?(m;) 极限 对 应 于 函数 (6?! k;()). 故 Ult) HE A 
上 的 作用 被 表示 为 expixt 在 [[ L2(R,m;) 上 的 乘法 作用 . 口 


FERNER A 的 谱 在 R 上 绝对 连续 且 具 有 一 致 谱 重 数 的 情形 , 即 谱 表 示 中 
的 所 有 测度 m; 支撑 在 及 上 并 且 关 于 R 上 的 Lebesgue 测度 绝对 连续 的 情形 . 第 
31 章 结束 部 分 的 注 记 中 已 表明 , 这 种 情形 下 , 出 现在 谱 表示 中 的 测度 可 以 选取 为 整 
个 R ER) Lebesgue WE, 故 谱 表示 可 重新 记 为 

H + J] L?(R). 

为 方便 起 见 , 我 们 将 LR) 空间 的 Cartesian 积 看 成 单个 空间 L(N, R), 即 赋 
值 在 某 个 辅助 Hilbert 空间 N 上 的 L? 向 量 值 函数 组 成 的 空间 , 其 中 N 的 维 数 等 
于 Cartesian 积分 支 的 个 数 , 可 能 为 co. 注意 N 的 维 数 也 是 4 的 谱 重 数 . 因此 , 我 
ALT ERES 


H e L?(N,R). (13) 
EX Fourier 3, 由 (13), 我 们 得 到 谱 表 示 的 另 一 种 形式 
H o L?(N,R), (13°) 
即 若 A 中 的 向 量 u 在 (13) un f(A), WE (13^) F, 向 量 u SENE ERA 
k(x) = EN fe" d X. 


由 定理 6, H 中 的 向 量 nns 在 谱 表 示 (13) 中 被 表示 为 (expiAt) f (A), 从 
而 在 谱 表 示 (13) "P, 被 表示 为 ke-t) 鉴于 此 原因 , (13) RA H 的 关于 iA 生成 
西 群 的 平移 表示 . RZ, 从 一 个 平移 表示 出 发 , 我 们 可 以 利用 Fourier WE A 的 
WER. 

下 面 我 们 研究 Sinai 给 出 的 平移 表示 的 一 个 几何 特征 . HH 为 Hilbert 空间 ， 
Ult) 为 作用 在 H 上 的 强 连 续 单 参数 西 算 子 群 , 假设 H ARTE U) 有 平移 表示 ， 
令 丰 为 五 的 财 子 空间 并 且 在 平移 表示 下 , F 对 应 于 支撑 在 R 上 的 所 有 L 函数 
空间 : 

Fo L?(N,R_), (14) 
则 U(r)F 中 的 向 量 被 表示 为 支撑 在 (—oo,r) 上 的 L 函数 . 因此 , U(r) E 为 7 的 递 
增 单 参 数 族 , 且 当 r 由 -oo 变 到 co 时 , U(r)F 由 (0) 变 到 H. 因此 , 我 们 可 以 用 
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下 面 的 (15a), (15b) 和 (15c) 更 精确 地 表达 上 述 刻 画 : 


U(Ir)EFCF, r<0, (15a) 
NU(r)F = {0}, (15b) 
UU(r)F = H. (15c) 


定理 7 BRL, KH A Hilbert 空间 , Ut) AH 上 的 强 连续 单 参数 西 算 子 群 ， 令 
已 为 五 的 满足 (15a),(15b) 和 (15c) 的 闭 子 空间 , MH 存在 群 U(t) 下 的 平移 表示 
(13 ), 并 且 在 此 表示 下 , F 有 表示 (14). 

习题 2 证 明 : 当 s <t 时,U(s)F C U(t)F. 


Sinai 利用 von Neumann 的 Heisenberg 交换 关系 定理 ( 即 本 章 定理 11) 证 明了 
上 述 平移 定理 与 此 同时 , Philips 和 作者 给 出 了 本 定理 的 另 一 个 独立 证 明 , 此 外 ， 
我 们 还 证 明了 如 何 由 此 平移 表示 定理 导出 von Neumann 的 结果 . 有 关 此 细节 , 详 见 
35.6 节 内 容 . 下 面 我 们 提供 定理 7 的 Phillips 和 Lax 的 证 明 . 该 证 明 有 一 定 的 技巧 
性 , 在 作者 眼 里 是 非常 漂亮 的 . 

WEAR ”我 们 将 用 下 面 的 表示 定理 证 明定 理 T. D 


定理 8 ik K A Hilbert 空间 , Z(t) 为 作用 在 K 上 的 强 连续 单 参 数 可 缩 算 子 半 群 ， 
若 上 一 oo B}, Z(t) 强 收敛 于 0: 

lim Z(t)k = 0, (16) 
其 中 此 为 KK 内 的 任意 向 量 , MK 可 以 西 表示 为 L?(N, 民 _) 的 闭 子 空间 , 使 得 Z(t) 
的 作用 对 应 于 变量 t AR 上 所 作 的 右 平移 作用 在 候 _ 上 的 限制 , 其 中 N 为 某 个 畏 
助 Hilbert 空间 . 

WERA 设 GAFR Z(t) 的 生成 元 , D(G) 为 G 的 定义 域 . 我 们 先 给 出 D(G) 
的 一 个 表示 , 然后 将 此 表示 连续 延 拓 到 整个 空间 K 上 . 对 D(G) 内 的 任 一 向 量 g, 
定义 函数 7(s): 

y(s) = Z(-s)g, s <0, (17) 
则 + 为 及 -到 D(G) ARM (eR. 我 们 要 在 D(G) 上 定义 新 的 半 范 数 || ||n, 使 
得 对 D(G) 内 的 每 个 向 量 g, 由 (17) 定义 的 向 量 值 函 数 y HL? 范 数 与 g 的 初始 
范 数 ||g|| 相等 , 即 


0 oo 
lei? = f Into as - f ll Z(£)gli d. (18) 


因为 Z(t) 将 D(G) RA D(G) A, 所 以 在 (18) FH Z(h)g 代替 g, 相应 的 等 式 仍 
然 成 立 : 


| Z(h)gl|2 = f \|Z(s + h)gli ds = / IZ(s)gli; d s. (18^) 
0 h 
(187) 两 边 对 h 求 微分 , 再 令 — 0, 则 
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(Gg,g) + (g, Gg) = -llgll- (19) 
由 于 Z(t) 为 可 缩 算 子 , 所 以 (18 ) 的 左边 为 h 的 递减 函数 , 进而 (19) 的 左边 不 大 
于 o, 故 新 范 数 glis 是 非 负 的 . 因此 , 利用 (19), 我 们 可 以 定义 D(G) 上 的 新 半 范 
数 lIgllw-” 
我 们 现在 证 明 , YE N 及 N 范 数 下 , 表示 (17) 是 一 个 等 距 , 即 对 D(G) 内 的 每 
个 向 量 g, (18) 成 立 . 设 g 属于 D(G), W Z(t)g 属于 D(G); 由 定义 (17) 和 (19), 
令 s= t, 则 | 


Ive) = IZO = -2Re(GZ(t)g, Z(t)g) = -SIZO (19) 
对 变量 t 由 0 到 r 积分 , 并 注意 用 假设 : 24 r 一 co 时 , [| Z(r)gl| BF 0, 我 们 即 得 


(18). 

由 于 D(G) 在 K 中 是 稠密 的 , 利用 连续 性 , 我 们 可 将 以 表示 (07) 等 距 延 拓 到 
整个 空间 K E 显然 , 在 此 表示 中 ,Z(t) 的 作用 对 应 了 由 t 所 作 的 右 平移 作用 在 
R- 上 的 限制 . m 


我 们 现在 转向 定理 7 的 证 明 . Hj P os H 到 子 空间 F 上 的 正 交 投影 , 定义 
BF Z(t): 
Z(t) = PU(t), t20, (20) 
我 们 有 如 下 引 理 . 
引 理 9 假设 U AMA (15), 则 由 (20) 定义 的 Z(t) 为 作用 在 F 上 的 强 连 续 单 参 
数 可 缩 算 子 半 群 , BG too 时 ,2Z(t) Æ F Ligia o. 
证 明 ”因为 U(t) 强 连 续 , 所 以 Z(t) 也 是 强 连续 的 . 又 U(t) 和 PATRAT, 
所 以 Z(t) 也 是 可 缩 算 子 . 要 证 明 Z(t) 为 半 群 , 令 f 属于 下 , 则 
Z(r)Z(s)f = PU(r)PU(s)f = PU(r)[U(s)f + p 
= PU(r +s)f + PU(r)p = Z(r + s)f + PU(r)p, (21) 


这 里 的 p RAF AAS F EX. 我 们 断言 , S rn 0 时, U(r)p 与 FIER. 事实 上 ， 
Sg 为 FF 中 的 向 量 , 注意 到 U*(r) = Ur) = U(-r), W 

(g, U(r)p) = (U(—r)g. p). 
由 假设 (15a), U(—r)g 属于 F; X. p 5 F EZ, 所 以 上 式 右边 为 0, 从 而 左边 也 是 
0, Bl. U(r)p 与 g EX. Hg 的 任意 性 , 此 断言 得 证 . HF PHA BF 上 的 正 交 
投影 , 所 以 (21) 的 右边 最 后 一 项 为 0. 因此 , Zt) 是 一 个 半 群 . 


Qe 


£ — {g € D(G)I llglly = 0}, 
Wills 自然 诱导 了 商 空间 D(G)/L 上 的 范 数 ， 我 们 令 辅 助 Hilbert 空间 N A D(G)/C MIR 
fib. 为 方便 起 见 , 我 们 将 DC) 中 的 向 量 g 与 它 在 商 空间 D(G)/C 中 的 等 价 类 等 同 起 来 . 
译 者 注 
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要 证 明 当 + F oo 时 , Z(t) WAT 0, 我 们 先 证 明 形 如 
U(t)g geFt, t«0, (22) 
的 向 量 构成 了 H HARTE, 这 里 的 FI RR FEH PHERI. 若 不 然 , 必 存 在 
H 中 的 非 零 向 量 v 与 所 有 向 量 U(tg,g c Ft,t<0, ER. 由 于 Ut) WERT, 所 
以 它 将 F 的 正 交 补 P+ BRA UF 的 正 交 补 (U(t)F), 从 而 (U(t)F-)* = U(t)F. 
因此 , v 属于 每 个 U(t)F, t < 0, 这 与 (15b) FR. 

给 定 F 中 的 向 量 f REX c 由 上 述 集 合 的 稠密 性 , 存在 Ft 中 的 向 量 g 及 
实数 7 < 0, 使 得 ||f — U(r)gl| < e. 车 记 s = —r, 则 ||U(s)f -gl| < e. 由 于 Po = 0, 
所 以 

IlZ(s) fl] = || PU(s)f|| = ||P(U(s)f — g)|| < e. 
X 2 为 可 缩 半 群 , 所 以 当 上 > s 时 , ZOFII < e. 因此 , 4 t ÉF oo 时 , Z(t) 强 收 
BF 0. 口 

对 作用 在 空间 F ERREF Z(t) = PU(t), 由 引 理 9, Z(t) 满足 定理 8 的 条 件 ， 
故 存在 F 5 LN, R) 的 闭 子 空间 之 间 的 等 距 平移 表示 , 使 得 者 将 FP 中 的 向 量 f 
表示 为 LN, R) 中 的 函数 9: 


fago) (23) 
W) t 0 时 , Z(t)f 有 表示 

PU()f  c(t)ó(s - t), (23°) 

这 里 的 cH R- 上 的 特征 函数 . 该 表示 是 等 距 的 : 

0 
fip = Í \14(8)|[3 d s, (24) 
—t 
| PU(0fll? = / I|6(s) 12, d s. (25) 
4 

U(t)f = ó(s — t), (26) 


我 们 将 表示 (23) 延 拓 到 H 中 的 形 如 U(t)f, f e F 的 向 量 上 . 由 (24) 及 Utt) 为 
等 距 这 一 事实 , (26) 为 等 距 表示 . 我 们 断言 (26) 5 (23) 是 一 致 的 , ME UOS 属 
F F, 则 两 表示 (23') 和 (26) 的 右边 相等 . 显然, 此 断言 成 立 , 当 且 仅 当 的 表示 
函数 ols) 在 -t <s <0 A, 取 值 为 0. 因此 , 若 UOS 属于 F, 注意 到 U(t) ABS 
F, 所 以 (24) 和 (25) 左边 相等 , 进而 它们 的 右边 也 相等 , 此 可 保证 , ols) 在 (-t,0) 
内 为 0. 

由 (15c), 所 有 形 如 U(r)f, f EF, HAERE H 中 稠密 . At, 表示 (26) 可 以 被 
连续 延 拓 到 整个 空间 H E: 

u e k(z). 


此 延 拓 后 的 表示 仍 是 一 个 等 距 : 
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lue = f NOTE 


半 群 U 的 作用 被 表示 为 平移 变换 : 
U(t)u = k(x — t), 
而 正 交 投影 P 的 作用 被 表示 为 截 切 : 
Pu > c(s)k(s). 
不 难 证 明 , 由 此 表示 的 值 域 为 整个 Hilbert 空间 L?(N,R); 参见 本 章 后 面 的 参考 文 
献 Lax-Phillips, 1981. D 


单 参数 西 算 子 群 存在 平移 表示 的 条 件 有 点 特殊 , 但 是 , 存在 一 些 自 然 、 有 趣 而 
又 非 平凡 的 例子 , 它们 来 源 于 34.5 节 中 的 波 传播 . 在 这 些 例子 中 , 底 空间 H 为 定义 
在 R? 上 的 所 有 初 值 {u(z,0),wui(z,0)} 组 成 的 Hilbert 空间 , RRP aE HK: 
luz) uto) = f (F+) dz 
我 们 令 Ult) 为 波动 方程 
un — Au=0 
的 解 算 子 群 : 
U(t) : (u(2,0),u,(z,0)) — {u(z, t), ue(z, t)}. 
FT U(t) 的 西 特征 揭示 了 能 量 守 恒 和 时 间 的 可 北 性 . 
子 空间 F 被 定义 为 由 输入 初 值 组 成 的 空间 , 即 所 有 入 解 ulz, t) 的 初 值 组 成 的 
空间 , 这 里 的 入 解 是 指 , 在 反 向 光 锥 内 部 取 值 为 零 的 解 ulz, t): 
u(z,t)=0, |z| < ~t. 
波动 方程 存在 入 解 的 事实 一 点 也 不 明显 ， 我 们 现在 证 明 , 如 何 借助 于 三 维 空 
间 中 波 传 播 的 Huygens 原理 来 构造 入 解 。 从 概念 上 讲 , 该 原理 是 说 波动 方程 的 解 
以 速度 1 传播 信息 . 从 技术 上 讲 , 此 原理 意味 着 由 初 值 (u(0),u,(0)) 唯一 确定 的 解 
u(y,s) Æ (y,s) € R? x R 点 的 值 仅仅 依 束 于 u(0), u,(0) 及 其 空间 导数 在 光 锥 与 原 
始 平面 的 交集 即 在 lz — yl = |s] 的 上 点 r 处 的 取 值 . 
wf = (ffo) 为 初 值 且 当 |r| > s Bf, f RAS, 我 们 断言 , At >s 
I, U(—-t)f 为 入 解 . 


习题 3 用 Huygens 原理 证 明 , U(—t)f 为 入 解 . 


现在 证 明 , 输入 初 值 空间 FA (15a)~(15c) 所 列 的 性 质 . 
(i) 设 尺 为 一 个 入 解 ,了 为 其 初 值 , 则 初 值 为 Ulr)f RRE u(r, t) = ulz,t+r). 
因为 u 为 入 解 , 所 以 
u(r,t)-0, |z| < -t. 


因此 
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u(?(z,t) 20, |x| < -(t—r). 

MUS r < 0 时 , u 为 入 解 . 由 此 , 我 们 证 明了 , 当 7 < OW, U(r)F C F. 

(ii) 由 上 述 关 系 , (2,0) 在 |z| < -r 内 为 0; 对 上 上 求 微分 后 , 同样 有 uj" (2,0) 
在 |z| < -r 内 取 值 为 0. 因此 , 所 有 U(r)F 的 交 仅 包含 一 个 零 初 值 . 

(iii) 设 u 为 利用 Huygens 原理 构造 的 任 一 入 解 , f 为 其 初 值 , 则 u(t)f 可 以 取 
支撑 在 lz| < t 内 的 任意 数值 . 因此 , 34 t> oo 时 , UHF 的 并 在 H 中 是 稠密 的 ， 

Huygens 原理 在 任意 奇数 维 空间 上 是 成 立 的 ， 因此 上 述 输入 初 值 的 分 析 在 奇数 
维 空间 上 也 是 有 效 的 . 虽然 人 们 可 以 利用 波动 方程 在 R x 及 上 的 解 的 公式 导出 输 
入 初 值 的 性 质 , 但 是 我 们 的 推导 更 直观 , 更 清晰 . 

35.4 节 所 讨论 的 障碍 外 部 的 波 传 播 也 是 一 个 十 分 有 趣 的 情形 . 假设 障碍 B EL 
含 在 以 原点 为 心 、 以 R 为 半径 的 球 内 , 我 们 可 以 将 入 解 u(x,t) 定义 为 在 锥 内 部 为 
0 的 解 : 

u(z,t)=0, |z| < -t-- R. 

注意 这 样 定义 的 入 解 满足 35.4 节 所 讨论 的 两 个 边界 条 件 . 类 似 地 , 我 们 令 F HAR 
的 初 值 组 成 的 空间 . 性 质 (15a) 和 (15b) 可 以 用 上 述 方 法 进行 验证 , 但 是 性 质 (15c) 
的 验证 需要 更 深刻 的 理论 (参见 文献 Lax 和 phillips 的 书 第 5 章 ). 在 36.5 节 , 我 们 
还 将 回 到 此 例子 上 来 . 

另 一 个 有 趣 的 例子 是 由 双 曲 空间 内 的 自 守 波动 方程 所 提供 的 , 我 们 将 在 第 37 
SIUE. 
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在 量子 力学 中 , 物理 系统 的 态 是 指 与 该 系统 相关 的 复 Hilbert 空间 H 内 的 单 
位 向 量 u, ul = 1; 观察 量 是 指 根据 所 谓 的 量子 规则 所 构造 的 自 伴 算 子 . 
定义 WA 为 观察 量 , u AAA u 属于 A 的 定义 域 , 我 们 称 (u, Au) 为 观察 量 A 
在 态 u 下 的 期 望 值 . 

术语 “期 望 值 ” 蕴含 了 观察 量 在 态 u 下 测量 的 不 确定 度 . 
定义 ” 称 观察 量 (A — aD? 在 态 u 下 的 期 望 值 的 平方 根 为 观察 量 4 在 态 u Fill 
量 的 不 确定 度 , 其 中 a 为 4 在 态 u 下 的 期 望 值 . 我 们 用 A(4,w) 表示 不 确定 度 : 

A?(A,u) = (u, (A - aI?u) = ||Au — aul]? 
= || Au||? — 2a(u, Au) + a? = ||Au||? — a?. (27) 

由 第 3 个 公式 , 不 确定 度 ACA, u) S FS, 当日 仅 当 Au -au = 0, NM u X A 的 特 
征 态 . 
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& A 与 B 表示 一 对 观察 量 , 由 (27), 观察 量 A 和 B 可 以 在 同一 态 u FHA 
对 确定 度 进行 测量 , SAMS u 为 A 和 B 的 公共 特征 向 量 . 两 个 交换 的 算 子 有 共 
同 的 特征 向 量 , 但 是 在 物理 系统 中 这 种 交换 关系 是 不 可 期 望 的 ! 
假设 两 个 自 伴 算 子 4 和 B 满足 Heisenberg 交换 关系 
AB — BA - il, (28) 
则 A 和 B 没有 公共 的 特征 向 量 , 因为 这 样 的 向 量 在 (28) 左边 算 子 的 作用 下 为 零 ， 
而 在 右边 算 子 的 作用 下 非 零 . 这 表明 了 , 满足 Heisenberg 交换 关系 的 观察 量 A 和 
B 不 能 在 同一 态 下 以 绝对 确定 度 来 测量 . 对 于 不 确定 度 , Heisenberg 建立 了 如 下 定 
Br. 
定理 10 ik A We BARE Heisenberg 交换 关系 (28) HAHHF, Ru A A 和 
B 的 公共 定义 域内 的 态 , 则 AP B JS 以 下 测量 的 不 确定 度 满足 不 等 式 : 
A(A,u)A(B,u) > > (29) 


(29) $&2j Heisenberg 测 不 准 原理 . 
WR RAILA Heisenberg 交换 关系 (28) 开始 . > (28) 的 两 边 同 时 作用 在 向 
Eu 上, 然后 用 所 得 的 向 量 再 与 u 作 内 积 , 注意 4 和 B 的 对 称 性 , 则 
(Bu, Au) — (Au, Bu) = i||u|]?. (28^) 
显然 , 车 用 A 和 B 的 公共 定义 域内 的 任意 向 量 v 代替 u, 则 (28°) 仍然 成 立 . 这 是 
对 (28) 的 一 种 弱 解 释 . 设 t 为 任意 实数 , 则 由 Schwarz 不 等 式 , 得 


(u, Au + itBu)|? < || Au + it Bu). (30) 
ZH a Alb 分 别 表 示 A 和 BEA u PRA, 则 不 等 式 (30) 又 可 以 整理 为 
a? + P??? < ||Aul|? + i(.Bu, Au) — (Au, Bu)lt + || Bu|?t?. (30°) 


用 (28^) 并 注意 lul| = 1, W (30^) 右边 的 中 间 项 为 -上 再 借助 于 (27) 整理 (30^), 
得 不 等 式 : 
0 < (||Aul|? — a?) — t + (||Bul|? — £2)? = A?(A,u) —t + A?(B,u)t?. 
总 之 , 由 于 上 述 不 等 式 对 所 有 实数 t RRL, 所 以 不 等 式 右边 的 二 次 多 项 式 的 判别 
式 不 大 于 0. 故 其 判别 式 
1 — 4A?(A,u)A?(B,u) < 0. 
因此 , (29) 成 立 . 口 


我 们 自然 地 会 问 , 何 种 算 子 满足 交换 关系 (28) YE? Wielandt 用 一 个 十 分 优美 的 
讨论 证 明了 , 有 界线 性 算 子 不 可 能 满足 交换 关系 (28). 要 看 到 这 一 点 , 我 们 从 (28) 
式 用 归纳 法 可 以 证 明 , 对 所 有 自然 数 n, 有 

inB""!= AB" — B" A. (28") 
两 边 取 范 数 , 并 注意 到 右边 用 三 角 不 等 式 和 算 子 范 数 的 乘积 不 等 式 , 得 


378 $35 € 3B X f *« 


n||B"^|| < 2|| A| || B"|| < 2]| AIL || BI] [B "||; 
此 不 等 式 蕴含 了 , 4 n > 2]|]A]|||BI| 时 , |B| = 0, 从 而 B^ ^! = 0. 返回 到 建立 
在 (28 ) 基础 上 的 递 推 , 则 对 所 有 的 k, B^ = O. 因此 , 两 个 有 界线 性 算 子 不 可 能 满 
Æ (28). 
另 一 方面 , #4 A = i(d/du) 和 B= u 为 作用 在 Hilbert 空间 L?(R) 上 的 算 
F, 则 4 和 B 满足 交换 关系 (28); 这 是 因为 , XE T EXHI iR f£, 得 


is pf — ui f =if. 
m u 
von Neumann 已 经 证 明了 , 在 可 以 相差 数 乘 和 本 等 价 意义 下 , 这 里 的 4 和 B 为 满 
足 交 换 关 系 的 唯一 一 对 算 子 . 在 准确 叙述 和 证 明 此 结果 之 前 , 我 们 先 采 用 Weyl 的 
方式 重新 整理 (28). 考虑 单 参数 族 
U(s) BU(— s), (31) 

其 中 Us) AM iA 生成 的 西 群 . 在 4 的 定义 域内 ，Ufs) 满足 

E U(s) =iAU(s) = iU(s)A. 
AK (31) 的 微分 , 并 用 交换 关系 (28), 得 

< U(s)BU(—s) = iU(s)| AB — BA] U(-—s) = - I. 

对 上 式 求 积分 , 得 

U(s) BU(—s) = B — sI. (32) 
FA (32) 称 为 交换 关系 的 Weyl BA. 此 形式 意味 着 , 对 所 有 实数 s, (32) 两 边 的 
自 伴 算 子 相 等 . 
习题 4 由 (32) 推导 , U(s) 将 B 的 定义 域 映 到 自身 上 . 


习题 5 若 用 Vi) 表示 由 iB AA RY BA, FLA (32), 证 明 : 对 所 有 的 实数 s 和 + 
U(s) V(t) = e*t V(t) U(s). 
(提示 : 对 t 进行 微分 .) 
下 述 结 果 由 von Neumann 得 出 . 


定理 11 it Af BAKMA Hilbert 空间 H 内 的 两 个 自 伴 算 子 ，Uti) 33 iA 
所 生成 的 西 算 子 群 , 假设 Weyl 关系 式 (32) RÈ, MAA H 的 表示 空间 L2(N, RR)， 
使 得 


d 
A =i— = pi. 


证 明 由 习题 2 后 面 的 说 明 , Sinai 利用 本 定理 导出 了 平移 表示 定理 ; 而 对 于 
平移 表示 定理 , 我 们 已 经 给 出 一 个 独立 于 本 定理 的 证 明 . 因此 , 我 们 可 以 翻转 Sinai 
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的 证 明 , 即 我 们 可 以 用 平移 表示 定理 证 明 本 定理 . 
设 EO) 为 自 伴 算 子 B 的 谱 分 解 : 


B- / Ad EQ), (33) 

则 
U(s) BU(—s) = f Ad (U(s) E) U( —8)) (34) 

和 
Bas fi (A— s)d E) = / Ad E(A + 8). (34’) 


注意 (34) 和 (34^) 左边 的 算 子 为 自 伴 算 子 , 而 右边 的 积分 给 出 了 相应 算 子 的 谱 分 解 . 
由 (32), 上 述 两 式 左边 的 算 子 相 等 , 所 以 它们 的 谱 分 解 也 相等 . 因此 , 对 任意 Borel 
ET, 有 

U(s)E(T)U(—s) = E(T + 8). (35) 
HH FR ER) 的 值 域 , 我 们 断言 , SE Ul) 和 子 空间 F 满足 性 质 (15). 要 证 
明 此 断言 , 在 (35) PS T = R, W U(s)F 为 ER- +s) 的 值 域 . 因此 , 由 谱 理 
i£, U(s)F 形成 了 一 个 关于 s 递增 的 子 空 间 单 参数 族 , 并 且 当 s 从 -oo 到 oo 时 ， 
U(s)F 从 (0) 到 H. 这 些 事实 正 是 (15a)~(15c) 所 述 的 性 质 . 

由 定理 7, Hilbert 空间 H 有 表示 空间 L^(N,R), 使 得 Us) 的 作用 表示 为 
L'(N,R) 上 的 平移 作用 , 并 且 子 空间 下 有 表示 子 空间 L(N,R); 因此 , 群 Uls) 的 
生成 元 iA 表示 为 算 子 -d/du, AMAT A 表示 为 if, 并 且 E(R- + s) 的 值 域 
BU U(s)F 表示 为 Z2(N,R_ +s), 进而 ER- +s) ERAH R +s 上 的 特征 函数 
所 作 的 乘法 算 子 . 我 们 将 这 些 此 事实 代入 (33), W B 表示 为 自 变 量 /所作 的 乘法 
算 子 . 口 


哲学 -历史 注 记 ” 测 不 准 原理 是 深刻 改变 人 们 哲学 思想 的 几 个 数学 物理 概念 之 一 . 
其 他 的 概念 还 有 : 量子 跃 变 , 狭义 相对 论 , Godel 不 完全 定理 和 黑洞 . 测 不 准 原 理 甚至 
已 渗透 到 公众 意识 之 中 . 有 这 样 的 一 个 例子 , ERATE Michael Frayn 的 科学 剧 “ 哥 
ERIR” P. 该 剧 在 伦敦 和 百老汇 的 演出 获得 了 巨大 的 成 功 . 剧本 以 Heisenberg 
1941 年 9 H 21 日 去 哥本哈根 拜访 Bohr 为 线索 展开 . 当时 的 欧洲 正 处 在 德国 高 度 
统治 之 下 . Heisenberg 宣称 他 带 来 了 一 份 模糊 建议 , 它 建议 各 方 的 科学 家 都 不 应 该 
研制 原子 弹 . 而 Bohr 回忆 说 ，Heisenberg 来 哥本哈根 就 是 为 了 收集 情报 , 他 认为 
Heisenberg 的 建议 是 “ 毫 无 事实 根据 ”的 . 剧 作 者 暗示 了 , 对 同一 件 事 情 有 不 同 的 
看 法 是 测 不 准 原理 在 人 类 交流 中 的 一 种 表现 形式 . 

原子 时 代 的 物理 学 家 和 历史 学 家 Arnold Kramish 有 证 据 认 为 ,Heisenberg 到 
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哥本哈根 的 访问 任务 就 是 收集 情报 ， 这 一 点 是 毫 无 疑问 的 . 这 是 由 1941 年 瑞典 的 一 
4 4A A Stockholms- Tidningen 的 报纸 上 的 一 篇 文章 引发 的 ， 该 文 声称 美国 EZA% 
研制 一 种 新 型 的 具有 史无前例 爆炸 威力 的 炸弹 . 这 篇 文章 被 德国 外 交 部 新 闻 部 门 
的 负责 人 PK.Schmidt EKRE. Schmidt 将 此 报道 转 寄 给 德国 外 交 部 长 Ernst 
von Weizsäcker 的 儿子 、 物理 学 家 Carl von Weizsäcker. 1941 年 9 月 4 日 ,Carl von 
Weizsäcker 通知 了 德国 最 高 司令 部 的 情报 部 1] Abwerhr 和 德国 负责 正在 进行 铀 计 
划 的 纳粹 部 长 Bernhard Rüst. 此 时 的 Heisenberg 和 Weizsäcker 正 是 德国 铀 计划 项 
目的 主要 成 员 . 两 周 以 后 , Heisenberg 和 Weizsäcker 到 哥本哈根 的 “文化 ”访问 以 
最 高 规格 形式 被 确定 了 . 

具有 讽刺 意味 的 是 瑞典 报纸 上 的 报道 很 草率 . 美国 的 铀 计划 直到 1942 年 才 开 
始 . 真是 一 次 极 大 的 嘲弄 , Heisenberg 访问 Bohr 没有 了 解 到 任何 信息 , 但 是 Bohr 
却 发 现 了 德国 活跃 的 铀 计划 . 1943 年 , Bohr 逃 到 美国 时 , 提醒 Manhattan 计划 的 
领导 者 要 警惕 德国 可 能 爆炸 的 原子 弹 的 危险 性 . 
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第 36 章 ” 强 连续 算 子 半 群 的 例子 


36.1 ”由 抛物 型 方程 定义 的 半 和 群 
在 16.5 节 , 我 们 研究 了 热 导 方程 


Ut = Ure (1) 
fet >0,c eR ELBE |z| 一 oo 时 , 具有 快速 衰变 性 质 的 解 . 由 该 节 的 定理 13, 
满足 此 性 质 的 解 由 其 初 值 唯一 决定 . 我 们 用 S(t) 表示 将 解 的 初 值 映 为 t 时 刻 值 的 
解 算 子 : 
S(t)u(0) = u(t). 

因此 , 16.5 节 中 的 结果 用 半 群 的 语言 总 结 如 下 . 

解 算 子 S(t), t 之 0 形成 了 Banach 空间 X 上 的 强 连 续 可 缩 算 子 半 群 ， 其 中 X 
为 LPR) 1 <p<woRX AR EMA too 为 零 的 连续 函数 组 成 的 Banach 空间 . 

此 外 , 第 16 章 表 明 , 对 于 更 一 般 的 方程 , 相似 的 结果 也 是 成 立 的 . 例如 , 我 们 
可 用 任意 多 个 空间 变量 的 二 阶 椭圆 算 子 在 ww 上 的 作用 代替 (1) Pu 的 二 阶 空间 
导数 : 

ut = Eu, (2) 

其 中 
E= 》 0,09; t bii c, = In (2’) 
这 里 (ay) 为 实 的 一 致 正定 对 称 和 矩阵 ,ai 和 系数 bi 以 及 A z 的 光滑 函数 . 同样 
地 , 全 空间 R 可 以 用 R 中 的 有 界 域 代替 , 但 此 时 要 求 v 在 该 有 界 域 的 边界 上 满足 
单个 边界 条 件 , 比如 要 求 u 在 边界 上 为 0. 此 时 的 解 算 子 也 构成 半 群 ,其 无 穷 小 生 
成 元 的 定义 域 包括 了 所 有 满足 边界 条 件 的 光滑 函数 , 并 且 生 成 元 在 这 些 函 数 上 的 作 
用 如 同 (2^) 中 算 子 E 的 作用 . 证 明 给 定 初 始 条 件 的 方程 (2) 有 解 的 一 种 可 能 的 方 
法 就 是 , KAT 吾 进 行 适 当 延 拓 , 然后 验证 延 拓 后 的 算 子 满足 Hille-Yosida 定理 中 
的 假设 条 件 . 


36.2 ”由 椭圆 型 方程 定义 的 半 群 


在 本 章 的 第 一 个 例子 中 , HX Banach 空间 X A C(S™), Bl m 维 单位 球面 上 的 
连续 函数 空间 . 对 于 C(S7) 内 的 每 个 函数 u, 存在 唯一 一 个 定义 在 m + 1 维 单位 
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球 内 的 调和 函数 hh 二 h(rw), 使 得 h YE m +1 维 单位 球 的 边界 上 等 于 u: 
Ah=0, h(w)-u(w) we S". (3) 
定义 作用 在 Banach 空间 C(S™) 上 的 半 群 Z(t): 
Z(t)u(w) = h(e~tw), (4) 
其 中 为 由 (3) 确定 的 唯一 的 调和 函数 . 
定理 1 
(i) 在 最 大 神 下 , Z(t) 为 可 缩 算 子 . 
(ii) Z(t) 形成 一 个 强 连 续 的 单 参数 算 子 半 群 . 
(i) 当 t >>0 h, Zi) 为 紧 算 子 . 
WEBB (i) 可 由 调和 函数 的 极 大 值 原理 得 到 . 
(i) 半 群 性 质 是 显然 的 ; 这 是 因为 , Æ hl) 为 调和 函数 , 则 hler) BEA 
数 , 其 中 ce 为 任意 常数 . U 
Z(t)Z(s)u = h(e^!e-3w) = h(e-6*95) = Z(s + t)u. 
半 群 Z(t) 的 强 连 续 性 是 函数 h 在 单位 球 上 连续 的 结果 . 
(iii) 要 证 明 算 子 Zt) (t > 0) 的 紧 性 , 我 们 只 需 证 明 C(S™) 的 单位 球 在 Z(t) 
下 的 象 集 R 包含 在 一 个 紧 集 内 . 由 Zt) 的 定义 , BRR R 是 由 , 在 单位 球 内 以 1 
为 界 , 限制 在 球面 |z| = e^ 上 为 调和 函数 的 所 有 C(S™) 函数 组 成 的 集合 . 因此 , 由 
极 大 模范 数 下 的 准 紧 性 的 Arzela-Ascoli 准则 , 我 们 只 需 证 明 , R 具有 等 度 连 续 性 . 
事实 上 , R 的 等 度 连 续 性 可 由 调和 函数 的 一 个 著名 性 质 , 即 调 和 函数 的 一 阶 (或 任 
Emu) 导 函 数 在 定义 域内 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 有 界 , BRAS. 因此 ，C(5m) 的 
单位 球 在 Z(t), t > 0, 下 的 象 是 准 紧 的 , 从 而 Zt) ARAT. 口 


在 本 章 的 第 二 个 例子 中 , 我 们 要 用 125”) 范 数 代替 极 大 模范 数 . 除了 类 似 于 
定理 1 的 结果 成 立 外 , 还 可 以 得 到 Z(t) 的 另外 一 些 性 质 . 
定理 1 

(i) 由 (3) 和 (4) 定义 的 算 子 Z(t) A LUST) 范 数 下 的 可 缩 算 子 . 

(i) Z(t) BRT L (ST) 范 数 下 的 强 连 续 单 参数 算 子 半 群 . 

(ui) 当 t>0 Bt, Z(t) PERF. 

(iv) Z(t) 为 实 对 称 算 子 . 

WEBB (i) 我 们 先 叙 述 并 证 明 极 大 值 原理 在 L 范 数 下 的 类 比 情况 . 为 简单 起 
见 , BANS m = 1. 由 于 定义 在 单位 圆 盘 内 的 调和 函数 h 可 以 展 成 Fourier 级 数 : 

h = >» r" (a4 cosn® + bn sin n6), 

其 中 r 和 9 为 极 坐 标 , 由 Parseval 等 式 , 得 


[ee 0)d0 — x V r™ (a2 + 02). (5) 
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显然 , 右边 为 > 的 递增 函数 . 由 (5), 我 们 可 得 到 (i). 
Gi) 我 们 仅 证 半 群 Z(t) 的 强 连续 性 . 由 定理 1, 74 u 为 连续 函数 时 , Z(t)u TERR 
大 值 范 数 下 连续 , 进而 在 L? 范 数 下 连续 . 又 所 有 连续 函数 构成 了 2 空间 的 稠 子 空 
间 , 所 以 , 当 u A L? 函数 时 , Z(t)u Æ L 范 数 下 连续 . 
Gii) Z(t)(t > 0) 的 紧 性 可 以 像 定理 1 中 的 证 明 一 样 导 出 ， 因 为 我 们 可 以 用 
r(r < 1) 来 估计 调和 函数 及 其 导 函 数 在 单位 球 内 以 7 为 极 坐标 的 点 的 函数 值 , 以 及 
估计 该 调和 函数 在 单位 球面 上 的 平方 积分 值 . 
(iv) Z(t) 的 对 称 性 等 价 于 方程 
(Z(t)u, v) = (u, Z(t)v) 
成 立 . 由 Z(t) 的 定义 (4), 这 意味 着 : 对 于 单位 球 内 的 任意 调和 函数 Ak, 以 及 
任意 常数 s, 0 < s <1, 须 有 
J "ka. wdw = J a6. wdw. (6) 
要 证 明 公 式 (6), 我 们 利用 单 参数 族 ; 
[rowkqu)dw, a7 5. s<p<1, (7) 


p 
将 (6) 的 左边 连续 变形 为 右边 . 对 于 固定 的 s, (7) 中 的 积分 关于 p 在 (s, 1) 内 可 微 ， 
且 导 数 为 


f [oka nn) au. (8) 
注意 在 导出 (8) 的 过 程 中 , 我 们 用 到 了 dg/dp = —q/p. 定义 函数 4: 
ltr,w) =k (ro) 
WW e 在 半径 为 p/g 的 球 内 为 调和 函数 且 
Kp,w) = k(q,w), er(p,w) = kr (qs): 
将 上 式 代 入 (8), 得 


f ihe (p)€(p) — h(pJ£, (p)]d w. (9) 
我 们 再 来 回忆 一 下 Green A: 
/ [Ah — hAt]dz = ji [Ehn — h£,]d S. (10) 
G OG 


因为 h Ale 为 调和 函数 , 所 以 (10) 的 左边 为 零 , 进而 右边 也 是 零 . 若 令 G AU p 为 
半径 的 球 , 则 法 向 导数 hn 和 0, 正 是 I 关于 半径 r 的 导数 , HA d S = pmdw. 
因此 , (10) 的 右边 等 于 p” RA (9). 故 (9) AB, 从 而 (7) 与 p ER. > (7) 中 的 p 
FPF s 和 1, 则 (6) 的 两 边 相 等 . 口 
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我 们 再 证 定理 1 中 的 半 群 Z(t) 的 生成 元 G 是 自 伴 算 子 . 要 证 明 此 结论 , B u 

flv 属于 G 的 定义 域 , 由 于 Z(t) 为 对 称 算 子 , 所 以 
(Z(t)u, v) 2 (u, Z(t)v). 
两 边 对 t 求 微 分 , HS t = 0, 则 
(Gu, v) = (u, Gv). 

因此 G 是 对 称 的 . 由 第 32 章 中 的 结果 , 实 部 充分 大 的 每 个 复数 都 属于 G 的 预 解 
集 . 另 一 方面 , 我 们 在 第 33 章 已 证 明了 , 车 无 界 对 称 算 子 的 预 解 集中 既 含 有 上 半 平 
面 内 的 点 又 含有 下 半 平 面 内 的 点 , 则 该 算 子 为 自 伴 算 子 , 故 G 为 自 伴 算 子 . 


习题 1 iA: PFR Z(t) 的 生成 元 G 为 自 伴 算 子 , 则 Zt) 也 是 自 伴 算 子 . (所 
示 : 用 自 伴 算 子 的 函数 演算 .) 


如 何 刻画 生成 元 G 的 谱 呢 ? 因为 Z(t) (t > 0) 为 紧 算 子 , 所 以 它 的 谱 都 是 点 谱 
且 以 0 为 唯一 聚 点 的 离散 点 集 . 由 Phillis 谱 映 射 定理 ( 见 34.5 节 ), G 的 谱 则 是 一 
个 以 -oo 为 唯一 (广义 ) 极限 点 的 离散 点 集 . 因此 , G 的 谱 可 以 被 明确 地 确定 下 来 . 

设 + 为 G 的 一 个 谱 点 , 由 于 G 是 自 伴 算 子 , 所 以 7 为 实数 . 由 前 面 所 提 到 的 
谱 映 射 定 理 , e^! 为 Z(t) 的 谱 点 , 是 Z(t) 的 特征 值 . 又 Z(t) 为 可 缩 算 子 , 所 以 7 < 0. 
设 elw) 为 Z(t) 的 相应 于 特征 值 eYt 的 特征 向 量 , h(r,w) EU elw) 为 边界 值 函数 
的 调和 函数 . 由 定义 (A), 

Z(t)e = h(e tw) = eVe(w). 
GF et=r, 则 
h(rw) = r~e(w). (11) 
因此 , y 是 一 个 非 正 的 整数 ; 因为 , 否则 , (11) 右边 的 函数 r-7?e(w) XE r=0 仅 可 能 
有 有 限 阶 的 导数 , 这 与 单位 球 内 的 调 生 数 在 原点 无 限 阶 可 导 了 矛盾 ， 
定理 2 定理 1 中 的 半 群 Z(t) 的 生成 元 G 的 谱 由 所 有 非 正 的 整数 组 成 . 

证 明 “我们 仅 需 要 再 证 明 : 每 个 非 正 的 整数 都 属于 G 的 谱 . 设 n > 0 DER, 
S Pa 为 次 数 不 大 于 n 的 所 有 齐 次 多 项 式 p(x0,… ,zm) 组 成 的 线性 空间 , V d 为 
P, 的 维 数 . 由 于 Laplace 算 子 将 Pa 中 的 每 个 齐 次 多 项 式 p 映 入 到 空间 Pa- A, 
所 以 由 线性 代数 理论 , Laplace 算 子 将 P. 内 的 维 数 至 少 为 d, 一 d,_2 的 子 空间 映 成 
IF; 当然 , 该 子 空间 由 调和 多 项 式 组成， 这 种 调和 多 项 式 的 边界 值 e(w) = p(w) 
满足 

Z(t)e = p(e^'w) = e^"*e(u). 
因此 , elw) 是 Z(t) 的 特征 函数 . 两 边 对 t 求 微分 , 我 们 可 以 证 明 e 是 G 的 特征 函 
数 , 其 相应 的 特征 值 为 —n. D) 
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36.3 “ 半 群 的 指数 型 衰减 


在 34.1 节 , 我 们 看 到 了 , 强 连续 的 单 参数 算 子 半 群 当 t 趋 于 无 穷 时 , ELEM 
数 型 增长 . 本 节 我 们 将 研究 这 种 半 群 的 衰减 性 质 . 

设 Z(t) 为 作用 在 Hilbert 空间 石上 的 单 参数 算 子 半 群 ，G 为 Zt) 的 无 穷 小 生 
成 元 . 假设 G 为 H 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 , 则 由 G 的 谱 分 解 , YE Z(t) 可 表示 为 


Z(t)f = / ed E) f. 


因此 , 对 于 非 零 向 量 f, 当 t 趋 于 无 穷 时 , Z(t)f 以 某 种 指数 型 速度 递减 . 本 节 的 主 
要 结果 包含 上 述 结果 的 一 个 扰动 ; 参见 文献 Lax. 
定理 3 i4 H X Hilbert Zi, GAH 上 的 强 连 续 算 子 半 群 的 生成 元 , EG 满足 : 
存在 趋 于 —oo 的 实数 列 {En} 使 得 G 的 预 解 式 在 复 平面 中 的 所 有 直线 Re 和 = 6, 
上 一 致 有 界 : 
II(G— AD-'!|d^', Reà = ĉn. (12) 
ik u(t), t 2 0 AREA G 6$ A SUA 89 6] ER AK 假设 Cult) 为 t 的 强 连 
HH, ult) 强 可 微 且 带 有 强 连续 的 导 函 数 u. 若 ult) 满足 不 等 式 
u — Gu(t)|| < k|u(t)]], t>0, (13) 
这 里 大 是 一 个 为 与 + 无关 且 小 于 d HFK, 则 除非 ult) EFTE, GM ALE 
义 下 , ult) 不 会 比 指数 函数 训 减 得 快 , 即 存在 正 数 b, 使 得 
f llu(£)]|2e* dt = oo. (14) 
证 明 ”本 定理 的 证 明 建 立 在 如 下 不 等 式 的 基础 上 . 口 
引 理 4 ik G 为 强 连续 算 子 半 群 的 生成 元 , 其 预 解 式 在 直线 ReA = € 上 有 界 d-1， 
令 u(t), 一 00 < t < oo 为 取 值 在 G 的 定义 域内 的 向 量 值 函数 . FS Gult) 为 t+ 的 强 连 
KH, 且 u(t) 有 强 连 续 的 一 阶 导 数 ut, 那么 只 要 下 面 的 不 等 式 左 边 的 积分 有 限 ， 
如 下 不 等 式 成 立 
2 | lure “tat < | Gut) - ulle as. (15) 
证 明 ”定义 v(t) = e-*'u(t), W (Gu 一 Ut)je st = (G — Eju — u, 其 Fourier 变 
换 为 


(G — € —ir)u(r), 
XE v Æ v 的 Fourier 变换 . 由 假设 , ||(G — A)! || 在 ReA =E LAR d-!, 所 以 
or)? < ICG — € — ir)o(7)]?. (16) 


根据 Parseval 定理 , Fourier 变换 保持 L? 范 数 . 因此 , 只 要 v 属于 L? 空间 , 不 等 式 
(16) 两 边 积 分 就 可 以 导出 不 等 式 (15). g 
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习题 2 证 明 取 值 在 Hilbert 空间 内 的 向 量 值 函数 的 Parseval 定理 . 
我 们 现在 证 明定 理 3. 首先 将 u(t) 延 拓 到 整个 实数 集 R E: $ ult) = u(0)a(t), 
t < 0, 其 中 a(t) 为 有 紧 支 集 的 光滑 函数 , A a(0) = 1. 对 于 延 拓 后 的 向 量 值 函数 
u(t) 及 满足 不 等 式 (12) H E = En, 应 用 不 等 式 (15). 对 于 不 等 式 (15) 右边 的 积分 ， 
当 t > 0 时, 应 用 不 等 式 (03); 对 于 左边 的 项 , MAW R 上 的 积分 , 那么 我 们 会 得 
到 新 不 等 式 
llu(t)|2e7?$-* at < Ky, +e f ju(t)| et dt, (17) 
Ry Ry 


其 中 Kn, A ||Gu(t) — ulet 33 R- EERS. 容易 证 明 , 25 n — oo 时 , Ka & 
于 0. 因为 大 小 于 d, 所 以 只 要 (17) 左边 的 积分 有 限 就 有 


f \Ju(t)\|2e~2&¢ at < K,/(d? — k?). aT) 
Ry 

假设 (14) 不 成 立 , 则 对 于 所 有 En, (17) 左边 都 是 有 限 的 ; 此 时 , (077) AST u(t) =0, 
t > 0. 口 


注意 , 在 上 述 证 明 过 程 中 , 我 们 仅仅 要 求 G 的 预 解 式 在 Re 和 = En 上 一 致 有 办 
EN (12) 成 立 , 并 没有 要 求 G 的 预 解 式 在 其 定义 域内 一 致 有 界 . 

当 G 为 自 伴 算 子 时 , AH (12) 等 价 于 如 下 条 件 : 

K (En —d,£, +d) 与 G 的 谱 不 交 . 

因此 , 作为 定理 3 的 推论 , 我 们 有 如 下 结果 . 
EBS d G 为 上 方 有 界 的 自 伴 算 子 , 并 且 G 的 谱 有 无 限 多 个 宽度 为 2d 的 区 
间 间 隙 . 设 u(t) 为 如 定理 3 中 所 定义 的 向 量 值 函数 并 且 满 足 不 等 式 (13), MÆ (14) 
意义 下 , ult) 不 会 比 指数 函数 衰减 得 快 , 除非 它 恒 等 于 零 ， 

限制 条 件 k < d 是 必须 的 ; 否则 , 在 参考 文献 Lax 中 , 我 们 给 出 了 一 个 反例 . 

现在 , 我 们 给 出 定理 3' 的 一 个 应 用 . i LAEM A -ce 的 偏 微分 算 子 , 其 中 A 
为 Laplace BF, c 为 光滑 的 正 函 数 (r) 所 确定 的 乘法 算 子 . 对 于 方程 Lw — 0 的 
f, 极 大 模 原理 (5) 的 L? 类 似 情形 成 立 . 
引 理 5 hw AA Lw=0 的 解 , AP L=A-cc>O, NR 


I(7) = /weo)du (18) 
为 7 的 递增 函数 . 
证 明 (18) 两 边 对 变量 > 求 微分 , 得 
Hr) —2 / w,w dw. (18) 


Hi Green 定理 , 变换 下 列 在 半径 为 > 的 球 B, 上 的 积分 : 
0= f wlwdr= | (wdw—cvt)de= | wo, dw ~ | (we + cw*) da. 
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因为 c > 0, 所 以 (18) 的 正 性 可 以 由 上 式 得 到 . 因此 , (r) 为 7 的 递增 函数 . o 

用 H 表示 Hilbert 空间 L2(S), 其 中 S 为 单位 球面 . 令 Z(t) 为 36.2 节 定 理 1 
中 所 讨论 的 算 子 半 群 ，G AER Z(t) 的 生成 元 . 首先 回忆 一 下 Zt) 的 定义 . Zt) 
是 由 方程 


Z(t)u = h(e™tw) (4) 
所 定义 的 H 上 的 有 界线 性 算 子 , 这 里 h 为 条 件 (3) 确定 的 调和 函数 : 
Ah=0, hlw) =ulw), we S. (3) 
Jj fa (4) 两 边 在 t = 0 点 求 微分 , 得 
Gu = —h,. (19) 


Bw 为 方程 Lw = 0 在 包含 单位 球 的 一 开 集 内 的 解 , 定义 ult) 为 wew). BN 
此 在 t = 0, 
Ut Ur: (20) 
我 们 现在 证 明 函 数 v 满足 定理 3 中 的 不 等 式 (13), 其 中 涉及 的 函数 上 = k(t) WE: 
当 t 趋 于 co 时 , k(t) BF 0. 
设 v 是 定义 在 球面 S 上 的 光滑 函数 , p(x) 是 一 个 单位 球 B 内 为 调和 函数 , 而 
在 边界 S 上 等 于 wv 的 函数 : 
Ap=0, p(w) = v(w). (21) 
用 n 去 乘 (21), 然后 在 单位 球 上 积分 . 由 于 ACRI p 都 是 调和 函数 , 所 以 , 由 单位 球 
上 的 Green 定理 得 
0= f (eh ~ ph) do. (22) 
S 
类 似 地 , 由 Green 定理 得 
[pA^w — (Ap)wjdz = Jv». — prw) dw. 
B S 
X Ap — 0 Al Aw = cw, 所 以 
nr = few - 7, w) dw. 
将 上 式 和 (22) 相 加 , 得 
fow -h)+p(h-w)dw= f pow dx. (23) 
B 
由 u(t) 的 定义 和 (3), 在 t=0 A, u(0)(w) = ww) = h(w); 由 (21), p(w) = v(w); 再 
由 (19) 和 (20), 分 别 得 h, = — Gu 和 w, = 一 wu. 将 这 些 结果 代入 (23), 得 


(v, Gu — ui) = I pow dz, (23’) 
B 
其 中 左边 的 (,) 表示 H 中 的 内 积 . 由 Schwarz NER, (23) 的 右边 小 于 或 等 于 
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1/2 
Bias (| p dz fe az) (24) 
B 


在 36.2 节 我 们 已 经 证 明了 , 对 于 调和 函数 p, 函数 p? (rw) dw 为 + 的 递增 函数 ， 
因此 
ojdz= f [Ptryaornars —— f Pw)dw = iR 
[22] | Pe) wre drs oe Mer 
这 里 || || 为 H 上 的 范 数 . 用 引 理 5, 我 们 有 类 似 的 估计 
/ u^dz« : ul? 
B "m1 
上 述 两 个 估计 证 明了 , 7cmaxllullllvl| 为 (24) 的 一 个 上 界 . 因此 , 由 (237), 得 
lo Gu 一 aols 二 Teaxllullllol (25) 
根据 第 6 章 推 论 1', 实 Hilbert 空间 H 中 的 每 个 向 量 f 的 范 数 有 计算 公式 
ILFI| = sup(v, f), 


这 里 v OR H 的 单位 球面 (ve H: ||v|| = 1) 中 的 一 个 稠密 子 集 . 因此 , 由 光滑 函 
数 在 H 中 的 稠密 性 , (25) 蕴含 了 , 对 于 上 = 0, 如 下 不 等 式 成 立 


Cmax ||]. (26) 


Gu 一 < 一 一 一 
| u m 4-1 


4 k — M (m 十 1)cmax, 则 这 正 是 不 等 式 (13). 
回想 一 下 , H 中 的 函数 u(t) 可 以 被 定义 为 函数 wete) 在 单位 球面 上 的 值 . 由 
T ER w(t) = we tr) 满足 微分 方程 
Aw(t) = e? (Aw)(e 'x) = e7?'c(e^'z)w(t), 
所 以 , 对 于 u(t), &AIN (26) 得 
-2t 
|| Gu — uel| < 7 comma (26^) 
这 正 是 不 等 式 (13), 相应 的 上 为 e-?tcwmex/(m +1). 
由 定理 2, G 的 谱 为 非 正 整数 , 故 谱 中 有 无 限 多 个 长 度 为 1 的 区 间 间 际 . 由 于 
当 t 趋 于 oo 时 , (26) 右边 的 因子 趋 于 0, 所 以 函数 u(t) = wew) 满足 定理 3' 的 
假设 . 因此 , 除非 w = 0, 否则 必 存 在 常数 b, 使 得 
/ ju(bllzettdt = oc. (14) 
0 
Ret=rMr=rw. AA dt = -rdr 以 及 dr=r™dwdr, 所 以 我 们 可 以 将 (14) 
BSA 
fewer dz = oo. (14^) 
我 们 将 结论 (14) 总 结 如 下 . 
定理 6 偏 微分 方程 Awicw=0 HK w 不 可 能 有 无 限 级 的 零点 , 除非 w EAE. 
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注 记 对 于 研究 偏 微 分 方程 的 学 者 而 言 , 解析 系数 的 线性 椭圆 方程 的 解 本 身 也 是 解 
析 的 , 这 是 一 个 众所周知 的 结果 . 因此 , 这 种 方程 的 非 零 解 不 可 能 有 无 限 个 的 零点 ; 
从 而 , 定理 6 的 结果 也 仅 在 c(z) 为 非 解析 函数 的 情形 下 才 是 新 颖 的 非 平 凡 结果 . 对 
两 个 空间 变量 的 情形 下 ，Carleman 第 一 个 得 到 了 这 样 的 定理 ; 对 任意 m 个 空间 变 
量 的 情形 下 , Müller 得 到 相应 的 结果 ; 更 - 般 的 结论 应 归功 于 Calderon. 


36.4 Lax-Phillips ### 


在 35.5 5. 我 们 引入 了 作用 在 Hilbert 空间 H 上 的 西 算 子 群 U(t) 的 平移 表 
m. 该 表示 中 起 关键 作用 的 是 五 的 闭 子 空间 F, 我 们 现在 称 之 为 入 子 空间 , 并 用 符 
号 F 来 表示 . 假设 入 子 空间 已 ”满足 第 35 章 中 的 方程 (15) 所 列 的 性 质 : 


Ur)F_CF_, r«90, (27a) 
NU(r)F_ = {0}, (27b) 
UU(r)F_ = H. (27c) 
同时 , 我 们 还 假设 存在 满足 如 下 性 质 的 出 子 空间 F: 
U(rF,cF., r>0, (28a) 
nU(r)F, = {0}, (28b) 
UU(r)F, = H. (28c) 


另外 , 假设 子 空间 F 和 Fy 彼此 正 交 . 
定理 7 ik U(t) A Hilbert 空间 H 上 的 强 连续 单 参数 西 算 子 群 ， 和 Fy 分 别 
是 (27) 和 (28) 意义 下 的 入 子 空间 和 出 子 空间 , 并 且 F de Fy 彼此 正 交 . 用 P_ 和 
P 分 别 表示 日 到 F_ HERA F, 的 正 交 补 上 的 正 交 投影 , AK 表示 FOF, 
在 五 内 的 正 交 补 子 空间 . SA 
Z(t) = P,U(t)P_, t20, z (29) 
则 Z(t) 形成 了 K 上 的 强 连 续 可 缩 算 子 半 群 且 当 t BF oo 时 , Z(t) AT 0. 
证 明 EA, 每 个 Z(t) 都 是 可 缩 算 子 . 要 证 明 Zt) 将 K 映 入 自身 , 我 们 需要 
证 明 : 对 于 K 中 的 每 个 向 量 k, ZU 与 子 空间 FN F, EX. 由 定义 , Z(t) 的 值 
域 与 F, EX; 因此 , Z(t) 与 F, EX. 
HT P 在 K 上 为 恒 等 映 射 , ATU, 4 k RF K 时 , Z(t)k = P,Ult)k. 我 们 
断言 : tott, Uk 与 已 ER. 为 此 , 对 F_ 中 的 向 量 f_, 有 
(U(t)k, f .) = (k, U'(t) f .) = (k, U(-t)f _). (30) 
由 (27a), 4 t 2 0 Hj, U(—t) 将 F 映 入 自身 , 所 以 (30) 右边 的 内 积 为 0, 从 而 上 
述 断 言 成 立 . X (I 一 P,)U(Ok 属于 F, MAZAR FEX; 因此 , Z(t)k = 
P, U(t)k = U(t)k - (I- P,)U(t)k 5 F- EÑ. 
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我 们 再 证 明 Zt), t > 0 为 作用 在 K 上 的 算 子 半 群 .根据 性 质 (28a), Ul), 

t>0, 4 F, 映 入 自身 ; 又 PLU FL BOSE, 所 以 
P, U(t)P, = P U(t), t20. 
因此 , 对 K 中 的 向 量 k, 及 实数 s,t > 0, 有 

Z(t) Z(s)k = P, U(t) Ps U(s)k— P, U(t) U(s)k = P4 U(t + s)k = Z(t + s)k. 

要 证 当 t 趋 于 oo Hj, Z(t) 强 收敛 于 0, 我 们 要 借助 于 性 质 (28c), 即 所 有 子 空间 
U(t)F,,—oo «t < +00, 生成 了 H 的 稠密 子 空间 . We kA K 中 的 任意 向 量 , 对 任 
X e > 0, 由 (28c), UATE FR, 中 的 向 量 f£. 及 实数 r, 使 得 

I| U(r)f,. — kl < e. 
HF Pi Ut) 为 可 缩 算 子 , 所 以 
|| P4. U(t)(k — U(r) f+)|| < e. 
由 性 质 (28a), 4 t+r > 0 Ef, Pp U(t+r)f, = 0; IER, ||P, U(t)k|| < e. 因此 , 当 
t» | 一 ?| WY, ]|Z(Okl] = || Pr U(t)k|| < e. . 


36.5 ” 障 隘 外 部 的 波动 方程 


H BÀ R? 内 的 障碍 , 即 B 是 一 个 有 光滑 边界 的 有 界 区 域 . 因此 , 可 以 假设 B 
包含 在 以 原点 为 心 , 以 R > 0 为 半径 的 球 内 . 从 35.4 节 的 结束 部 分 , RITES T 
动 方程 

ur — Au=0 
对 所 有 时 间 t, 定义 在 B 的 外 部 且 在 B 的 边界 上 取 值 为 0 的 解 的 存在 性 . 在 那儿 ， 
我 们 证 明了 这 样 的 解 u 保持 能 量 , BD 
E-5 [et ias (31) 


与 时 间 变量 无 关 , 这 里 的 积分 区 域 为 B 的 外 部 区 域 . 将 能 量 的 平方 根 定义 为 能 量 范 
数 , 用 万 表示 光滑 的 、 紧 支撑 在 B 的 外 部 并 且 在 B 的 边界 上 取 值 为 零 的 所 有 初 值 
(u(0), u«(0)) 组 成 的 空间 在 能 量 范 数 下 的 完备 化 . 用 lls lle 表示 初 值 = {fi fo} 
的 能 量 范 数 ， 

就 像 35.4 节 中 的 注 记 那 样 , 利用 偏 微分 方程 理论 的 技巧 可 以 证 明 , 对 所 有 时 间 
t € (-00, +00), 定义 在 B. 外 部 的 波动 方程 在 给 定 光滑 的 有 有 限 能 量 的 且 在 B 的 边 
界 上 取 值 为 零 的 初 值 下 有 解 ， 由 能 量 守恒 定律 , 这 些 解 由 它们 的 初 值 唯一 确定 . 
此 , 我 们 可 以 定义 解 算 子 Us 

U(t) : (u(0),u(0)) — {u(t), u(t)}, 

BU UG) 是 一 个 将 解 u 的 初 值 映 为 u 在 t 时 刻 数值 的 算 子 .我 们 将 算 子 UG) 连 
续 地 延 拓 到 整个 空间 万 上 , 延 拓 后 的 算 子 形成 了 H 上 的 强 连 续 单 参数 西 算 子 群 
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U(t). 

现在 , 我 们 回顾 一 下 35.5 节 的 结尾 部 分 引入 的 障 隘 B 外 部 的 波动 方程 入 解 的 
概念 . 入 解 被 定义 为 后 锥 内 取 值 为 0 的 解 : 

u(z,t)=0, |z| < 一 上 十 用 t «O. 

我 们 可 以 证 明 , 所 有 入 解 的 初 值 在 能 量 范 数 下 的 闭 包 是 丁 算 子 群 Ult) 的 一 个 入 子 
空间 Fo; 事实 上 , 性 质 (27a) 和 (27b) 是 很 容易 验证 的 , 但 (27c) 的 证 明 是 一 个 十 
分 深刻 的 结果 , 有 关 此 结果 的 一 个 完整 证 明 , 我 们 参见 本 章 的 文献 Lax-Phillips. 在 
此 , 我 们 仅仅 指出 性 质 (27c) 与 局 部 能 量 衰减 之 间 的 关系 并 将 证 明 : 对 于 障 隐 外 部 
的 任意 有 界 子 集 G 以 及 H 内 的 任意 向 量 f, 有 

„im || U(t)flle.e = 0, (32) 

其 中 || ||g,c 表示 局 部 能 量 范 数 : 
Ilo = 5 (ml + Pdz: 
性 质 (27c) HAT, 对 于 给 定 的 任 一 正 数 6, 存在 时 间 T € (—00,00) 以 及 存在 F 
中 的 向 量 g, 使 得 
Ilf — U(T)gll < €. 

由 F_ 的 定义 , 4T4+t< ON, UT + tjg TERR |z| < R- (T 9t) 内 取 值 为 0. ER 
当 + 为 绝对 值 充分 大 的 负数 时 , ER |r| < R-(T+t) 包含 了 有 界 集 G. X Ult) 保 
持 能 量 , 所 以 || U(O f — UT +t)glls = ||f 一 U(T)glls « e. 因此 , 当 t<0 且 绝对 
值 充 分 大 时 , || U(t)f\le.c < e. 故 (32) 成 立 . 

局 部 能 量 衰 减 的 重要 性 在 于 , 可 以 证 明 上 述 结论 的 逆 也 是 成 立 的 . 事实 上 , 性 
质 (27c) 可 以 通过 能 量 衰减 的 弱 形 式 : 

Jim inf || U(t)f\lz,¢ = 0 (32^) 
进行 验证 . 关于 (32) 推导 性 质 (27c) 以 及 (32) 本 身 的 证 明 , 我 们 参见 本 章 的 文献 
Lax-Phillips 的 第 V 3€. 作为 注 记 , 我 们 指出 (27c) 的 证 明 关键 就 是 要 证 明 群 U(t) 
的 生成 元 没有 点 谱 . 

用 类 似 的 方式 , 我 们 将 在 前 锥 内 取 值 为 0 的 解 v: 

v(z,t)=0, |z|<t+R, t 20 

定义 为 出 解 .所 有 出 解 的 初 值 在 能 量 范 数 下 的 闭 包 是 酉 算 子 群 U(t) 的 出 子 空间 EL. 
Fl 已 一 样 , 性 质 (28a) 和 (28b) 很 容易 被 验证 , 而 (28c) 的 证 明 是 一 项 艰巨 的 工作 . 
引 理 8 F_ fo Fy 彼此 正 交 . 

证 明 ”我 们 先 模仿 35.5 节 给 出 入 解 的 构造 : + T > R, 对 波动 方程 在 自由 空 
i] R? x R 内 的 解 ulz, t), 由 Huygen 原理 , 若 ulz, t) TE T NAIA |r| >T- RA 
取 值 为 0, 则 当 t <0, u(x,t) HAR. 
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B u 和 vv 为 自由 空间 内 的 波动 方程 在 0< T 内 的 两 个 解 , 由 能 量 守 恒 , 则 这 两 

个 解 的 能 量 数值 内 积 
({u(t), we(t)}, {v(t), ve(t)})e 
与 t 是 无 关 的 . 特别 地 ， 
((u(0), ue(0)}, (v(0),v,(0))) = ({u(T), w(T)} {v(T), u(T) PDE. (33) 

ES u 是 由 上 述 构造 得 到 的 入 解 , v 为 任 一 出 解 , 则 (33) 右边 的 内 积 为 0, 这 
是 因为 函数 UT) 和 wi(T) 支撑 在 半径 为 工 一 R 的 球 内 , 而 在 此 条 件 内 , HAE v 的 
取 值 为 0. 

上 述 讨论 似乎 是 一 个 合理 的 证 明 , 但 是 实际 上 我 们 并 没有 完全 证 明 引 理 8, A 
为 我 们 还 没有 证 明 : 借助 于 Huygen 原理 构造 的 入 解 u 在 所 有 入 解 空 间 FL 内 是 
稠密 的 . 关于 引 理 8 的 直接 证 明 , 请 读者 参见 后 面 的 文献 Lax-Phillips. 口 


在 二 维 空间 内 , 用 Huygen 原理 证 明 入 初 值 和 出 初 值 的 正 交 性 是 十 分 自然 的 ; 
在 Huygen 原理 不 成 立 的 情形 下 , 入 解 和 出 解 不 是 正 交 的 . 

AERE Z(t) 是 研究 波 与 障 隘 之 闻 相 互 作用 的 一 个 自然 工具 .如 果 入 波 尚 未 与 障 
隘 相 互 作用 , 那么 出 波 将 永远 不 会 与 障碍 作用 . 入 解 和 出 解 通 过 投影 POP, 更 
H, 从 而 我 们 可 以 研究 波 与 障 隘 在 所 有 时 间 内 的 相互 作用 . 

障 隘 的 形状 和 算 子 Z(t) 及 无 穷 小 生成 元 G 的 谱 之 间 存 在 着 密切 联系 . BANG 
以 一 个 基本 结果 开始 研究 这 种 联系 . 
定理 9 设 大 为 任 一 正 数 , 则 (kI— G)-12(2R) 为 紧 算 子 . 

关于 此 定理 的 证 明 , 我 们 参见 文献 Lax-Phillips 的 第 V 章 . 由 定理 9, 我 们 将 直 
接 得 到 如 下 推论 . 
推论 9' G 的 谱 均 为 点 谱 , 且 仅 以 oo ARS. 


习题 3 由 定理 9, 证 明 推 论 9". (提示 : 用 34.5 节 的 半 群 谱 理 论 .) 


障碍 的 几何 性 质 和 Z(t) 的 谱 之 间 的 联系 是 波 传 播 的 几何 光学 刻画 . 相应 的 几 
何 性 质 就 是 , 根 究 经 典 的 反射 定律 , 障碍 可 以 将 在 其 边界 被 反射 的 一 束 光线 保留 多 
长 时 间 ; 这 样 的 光线 可 以 被 定义 为 由 直线 段 组 成 的 道路 . 车 用 UB) 表示 包含 在 以 
R 为 半径 的 球 内 的 被 反射 光线 长 度 的 上 确 界 , 那么 我 们 有 如 下 性 质 . 
定理 10 

(i) Æ &(B) < oo, 则 对 充分 大 的 t, A(t) 为 紧 算 子 . 

(ii) 2x (B) = oo, 则 对 所 有 的 t, || Z(t)|| = 1. 

本 定理 的 证 明 具 有 很 强 的 技巧 性 , 我 们 仅 给 出 几 点 注 记 , 不 再 详细 列 出 其 细节 . 
Lax 和 Phillips 指出 (i) 可 利用 广义 的 Huygen 原理 得 到 ， 该 原理 粗略 地 讲 是 说 ， 
在 障 隘 的 外 部 , 信号 的 尖端 沿 射线 传播 , 这 里 的 射线 包括 由 障 隘 本 身 反 射 来 的 射线 . 
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由 此 推广 的 Huygen 原理 是 由 Melrose 和 Taylor 证 明 的 . 

由 (i) 和 局 部 能 量 衰减 性 质 ，2(i) 的 所 有 特征 值 都 形 如 ev, 其 中 0 Rey; > 
… 一 -oo. 因此 , “4 t oo 时 , || Z(£)|| 呈 指 数 型 衰减 . 对 于 (B) < 2R 的 星 状 障碍 
B, Lax, Morawetz 和 Phillips 证 明了 ||Z(t)||g € e-?*, 这 里 o > 0. 他 们 的 证 明 建 
E Morawetz 的 非 标准 能 量 估计 的 基础 上 , 并 没有 依靠 推广 的 Huygens RE. 

(ii) 的 证 明 建 立 在 如 下 事实 的 基础 上 , 即 在 任意 给 定 的 反射 射线 的 任意 邻 域内 ， 
波动 方程 总 存在 有 有 限 能 量 的 解 . 这 样 的 解 是 由 Jim Ralston 构造 的 . 

当 (B) = oo 时, 生成 元 G 的 特征 值 的 实 部 并 不 趋 于 —oo. 对 此 , Ikawa 给 出 
了 许多 有 趣 的 信息 . 


参考 文献 


Calderon, A. P., Uniqueness in the Cauchy problem for partial differential equations. Am. 
J. Math., 80(1958): 16-36. 


Carleman, T., Sur un problem d'unicité pour les systems d'equations aux dériées partielles 
a deux variables indépendents. Arkiv. Math., 26B, 17(1939): 1-9. 


Ikawa, M., Decay of solutions of the wave equation in the exterior of two convex obstacles. 
Osaka J. Math. 19(1982): 459—509. 


Lax, P. D., A stability theorem for solutions of abstract differential equations, and its appli- 


cation to the study of local behavior of solutions of elliptic equations. CPAM,9(1956): 
747-766. 


Lax, P. D. and Phillips, R. S., Scattering Theory, Academic press, New York, 1967. 


Lax, P. D., Morawetz, C. S., and Phillips, R. S., Exponential decay of solutions of the wave 
equation in the exterior of a star-shaped obstacle. CPAM, 16(1963): 477-486. 


Melrose, R., Singularities and energy decay in acoustic scattering. Duke Math. J., 46(1979): 
43-59. 


Morawetz, C. S., The decay of solutions of the exterior initial-boundary value problem for 
the wave equation. CPAM, 14(1961): 561-568. 


Muller, C., On the behaviour of the solutions of the differential equation Au = F(x,u) in 
the neighborhood of a point. CPAM, 7(1954): 505-515. 


Ralston, J., Solution of the wave equation with localized energy. CPAM, 22(1969): 807—823. 


Taylor, M., Propagation, reflection and diffraction of singularities of solutions to wave equa- 
tions. Bull. AMS, 84(1978): 589-611. 


第 37 章 散射 理论 


散射 理论 有 两 个 核心 内 容 : 一 个 是 数学 的 , 主要 处 理 有 连续 谱 的 算 子 的 本 等 价 ; 
另 一 个 是 物理 的 , 处 理 诸如 拟定 态 、 截 面 和 量子 力学 中 的 可 观测 量 等 概念 . 


37.1 扰动 理论 


扰动 理论 是 由 Lord Rayleigh 和 Erwin Schródinger 发 展 而 来 的 . Erwin Schrö- 
dinger 将 扰动 理论 发 展 成 为 解决 物理 、 经典 力 学 和 量子 力学 问题 的 工具 . 本 节 将 刻 
画 扰 动 理论 中 的 一 个 最 简单 的 结果 . 有 关 扰 动 理论 的 详尽 讨论 , 可 以 参考 Kato 的 
书 . 
定理 1 设 4 为 作用 在 Hilbert 空间 矿 内 的 自 伴 算 子 ,a 为 A 的 重 数 为 1 的 孤立 
特征 值 , SS DAH 上 的 有 界 对 称 莫 子 , DIIS 1, 则 对 于 充分 小 的 正 数 6, A+eD 
在 区 间 [a 一 e,a 十 e] 上 有 重 数 为 1 的 孤立 特征 值 . 

证 明 ”我 们 需要 如 下 引 理 . 口 


引 理 2 ik Pe QA Hilbert 空间 厅 上 的 两 个 正 交 投影, 车 它们 的 差 有 小 于 1 的 
ICH: 
IP- QI| <1, (1) 
则 P fo Q 有 相同 的 值 域 维 数 
证 明 ”假设 PP 的 值 域 维 数 大 于 Q 的 值 域 维 数 , 那么 在 P 的 值 域内 存在 向 
ft u, 使 得 lull = 1 Eu Q 的 值 域 正 交 ， 因 此 Pu = u, Qu = 0; 从 而 
IP- Qull = llull = 1, 355 (1) 矛盾 D 
用 C 表示 以 孤立 谱 点 a 为 心 、 以 + > 0 为 半径 的 圆周 ,使 得 C AE A 的 预 
解 集 内 , 并 且 a 为 4 在 C 内 部 的 唯一 谱 点 . 定义 映射 P. 
P= d - Aytac (2) 
显然 , P 为 投影 Ea) 其 中 E 4 的 谱 分 解 中 的 正 交 投影 值 测度 . 由 假设 , P 的 
值 域 维 数 为 1. 
当 < 充分 小 时 , 对 于 C 上 的 每 个 点 (, C- (A ED) 8D, 并 且 该 算 子 的 逆 与 
(C — A) 的 差 很 小 因此 , 我 们 可 以 定义 算 子 P.: 
P, - d (c - A - eD)-! a6; (2) 
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P. BUE ELA e 趋 于 0 时 , ||P- P. BF 0. 因此 , P5138 2, 4 e 充分 小 时 ， 
P. 和 已 有 相同 的 值 域 维 数 1. 此 时 , P. 值 域 中 的 每 个 非 零 向 量 都 是 4 + aD 的 特 
征 向 量 且 当 e ÉF o 时 , 相应 的 特征 值 趋 于 a. 口 


习题 1 试 证 A 二 aD 的 上 述 特征 值 与 a 相差 不 大 于 <. 
推论 ”由 公式 (2), 和 十 eD 的 特征 值 和 特征 向 量 为 E 的 解析 函数 . 


习题 2 HY ale) ffo ul) 分 别 表 示 入 十 eD 的 特征 值 和 相应 的 范 数 为 1 的 特征 
向 量 , 试 证 


d 
az (Du, u). 


试问 高 阶 导 数 的 情形 如 何 ? 
注 设 a 为 4 的 重 数 为 n 的 孤立 特征 值 ,用 讨论 定理 1 的 方法 可 以 证 明 , A+eD 
在 区 间 [a — £,a — e] EA n PREE, 其 中 有 些 特征 值 可 能 是 多 重 的 . 

由 公式 (22), A +D 的 特征 值 为 s 的 代数 函数 , s = 0 是 一 个 可 能 的 代数 奇 点 . 
Rellich 指出 : 每 个 代数 函数 可 以 被 展 成 Pauiseux 级 数 , 即 E? 的 震级 数 形式 , 其 中 
p 是 该 代数 函数 在 e = 0 的 支点 的 阶 数 . 此 壤 级 数 的 所 有 分 支 代 表 了 该 代数 方程 的 
解 , 也 就 是 说 , 它们 都 是 4 + eD 的 特征 值 . 由 于 当 p 关 1 时 , 此 祝 级 数 的 某 些 分 支 
ARAM, 它们 不 可 能 是 自 伴 算 子 A + eD 的 特征 值 , 所 以 p 只 有 等 于 1. 因此 
A - cD 的 所 有 特征 值 都 是 s 的 解析 函数 . 

我 们 现在 转向 另 一 种 极端 形式 . 
定理 3 设 4 为 作用 在 Hilbert 空间 万 内 的 自 伴 算 子 ,a 为 A 的 本 质谱 点 即 对 于 
每 个 包含 o 的 区 间 I, EI) 有 无 限 维 的 值 域 . 若 C 为 任 一 对 称 紧 算 子 , Ma 属于 
A+C 的 本 质谱 . 

WER HIN, 则 存在 包含 a 的 区 间 I, 使 得 Ec) 有 有 限 值 域 , 这 里 Ec 表 
示 十 C 的 谱 分 解 中 的 投影 值 测度 . 由 于 4 + C 再 加 上 一 个 紧 算 子 后 , 可 以 同时 
消除 位 于 I 内 的 有 限 个 特征 值 , 所 以 我 们 只 需 证 明 a 为 A + C 的 谱 . 

要 得 到 这 一 点 , 我 们 证 明 当 了 趋 于 0 时 , A+ C 的 预 解 式 Ra +in) 的 范 数 趋 
于 oo. 将 紧 算 子 C 分 解 为 


N 
C=F+S, REF=) ylz, fifi ||$ll «m. (3) 


1 

W rJ Ea-n,a+n) 值 域内 的 任 一 非 0 向 量 , 则 (A — a- in)z|| < 2n||z||. X. 
Ela — 1, 0 +) 有 无 限 维 的 值 域 , 所 以 在 该 值 域内 存在 非 零 向 量 m, 使 得 z 与 每 个 
fj 7 =1,2,---,N, EX. 对 于 这 样 的 向 量 m, Fe = 0. 因此 , 利用 (3), 得 
(A4+C-a-inzll=||((A4 — a —in)x + Sz|| «(A —a—in)zll+|lSz||<3nllzll.(4) 
因此 (A+C-a-in)! 的 范 数 大 于 1/39. 口 
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定理 3 的 结果 可 能 会 让 人 有 点 误解 . 假设 4 的 谱 是 绝对 连续 的 , 那么 A 的 每 
个 谱 点 都 是 A 的 本 质谱 , 因此 也 是 4 + C 的 本 质谱 , 这 里 C 为 任 一 紧 对 称 算 子 . 
但 是 , 正如 Weyl 观察 到 的 那样 , A + C 的 谱 不 一 定 是 连续 谱 . 同时 ，Weyl WH T, 
对 于 任意 c > 0, 都 存在 紧 算 子 C, |C < e, 使 得 A + C 的 谱 都 是 纯 点 谱 , 并 且 这 
些 点 谱 在 A 的 谱 中 是 稠密 的 . 此 结果 被 von Neumann WIRA: C 不 仅仅 是 紧 算 子 ， 
而 且 可 以 选取 为 具有 任意 小 Hilbert-Schmidt 范 数 的 Hilbert-Schmidt 类 算 子 (参见 
30.8 5). 

E C 为 对 称 紧 算 子 , {Yj;} 为 其 特征 值 , 则 C 的 Hilbert-Schmidt 范 数 为 (55 32)5. 
更 一 般 地 , 人 们 可 以 定义 p 交叉 范 数 (7)? 参见 文献 Shatten). 对 于 von Neu- 
mann 的 结果 , Kuroda 进一步 加 强 为 : 可 以 取 到 具有 任意 小 p 交叉 范 数 (p > 1) 的 
RAT C. 

对 于 p = 1, p 交叉 范 即 为 迹 范 数 (参见 30.2 5). 4 C 为 迹 类 算 子 时 , 情况 有 
明显 的 不 同 . Marving Rosenblum 在 他 的 学 位 论文 中 证 明了 , 自 伴 算 子 加 上 对 称 迹 
类 算 子 的 扰动 将 连续 谱 遗 留 为 连续 谱 . 我 们 在 接 下 来 的 两 节 将 专门 研究 此 结果 . 
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本 节 的 研究 对 象 是 可 分 的 Hilbert 空间 H 和 一 对 自 伴 算 子 A 和 B. 我们 用 
et^ 和 etB 分 别 表 示 A 和 B 所 生成 的 单 参数 西 算 子 群 ; 参见 第 35 章 . 定义 H 上 
的 单 参数 西 算 子 族 Wt) 为 

Wit) — eitBo-itA (5) 
Wit) Æ t — too 时 的 强 极限 : 
W, =s- ‚im W(t) W_=s- „im W(t) (6) 
在 本 节 的 研究 中 占有 中 心地 位 , 当然 是 在 它们 都 存在 的 假设 条 件 下 . 我 们 称 W, 和 
W- 为 波 算 子 . 如 果 需 要 强调 波 算 子 对 4 A B 的 依赖 性 , 那么 我 们 将 用 WA, A) 
和 W_(B, A) REM. 


习题 3 ” 试 证 
W+(C, A) = W+(C, B) W:(B, A), 
假如 右边 的 所 有 波 算 子 都 存在 . 
因为 波 算 子 为 西 算 子 族 的 强 极限 , 所 以 它们 都 是 等 距 算 子 : 


|| Wael] = [ul]. (7) 
方程 (5) 两 边 取 伴随 , 则 
W” (t) = eitA.-itB 
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又 因为 伴随 的 强 极限 ( 弱 极 限 ) 为 极限 的 伴随 , 所 以 , 假如 下 面 所 有 的 波 算 子 都 存 
在 , 那么 它们 分 别 相 等 : 
W;(A,B) = Wi(B, A). (8) 
由 定义 (5), 对 实数 s At, 有 
Wit + s) = eisB W(t)e-'*^. 


4 t — oo, 则 

W, = eisB W,e-isA. 
将 该 式 重 写 为 

Weis4a = eisB W, (9) 
作 差 商 


eisA 一 了 eisB =f 
vV 一 


+ p " Wv, 
这 里 v 属于 A 的 定义 域 . > s 一 0; 左边 的 极限 存在 , HR iW, Av; 因此 右边 的 极 
REFE, 从 而 Wo 属于 B 的 定义 域 且 
W, A = BW,. (9^) 

对 于 波 算 子 W, 我 们 有 类 似 的 关系 式 . 

假设 波 算 子 W, 将 整个 Hilbert 空间 H 映 到 子 空间 K E; 由 (7), W} AH 
到 K 上 的 西 算 子 . 此 时 (9) ASTER: eisB 将 K 映 入 自身 内 . 我 们 断言 : ei*B 
将 K 在 五 中 的 正 交 补 K+ 也 上 映 入 自身 K+ 内 . 事实 上 , 由 公式 

(Wz,h)= (z, Wıh), z,heH, 
得 K ARAL W 的 零 空 间 . 对 (9) 两 边 取 伴随 并 用 -s 代替 s, 得 
eisA Ww. = W: eB; 

HE, Wi ei*Bz = et AM z = 0, 其 中 z 属于 KK 的 正 交 补 K+. 故 上 述 断 言 成 立 . 
这 样 , 我 们 已 经 证 明了 , FER K 约 化 了 ATBMBEKNDMKINDLEM 
限制 分 别 为 BEKA K- 内 的 自 伴 算 子 , 其 中 D 表示 B 的 定义 域 . 因此 由 (9), 
A 作用 在 H 内 和 B 作用 在 K 内 是 西 等 价 的 . 

假设 波 算 子 Wi(B, A) 和 W.(A, B) 都 存在 , 那么 由 (8), W.(A, B) = WA (B, 
A); 又 由 (7), W) (B, A) 是 等 距 算 子 . Kit, W: (B, A) 的 零 空间 是 平凡 的 ,， 从 而 
K =H. 我 们 将 上 述 讨论 总 结 如 下 . 
定理 4 假设 波 算 子 Wi(B, A) 和 Wi(4,B) MAA, 那么 A 和 B 西 等 价 . 

本 等 价 的 算 子 有 相同 的 谱 . 特别 地 , 它们 有 相同 的 点 谱 . 因为 在 散射 理论 中 , 算 
T BÆRT 4 的 扰动 , 所 以 扰动 B 保持 4 的 特征 值 不 变 是 极 不 可 能 的 (见习 题 
2). 因此 假设 A 存在 点 谱 , 那么 仅 在 某 些 特殊 的 条 件 下 , 波 算 子 Wila, B) 才 存 
E. PRR 31.4 节 解 释 的 那样 , 这 种 情况 可 以 通过 将 A 限制 到 A 的 绝对 连续 子 空间 
HO 上 的 方式 进行 改善 . 
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习题 4 在 31.4 节 ,我 们 仅仅 处 理 了 有 界 算 子 的 情形 , 试 将 这 些 概 念 推广 到 无 界 算 
子 上 去 . 
定义 RHO 为 H 的 子 空间 且 使 得 4 在 其 上 的 作用 有 绝对 连续 谱 , P. A H 到 
HO 上 的 正 交 投影 . 我 们 称 WEP. XE t +00 的 强 极限 , 仍 用 Wa ON, 为 广义 
波 算 子 : 

„m W(t)P. = Ws, (6^) 
其 中 Wt) fid (5) EX. 
习题 5 # AKKI Wi(B, A) FE, 试 证 , CHAO RA B 的 约 化 子 空间 K 
LE BB 在 K 上 有 绝对 连续 谱 . 


习题 6 若 两 个 广义 波 算 子 Wi(B, A) 和 WL(AB) 都 存在 , N A 和 B 的 绝对 
连续 部 分 酉 等 价 . 
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下 述 结 果 归 功 于 Cook, 也 可 参见 文献 Jauch 和 Kuroda. 
定理 5 假设 存在 HO 的 稠密 子 集 I, 使 得 对 J 中 的 所 有 向 量 U 满足 下 列 条 件 : 
(i) Au 属于 A fe BAH SX D(A)ND(B): 
(ii) (B — A)e "^u At 的 连续 函数 ; 
(ii) |(B — A)e~*4ul| Æ (0,00) LTH, 
那么 , 波 算 子 W,(B A) FA. 
对 于 W, 我 们 有 类 似 的 结论 . 
证 明 设 久 为 中 的 任意 向 量 , H(i), Witu = etBert A, KF t HH 


了 W(t)u = ietB(B- A)e-itAu. (10) 
由 (ii), 导数 (10) 关于 t 连续 ; 因此 , 将 (10) 的 两 边 在 区 间 [a, b] 上 积分 , 得 
W(b)u — W(a)u = Ji et BB — A) (10^) 


因为 eB 为 西 算 子 , 所 以 
b 
|| W(5)u — Wla)ull < / I(B- A)eAullat. 


Hi (iii), Z4 a JI b EF oc 时 , 右边 的 积分 趋 于 0; 因此 , 左边 也 趋 于 0. 
上 述 讨论 证 明了 , 对 J 内 的 任意 向 量 u, W(t)u 在 t — oo 时 极限 存在 . 又 J 
为 五 中 的 稠密 子 集 以 及 Wt) 为 保 范 算 子 , 所 以 强 极限 (6) RZ. 口 


引 理 6 假设 4 和 B 相 差 一 个 有 界线 性 算 子 D: 
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B=A+D, ||D|| < co, 
且 广 义 波 算 子 Wi(B, A) 存在 , 那么 , 对 于 HO 内 的 每 个 向 量 以 和 任意 实数 a, 有 


| Wu — Wla)u||? = -21m f (e^ W* De "Au, u)dt. (11) 


证 明 ”因为 4 和 B 相差 一 个 有 界线 性 算 子 , 所 以 对 4 的 定义 域内 的 每 个 向 
F u, (10) 和 (10) 都 成 立 . 又 4 的 定义 域 在 H WAE, 所 以 对 H 内 的 所 有 向 量 ， 
(10^) 成 立 . 令 (10^) PAY b ÉF oo. 由 假设 , 对 于 HO ADRS A u W(b);u 
收敛 于 Wow, 因此 


Wiu— Wla)u = if gPt pe- ult. (10^) 


X. Wa) 和 W, 是 等 距 算 子 , 所 以 
i| W+u — W(a)u||? = 2||u||? — 2Re( W(a)u, W; u) 
= 2Re( Wu — W(a)u, Wu). 
将 (10”) 代入 上 式 的 右边 项 Wu- W(a)u 内 , 然后 将 (9) 两 边 转 置 并 用 t 代替 
—s, 可 以 给 出 (11). 口 


定理 7(Rosenblum) 若 自 伴 算 子 Af B 相差 一 个 (AR 迹 类 算 子 D: B= 
A+ D, 则 广义 波 算 子 Wi(B, A) 和 W.(A, B) 存在 . 

由 习题 6, A 和 B 的 绝对 连续 部 分 酉 等 价 . 

证 了 明 ”首先 考虑 扰动 算 子 D 为 秩 一 算 子 的 情形 : 

Du=c(u,f)f, llfll=1. 

H K 表示 H 中 的 包含 f 并 约 化 算 子 A 的 最 小 闭 子 空间 . 由 31.5 节 , Tl K 
为 所 有 形 如 b(4)f 的 向 量 组 成 空间 的 闭 包 , 其 中 b 为 R 上 的 有 界 连 续 函 数 . 由 于 
BALA 在 KK 的 正 交 补 上 相等 , 所 以 当 向 量 u S K 正 交 时 , W(t)u = u, Bl Wit) 
在 K 的 正 交 补 上 为 恒 等 算 子 . 因此 , 我 们 只 需 证 明 , A 和 B 限制 在 K 上 的 波 算 子 
的 存在 即 可 . 

将 f 沿 HO 分 解 : 

f=g+h, g= P.f, h=(I-P.)f. 

形 如 M4)9 的 所 有 问 量 集合 的 闭 包 为 H WATER KO, A KO 上 是 绝对 连 
续 的 而 在 其 正 交 补 上 为 奇异 的 . 因为 g 属于 HO, 所 以 (Eg, g) 为 绝对 连续 的 测度 . 
因此 , K 存在 表示 空间 L?(5), 且 算 子 A EK 上 的 作用 被 表示 为 LS) 上 的 变量 
入 所 作 的 乘法 作用 , 这 里 5 为 及 中 的 某 个 Bored TE. 

不 失 一 般 性 , 在 定义 Du = clu, f)f P, 我 们 令 c— 1. EX 

D.u = P.DP.u = (P.u, f) P.f = (u,g)g, 

其 中 g = P.f, 从 而 在 K 的 函数 表示 中 , 9 被 表示 为 R 上 的 支 集 含 在 S 内 的 平方 
RAR. 因此 , KAT Wi(B, A) 的 存在 性 被 约 化 为 如 下 情形 : Hilbert 空间 为 
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L*(S), A 为 作用 在 L?(S) 内 的 入 所 作 的 乘法 算 子 , B= Ad D, 其 中 Du = (u,g)g. 

将 L2(S) 看 作 是 H = L?(R,d 入 ) 的 闭 子 空间 . 将 A 延 拓 为 H 上 的 由 入 所 作 
的 乘法 作用 , 将 D 延 拓 为 H 上 的 秩 一 算 子 Du = (usg)g, RP g Œ S 的 补 集 上 
定义 为 0. 我 们 只 要 证 明 W, 在 拓 广 后 的 空间 上 的 存在 性 即 可 . 

首先 考虑 9) 为 光滑 函数 , 并 且 9A) 及 其 导数 在 和 一 oo 时 为 急 减 函数 的 
情形 . 我 们 要 借助 于 定理 5. 取 J 为 H 中 的 所 有 函数 u( 和 ) 组 成 的 子 集 , 其 中 u(r) 
满足 条 件 : u(A) 光滑 , B. ur) 连同 其 导数 在 和 一 oo 时 有 和 急 减 性 质 , 则 Æ H 
中 稠密 . 我 们 验证 定理 5 的 三 个 条 件 成 立 . 

(i) 由 于 满足 Auld) 平方 可 积 的 所 有 函数 u(A) 组 成 了 A 和 B 的 定义 域 , 所 以 
条 件 (i) 成 立 . 

(i) 由 D. 的 定义 , 得 

Dee Au=(etAu,g)g= | erula d ng0) 


= ug(—t)g(A). 

这 里 的 ~ 表示 Fourier BR. 又 因为 u 和 g 在 无 穷 远 点 急 减 , 所 以 ug 属于 L^, 从 
而 它 的 Fourier 变换 连续 , 此 正 是 (ii) 中 所 要 求 的 条 件 . 因为 u Al 9 的 导数 急 减 , 所 
以 当 t  -too 时 , ug 急 减 的 速度 要 比 二 的 任意 次 寡 急 减 的 速度 要 快 . 因此, 条 件 
(iii) 也 成 立 . 由 定理 5, 广义 波 算 子 WA(A,B) FE. 

要 将 上 述 光滑 函数 的 情形 过 渡 到 g 为 任意 函数 的 情形 , 我 们 要 利用 恒等式 (11). 
用 表达 式 (12) 代替 (11) 中 的 De-it4w, 得 

| Wu — W(a)ul|? = -21m f ug(t)(ei*^ W, g,u)dt. (13) 

简 记 Wig A g*, 并 重 写 上 述 积分 中 的 第 二 个 因子 为 
"Ag u) = f Ag AYA) = FE). 
用 Schwarz 不 等 式 估计 (13) 右边 的 积分 , 得 


Wu W(a)ull? « 2 ( / lugi? dt n gua) 


由 Parseval 7; f£, Fourier 变换 是 一 个 等 距 映 射 数 乘 On. 因此 , 上 述 右边 的 第 二 个 
因子 小 于 


(12) 


(e 


2x f rufa < 2x|uf, f Ig Pdr, 
其 中 jujo 表示 |u(A)| ER 上 的 极 大 值 . 进一步 地 , 由 于 wW. 为 等 距 算 子 W, 的 
伴随 , 所 以 它 有 范 数 1, 从 而 
f wa = Mel = Wall < ligi? < 1. 
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我 们 将 这 些 不 等 式 组 合 在 一 起 , 得 到 
|| Wu — W(a)ul| < (8x)!/ ul” em rar) 


EA b RE a, 则 类 似 的 不 等 式 成 立 ; 因此 , 由 三 角 不 等 式 , 得 
|| W(b)u — W(a)ul| < (8x) !/5|u|12? 


AUC wor €» aora] y 


注意 到 此 不 等 式 是 在 假设 u 和 g 都 是 光滑 急 减 函数 的 条 件 下 证 明 的 . 我 们 现在 要 
证 明 , 此 不 等 式 对 所 有 平方 可 积 函 数 9 也 成 立 . 要 证 明 这 一 点 , 需要 借助 于 这 样 的 
事实 : 每 个 LR) 函数 9 都 可 以 用 在 无 穷 远 点 急 减 的 光滑 函数 列 {gn} 依 L 范 
OB. 对 于 每 个 这 样 的 函数 gn, 构造 Bh = A + (.,gn)gn 和 W(t) = e'Brte iA, 
则 不 等 式 (13) 成 立 . 因为 g 一 g, 该 不 等 式 的 右边 趋 于 (137). 的 右边 ; 我 们 断言 ， 
左边 也 有 此 性 质 . 为 此 , 我 们 需 证 eiB3"t AUT ei3t. 不 难 验证 ei3iw = u(t) 和 
eiBnt — qu (t) 分别 为 微分 方程 
u — iBu = 0, tn —iB,u, =0, u(0)-u4(0)-2«u 
的 解 , 这 里 u 属于 B 的 定义 域 . 两 微分 方程 相 减 , 得 
qi tu — Un) —iB(u — un) = i(B- B,)un 
我 们 用 e-itB 作用 在 方程 两 边 , 然后 再 积分 , 得 
u(s) — un(s) = if el(s-)B(B_ B, Ju, dt. 
0 


因为 e(570B 有 范 数 1 和 Lus (£)]| < llull, 所 以 
||u(s) — un(s)|| < s||B — Ball |[ul]. 

由 on BT g, ||B— Balil =I(-,9)9 一 (:,gn)gnl| AT 0. 由 此 , 我 们 证 明了 eia"t 在 
一 致 拓扑 下 收敛 于 ÀB. 因此 不 等 式 (03^) 对 于 所 有 的 函数 g 和 所 有 在 co 点 
急 减 的 光滑 函数 u 成 立 . 

显然 , 当 a 和 4 AF oo 时 , (13) 的 右边 收敛 于 0, 因此 左边 也 应 该 收敛 于 0. 
故 当 t BF oo, W(t)u 收敛 ， 因 为 光滑 急 减 函数 构成 了 LR) 的 稠密 子 集 , BE 
BARS Wt) 有 范 数 1, 所 以 对 于 LR) 内 的 每 个 函数 u, W(t)u 的 极限 存在 . 
因此 , 广义 波 算 子 Wi(B, A) FE. HF AA B 的 作用 是 对 称 的 ,， 所 以 波 算 子 
W.(A, B) 也 存在 . 故 A 和 B 的 绝对 连续 部 分 西 等 价 . 

我 们 先 将 证 明 停 顿 一 会 , 以 一 个 例子 来 说 明 : 即使 算 子 A 有 绝对 连续 的 谱 , 秩 
一 算 子 扰动 也 可 以 使 B 产生 一 个 点 谱 . 令 A 为 作用 在 LR) 内 的 用 变量 x 所作 
的 乘法 算 子 , 并 令 D—(,f)f, 其 中 f 为 光滑 L? 函数 (如 Lipschitz 连续 函数 ). 我 
们 可 以 确定 f, 使 得 A + D 存在 特征 值 7. 求 方程 


/4 


(137) 
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zu(z) + (u, f)f(z) = ru(z) 


的 解 uz): 
uz) = “=P F(a, 
要 使 得 u 平方 可 积 , 必须 为 /的 零点 . 两 边 与 / 作 内 积 , 消去 (u f) 因子 , 得 
2(. 


因此 , 如 果 我 们 选取 函数 f(z) 满足 上 述 等 式 和 方程 “f(7) 2-0", 那么 B=A+D 
有 特征 值 r. 
习题 7 设 n 为 任意 自然 数 , 试 证 存在 函数 f, 使 得 A 十 DD 有 nn 个 特征 值 . B 可 能 
存在 无 限 个 特征 值 吗 ? 

函数 f 的 轻微 变化 会 造成 B 的 特征 值 7 消失 . 这 是 因为 , 尽管 变化 了 的 函数 
SET 附近 存在 零点 , 但 是 在 一 般 情形 下 上 述 积 分 条 件 不 一 定 成 立 . 这 种 现象 称 为 
谍 在 连续 谱 内 的 点 谱 的 不 稳定 性 . 

我 们 现在 回来 完成 定理 7 的 证 明 . 

WD 为 对 称 迹 类 算 子 , 用 dk 表示 D 的 特征 值 , f; 为 相应 的 正规 化 特征 向 量 . 
由 第 30 章 中 的 (20), 

IIDlltr > 》 laxl, 
JF H. D 本 身 可 以 表示 为 
D= S dC ff. 

用 D, 表示 有 限 和 


D, = Vd. Fx) fe: 
1 


定义 Bn 为 A+ D,. 由 我 们 已 经 证 明 的 结果 , 广义 波 算 子 W,(B.Bn-ı) FE. 
因此 由 习题 3, HAT Wi(B,,, A) 存在 .为 简略 起 见 , 我 们 用 Wi 表示 波 算 子 
W.(B,, A). 用 公式 (11): 


|| Wu — W„(a)ul|? = -21m J «^ W; , D,e "^u, u)dt. 
再 用 D, 的 定义 重 写 上 式 为 
[Ware Walajul? = -21m [^ $ die "^u, f (^W; fa wat 
a 1 


先 对 右边 的 和 式 利用 Schwarz PER, 然后 再 对 积分 应 用 Schwarz NER, 得 
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n " 1/2 
| Wu — W,(a)ul| <2 bs Id. / Ie Au, oa 
i . (14) 


an T 1/2 
I» / le" Fama | 


这 里 FL 为 Wf, 的 缩写 . 我 们 已 证 明 | < [Fel] 1. 
由 于 使 得 W(t)w 在 t— co 下 强 收敛 的 向 量 u 属于 A 的 绝对 连续 空间 , 所 以 
u = P,u. 在 (14) 两 边 , 用 Pu 代替 我们 借助 于 事实 即 P. 与 et^ 可 换 , 用 
P.f 和 P.f, 分 别 代替 f 和 fi, BS (14) 的 右边 . 因此 , 我 们 可 以 假设 (14) 中 
Kf, ASL 属于 A 的 绝对 连续 空间 . 
用 A 的 谱 分 解 重 写 (14) 右边 的 项 : 
(e~itAg, f) = fe ^d (Eu, f) 
和 
(eii4 f", u) = fear, u) 
因为 u, f A f* 属于 A 的 绝对 连续 空间 , 所 以 我 们 可 以 用 Radon-Nikodym 导数 重 
写 上 述 两 式 右边 的 积分 为 
fer sauna 和 [e Erda (15) 
由 Schwarz TER, 得 
1/2 
NEN o 
习题 8” 试 证 此 不 等 式 . 
假设 向 量 u 满足 条 件 
sup £ (Eu, u) < oo, (16) 
则 Schwarz As ZR 
d d Hs 
iR f) «m SER. 


其 中 m 表示 上 确 界 (16) 的 平方 根 . 因此 d (Eu, f)/dd EJ; RIA, 从 而 由 Parseval 
XE E, (15) 中 的 第 一 个 积分 为 t 的 平方 可 积 函 数 . 

用 n(t) 表示 (15) 中 的 第 一 个 (关于 + 的 ) 函数 , 用 w*(t) 表示 (15) 中 的 第 二 个 
函数 ; 将 它们 代入 (14), 得 


1/2 


"n oo 1/2 7 oo 
[Wasu - Wales 2 3i 了 mpat Soi I miar . (14) 
1 " 1 x 
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由 Parseval 公式 ， 


2 
dA 


Fra f” mpat= 2r f KE 
< 2xm? [ern f')dA = 2nm?||f*||? < 2xm?. 
因此 , BS (14^) 为 » 
|| Wn+u — Wa (a)u|| < (8x)? Dal a mpat m|| DI. (14”) 


注意 , 在 上 述 不 等 式 的 推导 中 我 们 用 到 了 事实 DT ldx| < Dll. FH b RE a, 借助 
于 三 角 不 等 式 和 (14”), 有 


» € 1/4 
|| Wn(b)u — W,(a)ul| «enim bs Ide / mira 
1 a 


- " 1/4 
«uf mira ) 


4 n ÉF oo. 因为 Ba = A+ Dr 一 致 收敛 于 B= A+ D, 所 以 W,(a) Al W,(b) 
分 别 一 致 收敛 于 Wa) 和 WI); 此 时 , 不 等 式 右边 趋 于 一 个 级 数 和 . YE n 一 oo 后 
所 得 到 的 不 等 式 中 , 再 令 a RI GF oo, 我 们 断言 : 所 得 不 等 式 的 右边 趋 于 0. 此 
断言 可 以 从 如 下 事实 中 得 到 ， 
(i) I m(t) Pdt < 2xm?; 

(ii) 3 |d| < oo; 

(ii) lim f? |m.[*dt = 0. 
综 上 所 述 , 5 b — oo Ef, W(b)u HLM. 

对 于 满足 (16) 的 所 有 向 量 u, 上述 结论 也 是 成 立 的 , 即 当 5b BAF oo 时 , W(b)u 
收敛 . 因此 , 要 完成 本 定理 的 证 明 , 我 们 还 仅仅 需要 证 明 , 满足 (16) 的 所 有 向 量 u 
构成 了 HO RRR. 要 证 明 此 结论 并 不 难 . Hv 为 HO) 内 的 向 量 , 则 测度 
(Ev,v) 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 , 即 成 立 


Iv)? = faze.) » f E (Ev, v)d i 
因此 d (Ev, v)/d A A L 内 的 非 负 函数 . 以 Sm 表示 满足 d(Ev,v)/dA> m 的 所 
有 和 的 集合 , > om = (I- E(Sm))v, 用 tm 表示 测度 
(Evm, Um). 
如 果 我 们 用 u 表示 测度 (Ev, v), W dum = (1— cg)d u, 其 中 cs 为 集合 Sn 上 的 特 
JERA. 因此 , 相应 的 Radon-Nikodym 导数 有 类 似 的 关系 : 
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L (Bom, Um) =(1- cs) (Bu, u). 
由 定义 , 对 Sm 中 的 每 个 A, du/d A > m, 所 以 对 于 所 有 的 A, dum/dAs<m, Al 
此 um 满足 (16). 显然 , 当 m ÉF oo 时 , vm F v. HE, 我 们 证 明了 满足 (16) 的 
所 有 向 量 构成 了 HG 的 稠密 子 集 . 又 因为 波 算 子 的 定义 域 为 HO 的 闭 子 空间 , 所 
以 当 A 和 B 相差 一 个 迹 类 算 子 时 , 广义 波 算 子 W.B, A) FE. 口 


当然 , 广义 波 算 子 W (BA) 也 是 存在 的 . 又 因为 4 和 B 在 定理 假设 中 的 作 
用 是 对 称 的 , 所 以 波 算 子 WLCA, B) 也 存在 . 因此 , A 和 B 的 绝对 连续 部 分 酉 等 价 . 


37.4 RAF MRE 


本 节 将 推广 37.3 节 的 主要 结果 . 设 (A) 是 一 个 满足 如 下 性 质 的 实 值 函数 : 

(i) $6 分 段 可 微 ; 

(ii) o 是 正 的 、 连 续 的 、 局 部 有 界 变 差 函数 . 
定理 8 (Birman-Kato) j& A fe B AZ lA Hilbert Z W H AAA HEF, o 
为 满足 上 述 性 质 的 函数 . HA 和 如 相 差 一 个 人 迹 类 算 子 , 则 波 算 子 Wi (9(B), 9(A4)) 
存在 且 它 们 与 $ XX. 

由 于 波 算 子 Wı(6(A),ö(B)) AA, 所 以 o(A) 和 o(B) 的 绝对 连续 部 分 西 等 
价 . 

FHA (ii), 6 为 单调 函数 .注意 即使 o 不 是 单调 函数 , 我 们 同样 可 以 证 明 
Wi(9(B), 9(A)) 的 存在 性 ; 但 是 在 此 种 情形 下 , 这 些 波 算 子 不 再 等 于 Wi(B, A). 

关于 这 些 结果 的 证 明 , 我 们 可 参见 Kato 的 书 . 


37.5 位 势 散 射 


本 节 将 为 373 节 所 建立 和 发 展 的 抽象 理论 提供 一 个 具体 的 例子 . + H = 
L?(R°), A = —A, 即 负 Laplace Wf, B= -A +q, 其 中 为 实 函 数 . 我 们 考 
虑 最 简单 的 情形 即位 势 函 数 4 为 平方 可 积 的 有 界 函 数 的 情形 . 
定理 9 若 g 为 平方 可 积 的 有 界 实 函 数 , 则 波 算 子 Wi(B,A) 存在 . 

WEBB 众所周知 ，Fourier 变换 为 -A 的 谱 表 示 并 且 -A 的 谱 为 绝对 连续 
的 、 充 满 实数 集 及 且 有 无 限 重 数 . 我们 将 借助 于 定理 5. 令 J 为 H 中 所 有 形 如 
e-(«-9*/2. a € RS, 的 函数 所 生成 的 子 空 间 .， 对 于 函数 u(x) = e-(*-o)”/2, 求 方程 
ut = -iAu = iAu 的 解 u(z,t). 先 作 Fourier 变换 

ts = i£, (0) = ee /(2+io'd), 


因此 u(£,t) =e (2it+1)6"/2+ia-€ 再 取 Fourier it, 得 
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u(x,t) = e*Au(r) = (1+ 2it) —3/%e~(2—2)"/(2+4it) 
显然 , 向 量 e-u 属于 A 和 B 的 公共 定义 域 , 即 定理 5 中 的 条 件 (i) AIL. 由 于 
I(B — A)e-Aul] = lleu(z, ON < llall 1 + 2it| 9^2, 
所 以 ||(B - A)e-it4wl| 为 t 的 连续 函数 且 在 整个 t 轴 上 可 积 ; 因此 定理 5 中 的 条 
件 (ii) 和 (ii) 成 立 . 
我 们 还 需 证 明 J Æ H PHARE. 根据 第 6 章 中 的 定理 7, 我 们 只 需 证 明 , H 
中 的 与 形 如 e- 0-2 /2 的 所 有 函数 正 交 的 任意 函数 f(r) 为 0. 要 证 明 这 一 点 , RII 
将 正 交 条 件 重 写 为 
o= f fe ae ay= ft Flee de 
其 中 在 第 一 步 应 用 了 变量 替换 z ~ a = y, 在 第 二 步 用 到 了 Parseval KA. 由 最 后 
一 个 方程 知 ， f(E)e-* /2 的 Fourier WIEN 0, 从 而 f(£)e-* /2 恒 为 0. 因此 fe) 和 
f(x) 恒 为 0. " 


由 定理 9, -A 和 B= -Atg TE B 的 一 个 不 变 子 空间 上 西 等 价 ， 特别 地 ， 
-A + 的 连续 谱 包 含 了 整个 正 实 轴 , 且 谱 有 无 限 重 数 . 

定理 9 中 的 “g 为 平方 可 积 ” 的 限制 条 件 可 以 被 放松 . 关于 这 个 更 强 的 结论 ， 
参见 Kato WE. WH, 如 果 仅 仅 要 求 g 为 有 界 函 数 , BA A+ 4 依 概率 1 存在 一 
个 纯 点 谱 . 这 是 固态 物理 中 的 一 个 重要 结果 , 称 为 Anderson 局 部 化 . 读者 可 以 参看 
文献 Fróhlich 和 Spencer. 

另 一 方面 , 若 |z| 一 oo 时 , 位 势 函 数 g(x) 快速 趋 于 0, 那么 ,对 入 < 0, (入 一 4) 一 
和 (和 一 B)! 相差 一 个 迹 类 算 子 . 因此 , 由 定理 8, 波 算 子 W.(B, A) 和 Wi(A, B) 
FE, 从 而 -A 酉 等 价 于 -A +q 的 绝对 连续 部 分 . 
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4 BA A 的 扰动 , 假设 广义 波 算 子 Wi(B, A) 存在 并 且 它 将 4 的 绝对 连续 

部 分 映 为 B 的 绝对 连续 部 分 , 由 (9) 得 ， 
W.A-BW,, W_A=BW.. 
由 此 , 我 们 导出 
W-'W,A= W-'BW, = AW-!W,: 

换 句 话说 , AT WW, 和 A 交换 . 我 们 称 算 子 WW. 为 散射 算 子 , 以 Sm. 

散射 算 子 的 物理 意义 如 下 所 述 . 

若 将 算 子 4 和 B 分 别 看 作 是 非 扰 动 的 和 扰动 后 的 Shrödinger AT, 并 假设 在 
距离 很 远 的 地 方 , 扰动 将 被 忽略 . 例如 , 37.5 节 中 讨论 的 算 子 4 和 B 就 是 这 样 的 
算 子 对 , 其 中 要 求 当 z 一 oo 时 , 位 势 函 数 g(x) ÉF 0. 对 充分 大 的 正 时 间 t, 大 部 
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分 信号 已 传播 到 很 远 的 地 方 以 至 于 信号 Bu 与 受 非 扰动 方程 控制 的 信号 e^ 
差别 很 小 ， 类似 地 , 对 充分 大 的 负 时 间 t, 两 信号 tBu 和 eit4v_ 差别 也 很 小 . > 
t — +00, 则 下 列 两 极限 存在 : 
-— lim e-itAei'Bu - Wu 
和 
u_= ,im e itA eit B4, = Wu. 

连接 us Mur 的 正 是 散射 算 子 w-! W. Auk, 遥远 过 去 的 被 扰动 系统 的 状态 与 
其 模糊 将 来 的 状态 是 由 散射 算 子 连接 起 来 的 . 

Moller 在 1945 年 对 散射 过 程 的 这 种 与 时 间 有 关 的 动态 写照 进行 了 描述 . 1937 
年 , John Wheeler 研究 了 散射 理论 的 静态 性 质 ; 1943 4E, Heisenberg 对 此 进行 了 详 
Ani xh, 其 原因 是 物理 理论 处 理 的 量 仅仅 是 可 观察 的 量 . 人 们 无 法 测量 作用 在 一 
个 核子 周围 的 电子 上 的 作用 力 , 物理 实 验 测 量 的 仅仅 是 在 原子 时 间 标 度 下 发 生 在 
t = oo 时 的 结果 , 并 将 这 些 结果 与 系统 在 t = —oo 时 的 状态 进行 比较 . 散射 理论 的 
任务 就 是 由 散射 算 子 重 现 原子 的 作用 力 . 我 们 可 参见 Ludivg Faddeev 的 评论 以 及 
Reed 和 Simon 的 第 2 4. 

因为 S$ 和 A 交换 , 所 以 S 的 自然 刻画 应 体现 在 4 的 谱 表 示 中 . 在 该 表示 中 ， 
SAREAT. 37.7 节 我 们 将 在 稍微 不 同 的 情形 下 详细 阐述 它 . 
历史 注 记 1930 Æ, Heisenberg 在 芝加哥 大 学 作 新 量子 力学 的 演讲 . 那 时 他 的 助 
手 是 美国 年 轻 的 物理 学 家 Frank Hoyt, 其 任务 就 是 帮助 Heisenberg 准备 英语 演讲 
稿 . 第 二 次 世界 大 战 期 间 , Hoyt 参加 了 制造 核武 器 的 Manhattan 计划 , 他 的 其 中 一 
个 任务 就 是 仔细 检查 Heisenberg 在 战争 期 间 的 出 版 物 , 看 看 这 些 成 果 是 否 可 以 成 
为 爆炸 研究 的 “副产品 ”. Hoyt 完整 地 研究 了 Heisenberg 在 1943 年 发 表 的 有 关 散 
射 理论 的 两 篇 论文 . 正如 他 后 来 告诉 我 的 一 样 , 最 后 得 出 的 结论 是 : 这 些 理论 与 核 
武器 的 研究 毫 无 关系 . 或 许 正 是 这 一 结论 拯救 了 Heisenberg 的 生命 , 因为 OSS( 即 
CIA 在 战争 期 间 的 前 身 ) 一 直 在 训练 间谍 要 暗杀 他 ， 
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本 节 和 36.4 节 的 背景 是 一 样 的 : 作用 在 可 分 Hilbert 空间 H 上 的 西 算 子 群 
U(t), 一 对 相互 正 交 的 入 子 空间 FA Pe F, 它们 分 别 满足 36.4 节 中 的 
(27a)~(27c) 和 (28a)~(28c): 


每 个 Ult) K FRA FA, t <0, (17a) 
所 有 U(t)F., 的 交 为 (0), (17b) 
所 有 U(t)F_, 的 并 在 H 内 稠密 . (17c) 


对 于 出 子 空间 ES, 我 们 只 需 改 变 (17a) 中 上 的 符号 即 可 得 到 类 似 的 性 质 . 
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本 节 要 借助 于 第 35 章 中 的 平移 表示 定理 7. 该 定理 是 说 , 若 上 述 三 个 条 件 满 
E, 则 H 等 距 表示 为 Hilbert 空间 L?(N, R), 使 得 U(t) 的 作用 被 表示 为 上 所 作 的 右 
平移 作用 . 此 外 , 入 子 空间 FO 被 表示 为 子 空间 L(N, R). 同样 , 对 出 子 空间 F, 
H 有 出 表示 Z2(N,R), 使 得 Ut) 被 表示 为 平 黎 ， Fi 被 表示 为 子 空间 三 (N,R+). 
因为 出 现在 入 表示 和 出 表示 中 的 两 个 辅助 空间 N 的 维 数 都 等 于 丁 算 子 群 Ul) 的 
生成 元 的 谱 重 数 , 所 以 我 们 可 以 令 这 两 个 辅助 空间 为 同一 个 Hilbert 空间 N. 

Wu H 中 的 向 量 , k- Al ky 分 别 是 u 的 入 表示 和 出 表示 , 定义 5 为 连接 
k. 和 ki WAT: 

Sk = k4. (18) 
我 们 称 S 为 关联 于 Ult), F- 和 已 的 散射 算 子 . 

在 文献 Lax-Phillips 的 散射 理论 中 的 第 II 章 , 我 们 证 明了 如 何 构造 一 个 非 扰动 
BATEE U(t), 使 得 在 37.6 节 中 , 用 连接 Uo 和 UD 的 波 算 子 而 定义 的 散射 算 子 与 
(18) 定义 的 散射 算 子 相同 . 
定理 10 设 Ult) ABAIR, F- 和 Fi 分 别 是 两 个 相互 正 交 的 入 子 空间 和 出 子 
空间 , S 为 (18) 定义 的 散射 算 子 ， 则 

(i) S 为 西 算 子 ; 

(ü) S 与 平移 交换 ; 

(iii) 8 将 了 2(N,R_) RAK $. 

证 明 

(i) AA k- Al ky Au 的 两 个 等 距 表 示 , 所 以 ||k_|| = llk+ll = llull. 因此 S 是 
一 个 等 距 . 又 S 为 满 射 , 所 以 S 是 一 个 西 算 子 . 

(ii) 因为 k_(z — t) A kila- t) 都 表示 U(t)u, 所 以 SH k 的 平移 映 为 上， 
的 同一 个 平移 . 

(ii) 由 入 表示 , LUN, R-) 中 的 每 个 k_ 都 是 F 中 的 某 个 向 量 u 的 入 表示 . 由 
ra&uS F, EX, 所 以 w HIBER k, 与 FL 的 出 表示 空间 LT(N,R,) ERX. 
因此 , ky 属于 L?(N,R_). = 


性 质 (ui) KARRE, 我 们 可 以 用 下 列 语言 解释 它 : ko ER, 上 的 值 依 赖 于 
k- Æ R- LJAS. 

S 的 伴随 S* 有 类 似 的 性 质 : 

(i) S AHAT, 

(ii) S* 与 平移 交换 ; 

(iii) S* 将 L"(N,R,) RA B E. 

W 4 为 及 中 的 问 量 , + k- Ak, 分 别 为 u 的 入 平移 表示 和 出 平移 表示 . 车 
用 f_ 和 fü 分别 表示 大 Al ky 的 Fourier BH, WH f- Af, A u 的 入 谱 表 示 
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和 出 谱 表 示 . 定义 算 子 : 
Sf- = f4. (19) 

定理 10’ 

i) S 5X4; 

(ii) S 与 有 界 可 测 函 数 所 作 的 乘法 算 子 交换 ; 

(ui^) S 将 L?(N,R_) 的 Fourier 变换 映 入 自身 ， 

证 明 (i) 因为 SABAT, 所 以 它 的 Fourier 变换 也 是 丁 算 子 . 故 (i) 得 证 . 

(ii) Fourier 变换 将 a 所 作 的 平移 算 子 变换 为 iM 所 作 的 乘法 算 子 . 因此 , 由 
定理 10 的 (ii), S 与 Er 所 作 的 乘法 算 子 交换 . 对 于 任 给 的 有 界 可 测 函 数 (A), 我 
们 用 形 如 b, (A) = 321 ce ^ 的 函数 列 {b,(A)} ABLE b(A), 则 limbs (A) = b(A) ae, 
B. (A) 在 R 上 一 致 有 界 . 因此 , 对 于 LN, R) 内 的 任意 函数 f, {o,f} 和 (bf) 
K L?(N,R) 范 数 分 别 收敛 于 bf 和 bsf. 因为 S HR, 所 以 {Sb,f} 收敛 于 Sof. 
X bnSf = Sbn f, 所 以 Sbf = bSf, El (ii^) 得 证 . 

(ii^) 为 定理 10 中 的 (ui) 在 谱 表 示 中 的 重 述 . 口 


Wk ASHE R- 上 的 L? 函数 , W k 的 Fourier 变换 f 可 以 被 延 拓 为 下 半 复 
平面 C_ 内 的 解析 函数 : 


] p 
fd = z. k(z)e^*d z, (20) 


这 里 《= 入 十 这 ,7 < 0. 
定理 11(Paley-Wiener) ik A L?(N,R ) 内 的 函数 , 则 大 的 Fourier 变换 f 3) 
L'(N,R) 内 的 向 量 值 函 数 ， 且 存在 f 到 下 半 平 面 C_ 内 的 满足 下 列 性 质 的 解析 延 
拓 f(¢): 

(i) 对 于 固定 的 7 «0, f(A-- ig) 为 入 的 向 量 值 L7? BH, 当 on 趋 于 负 无 穷 时 ， 

If C + in)|| 趋 于 0. 

(i) 3$ n RT O 时 , f(-+in) RL? 范 数 趋 于 f. 

反之 , 满足 性 质 (i) 和 (ii) HEB BR f RE LIN, R) 内 某 一 函数 的 Fourier 
变换 . 

数值 函数 情形 的 证 明 仅 仅 需 要 借助 于 Cauchy 积分 定理 , 我 们 将 在 第 38 章 中 
给 出 . 由 数值 函数 到 向 量 值 函 数 情 形 的 推广 , 像 通 常 的 方法 一 样 , 也 是 直接 的 . 

者 用 H-A Hj; 分 别 表示 L?(N,R ) 和 L?(N,R,) 的 Fourier 变换 , 则 H, P 
的 函数 有 类 似 于 定理 11 的 刻画 , 即 H, 是 由 L2(N, 民 ) 内 的 可 以 解析 延 拓 到 上 半 平 
HA C. 内 且 满 足 类 似 于 定理 11 中 的 性 质 (i) 和 (ii) 的 向 量 值 函数 组 成 的 空间 . 
定理 12 由 (19) 定义 的 算 子 S 可 以 被 实现 为 算 子 值 函数 MA) 所 作 的 乘法 算 子 ， 
其 中 每 个 M( 和 ) 是 N 到 自身 内 的 线性 算 子 . 
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(i) 对 几乎 所 有 的 实数 入, MOA) MAGHF; 

(ii) MA) X C. AM 9 3E-T- f£ E ME) 的 边界 值 ; 

(ui) 对 C- 内 的 每 个 复数 C, M(C) : NON ATHEF. 

函数 MIC) 称 为 散射 矩阵 . 

证 明 ”我 们 首先 证 明 (i) 和 (ui 设 ow 为 FO 中 的 向 量 , 则 由 定理 10' 中 的 
(ii), u 的 入 谱 表 示 f 和 出 谱 表示 f. 都 属于 H. 因此 , f- 和 fi 为 C- 内 的 解 
析 向 量 值 函数 . 

我 们 断言 , 对 复数 Ce C_ 和 函数 f£ e H_, flO 的 值 由 f£ (0) 的 值 确定 . 要 
证 明 这 一 点 , 我 们 只 需 证 明 : 车 f (C) = 0, 则 fi (c) = 0. 将 这 样 的 函数 f_ 分 解 : 


f(A) = Sa). 


由 Paley-Wiener 定理 ( 即 定理 11), 9 AT H_. LAASHR 上 的 有 界 函 数 所 作 
的 乘法 算 子 可 换 , 故 
Ac Nac 


f+) = Sf- = Sirt! = Tee 


因为 9 属于 H_, 所 以 由 定理 10, Sg BAT HL. 在 上 述 关 系 中 令 入 C, M 
f+(¢) = 0. 
由 上 述 断 言 , OA f_(C) 之 间 的 关系 确定 了 N 到 自身 内 的 一 个 线性 映射 ， 
用 MC) 表示 此 映射 : 
M(¢)f-(6) = f+(0). (21) 
要 证 明 M(C) 是 强 解 析 的 , 对 入 中 的 向 量 n, > f_O) = n/A- i), 则 f 和 
f. 都 属于 H. 将 这 一 对 函数 代入 (21): 


Mn = f«(Q. 


因为 f.(c) 在 C_ 内 解析 , 所 以 MOn 解析 . 
(iii) © C RF C-n 属于 N, 定义 


en 2 <0, 
k+ (z) = | (22) 
0, Ü« c. 
对 于 任意 正 数 7, 则 
k.(r—r)z2e*reh?n, rz<r. (22^) 
将 (22) FRA (22°): 
ky(r—r)—e **k,(z) 20, 2 <0. (23) 
XE X. 


因为 S" 与 平移 可 换 且 S" 将 LN, R) 映 入 自身 内 , 所 以 由 (23), 对 于 任意 正 数 ， 


42 第 37 章 散射 理论 


k_(e-r)-etk_(2)=0, z«0. (23^) 
该 式 蕴含 了 
k_(z)=eS*m, «<0, (22") 
其 中 m 为 N 中 的 某 一 向 量 . 同 先前 一 样 , 我 们 定义 入 谱 表 示 f- 和 出 谱 表示 fy: 
f- = Fk., f+ = Fh, 
这 里 FA Fourier 变换 . 用 公式 (22) 和 (22”), 我 们 得 到 


" 1 0 i(A+C)z m 一 1 n 
“anal i nde= EC (25) 
和 
J-A) = a4 (A), (25/) 


V T T 
这 里 a, A k- 限制 在 R, 上 的 Fourier BR. 因此 , a, 属于 H4. 


wp AN 中 的 向 量 , 用 公式 (25), 我 们 得 到 


p \_ -i (n,p)N 
(xf) =a] O-0049 ^ 
由 残 数 的 计算 , 可 以 导出 
(1.52) = -Vm ey, (26) 
类 似 地 , 用 (25^), 我 们 得 到 
D = SE (m,p)n (a. (A), p)N 
(1.5%) Wan dr | (A 4- C) de 


AA a, 属于 Hr 所 以 我 们 可 以 改变 右边 第 二 个 积分 的 积分 路 线 , 由 实 轴 替 换 为 
A+ ik, « > 0; 再 利用 Schwarz 不 等 式 估计 此 积分 , 则 当 k ÉF co 时 , 第 二 个 积分 
趋 于 0. 因此 , 我 们 得 到 


(rn, p)N / 
s se) = var 2Im Ç ` ae) 


FH (24) 的 Fourier 变换 : f_ = S*f, Al (25), 我 们 将 (26) 改写 为 


=(5 (552) +) = Ele): n) 34? 


因为 p/(A -- C) 属于 HE, 所 以 S(p/(A + C)) 也 属于 H. 因此 , 上 述 被 积 函 数 
以 -5 为 简单 极点 , 是 下 半 平 面 内 的 亚 纯 函数 . 将 积分 路 线 由 实 轴 替 换 为 + «, A 
后 令 r F -oo. 用 (21), 我 们 得 到 


> )- Vax(M(- Op. n) = 


A+C 0 


Iu 
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比较 (27) 和 (26), 得 
(m,p)n = (n, M(—C)p)u = (M*(-C)n, p)n. 
由 p 在 NN 中 的 任意 性 , 得 


m = M'(-On. (28) 
下 面 估计 m 的 范 数 . 对 (26) 的 左边 应 用 Schwarz 不 等 式 , 得 
m,w < Il | |. (29) 
用 f- 的 定义 Fk. AR (24) MS 为 西 算 子 的 事实 , 得 
FIN = HIE LIS" IE = Iks. (30) 
由 ky 的 定义 (22), 有 
2 œ ica |i p = 1 on/ 
Ik? = [^ Pazin = ln (30) 
计算 
sell 7 [nr = nazi en 


将 (30), (30^) 和 (30”) FRA (29) 的 右边 , 得 

(m, p)u| € |niw]p| v. 
FH p 的 任意 性 知 , [miy < Inn. 因此 , H (28), |M*(-C)| < 1, KHE |M(—O)|n < 
1. 性 质 (iii) 得 证 . 

注意 (MOn, p) 为 C_ 内 的 有 界 解析 函数 . 由 解析 函数 理论 的 一 个 基本 结果 ， 

极限 

lim (M(A +in)n,p)n <0, (31) 
关于 实数 入 几乎 处 处 存在 ， 令 向 量 nou p HOR ON 的 一 个 可 数 稠密 子 集 .由 于 
IM(¢)| < 1, 所 以 对 N 中 所 有 向 量 n I p 以 及 几乎 所 有 实数 A, 极限 (31) 成 立 . 用 
M(A) 表示 弱 极 限 (31); 显然 |M(A)| < 1 ae. A. 

对 N 中 的 向 量 n, 函数 六 (NA) = n/A- AF H. 因此 , f£.) 是 五 - 中 
的 某 个 函数 u HABEN. 此 时 , u 的 出 谱 表 示 fi 也 属于 HO. 在 (21) m, $ 
C=A+in: 1 
duc MA Tig) = f.(A-cig) <0. (21^) 
4 n 一 0, HAR L?(N,R) 范 数 趋 于 fa, 所 以 左边 也 趋 于 fu. HE, 不 难 导出 
M(A+in)n 关于 实数 入 几乎 处 处 强 收 和 伍 于 人 A{(A)m. 因此 , f(A) = 1/(A — i MAn 
a.e. A. 


因为 S 是 一 个 等 距 , 所 以 由 (217) 得 
= | -Inik | Sm 5 dA= If. = Is ig M On dA. 


IIf- IP = 
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又 |[M(A) <1 ae. A, 所 以 |M(A)n|w = |n|w ae. A. 
S MO) 所 作 的 乘法 算 子 , 因此 st 是 MA) 所 作 的 乘法 算 子 . 又 5* 为 等 
BE, 所 以 AM*(A) 几乎 处 处 是 等 距 , 从 而 MOA) 几乎 处 处 为 西 算 子 . 综 上 所 述 ， 我 们 
完成 了 定理 12 的 证 明 . o 


注意 , M'O) 为 亚 纯 函数 M* (C), 入 € Cy, 的 边界 值 函 数 . 


37.8 “散射 矩阵 的 零点 


首先 回顾 一 下 36.4 节 中 的 Lax-Phillips "EE 
Z(t) = P, U(t)P_, 

其 中 P_ A P, EH S FE 的 正 交 补 和 E, 的 正 交 补 上 的 投影 , FAP, 为 一 
对 相互 正 交 的 入 子 空间 和 出 子 空间 . 半 群 Z(t) 作用 在 Hilbert 空间 K = HOF_OF, 
E. 

因为 半 群 2 和 散射 矩阵 有 相同 的 成 份 , 所 以 它们 之 间 肯 定 存在 某 种 关系 . 本 节 
用 G 表示 Z(t) 的 无 穷 小 生成 元 . 
定理 13 ” 实 部 小 于 零 的 复数 y: Rey < 0, 属于 GHAR, SARA M" (23) 有 非 
平凡 的 零 空间 . 

证 明 ”假设 复数 y, Rey < 0, 为 G 的 特征 值 , 令 u 为 相应 的 特征 向 量 : 

Gu = yu, 2Z(t)u = e'*u. (32) 
4 k Au 的 出 平移 表示 . 因为 u 属于 K, 所 以 它 与 F EX; 因此 k} 在 Ri 上 
为 0. 在 出 表示 中 , Z(t) 被 表示 为 t 在 负 轴 上 的 平移 ; 由 此 , (32) BA 
k+(z — t) = ek, (£z) z«0,t20. 

因此 ， 


二 
ise) = e "n, rz«O, 
0, 0 «€ z, 


HEP n AN 中 的 某 个 向 量 . 
因为 u 的 出 谱 表 示 为 k 的 Fourier 变换 : 
1 


f+(A) = Fk, = co — p = ag 
MAA A 为 实数 时 , MHA) = M*(), 所 以 由 (21), u 的 入 谱 表 示 为 
J-A) = z——M*()n. (33) 


HF u RF K, PMA u5 F- EX, t: fJ- 5 H- ER, RAAT f TH, 
因此 存在 f. BIC, 内 的 解析 延 拓 . 注意 到 公式 (33) 给 出 了 f 在 C+ 内 的 一 个 
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亚 纯 延 拓 ; 易 见 , 此 亚 纯 延 拓 为 解析 延 拓 , 当 且 仅 当 广 (A) 的 可 能 极点 和 = -i7 被 
M* (Cn 在 5= -in 的 零点 约 去 . 
将 上 述 讨论 翻转 过 去 , 可 以 给 出 本 定理 的 另 一 个 方向 的 证 明 . 口 


由 上 述 证 明 可 知 ,G- 7T 零 空间 的 维 数 等 于 M*(i7) 零 空间 的 维 数 . 更 一 般 地 ， 
我 们 可 以 证 明 如 下 定理 . 
定理 13 复数 属于 G 的 预 解 集 ， 当 且 仅 当 S(i7) 是 可 逆 的 . 

WAR ”关于 此 定理 的 证 明 , 我 们 参见 文献 Lax-Phillips 的 散射 理论 中 的 第 II 
章 第 3 节 . 口 


由 定理 12, 散射 矩阵 MO) 可 以 解析 延 拓 到 下 半 平 面 C_ 内 . 假设 MOA) ER 
数 轴 的 一 个 区 间 T 上 依 范 数 拓扑 连续 , MA, 由 Schwarz 反射 原理 的 算 子 形式 ，A4 
可 以 解析 地 连续 穿 过 I: 
M()= MO", (34) 
HP c eC 在 工 的 附近 . 


37.9 ” 自 守 波动 方程 


Faddeev 和 Pavlov 给 出 了 Lax-Phillips 散射 理论 在 双 曲 平面 内 的 波动 方程 自 
守 解 理论 中 的 一 个 漂亮 应 用 . 双 曲 平面 班 的 Poincaré 模 型 是 赋予 了 Riemann 度量 


ds? = dr (35) 
y 
的 上 半 平 面 (x,y) y > 0. 借用 复 变 量 > = riy 而 定义 的 双 曲 平面 H 上 的 等 距 : 
az + b m E à 
er, a,b,c,d 为 实数 ， ad-be=1, (36) 


BRAY H 上 的 一 个 双 曲 运动 . 
习题 9 iit Riemann 度量 (35) 是 双 曲 运动 (36) 下 的 一 个 不 变 度量 . 


双 曲 运动 组 成 的 群 中 , 有 许多 有 趣 的 离散 子 群 下, 使 得 H 内 的 每 一 点 在 下 
的 象 集 仅 以 oo 为 聚 点 . u(m, y) 为 双 曲 平面 H 内 的 函数 , 称 uly) TESE T TE 
自 守 的 , 如 果 对 工 中 的 每 个 运动 y, 有 u(y( y)) = ulz, y). 

我 们 称 H 中 的 域 P 为 离散 子 群 D 的 基本 域 , 如 果 P 满足 下 列 两 个 条 件 : 

(i) 对 H 中 的 任意 点 (mu), FET 中 的 运动 y 使 得 yle, y) 属于 P; 

(ii) P 中 的 任意 两 点 不 能 被 了 中 的 运动 y 相互 映射 . 

注意 , P 的 每 个 边界 点 将 被 了 中 的 某 一 运动 y 映 为 另 一 个 边界 点 . 


习题 10 ” 试 证 子 群 工 的 基本 域 在 工 中 任意 运动 y 下 的 象 仍 是 基本 域 . 
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基本 域 P 称 为 基本 多 边 形 , 如 果 P 的 边界 由 有 限 个 测 地 线 组 成 .Poincaré 模 
型 中 的 测 地 线 是 指 圆 心 位 于 直线 y = 0 上 的 圆周 及 其 极限 , 即 直 线 r= 常数 . 
散射 理论 中 的 运动 离散 子 群 有 无 界 的 基本 多 边 形 ， 本 节 我 们 将 看 到 具有 这 种 
性 质 的 最 简单 一 种 子 群 at. MET 是 所 有 形 如 (36) 的 双 曲 运动 组 成 的 群 ， 
但 这 里 要 求 出 现在 (36) 中 的 a,b,c,d WARM. 不 难 证明 , bie MARR E 
个 离散 子 群 , 并 且 以 测 地 弧 z = 44, y> y3 A r? +y 1 -d<a i AME 
测 地 三 角 T 是 模 群 工 的 一 个 基本 域 . 
习题 11 画 出 了 的 图 形 . 
习题 12 HiT 是 模 群 的 基本 域 . 
习题 13 ” 试 证 模 群 是 由 变换 2 一 2 十 1 和 zz-， 一 1/z 所 生成 的 群 . 
习题 14 试 证 基本 三 角 了 有 有 限 的 双 曲 面积 , 并 计算 它 的 面积 . 
运动 z 一 z 十 1 将 TT HA r= 一 3 RAD RW c= 3; 运动 z 一 -1/z 将 T 
的 第 三 条 边 z?-- y? — 1 映 到 自身 上 , 将 点 (n y) RAR (x,y). 每 个 C! ATA 
X u ÆT 的 边界 上 满足 边界 条 件 : 
u(p) = u(p) un(p) = —Un(P), (37) 
其 中 p Al p RANT 的 边界 上 任意 一 对 由 模 群 中 的 运动 y 连接 的 点 , un 表示 u 的 
INA FL. 
Poincaré 模 型 中 的 Laplace-Beltrami 算 子 为 
Ag = -y?(02 + 02). (38) 
习题 15 ik Ag 在 双 曲 运动 (36) FRR. 
FA Gr 表示 沿 T 上 的 在 双 曲 面积 元 下 的 L 数值 内 积 : 


(u,v)r = [wt (39) 
wu A C? 自 守 函数 且 当 y 接近 oo 时 , u(z,y) 为 0. 由 分 部 积分 , 得 
(Apu, u)r = je + uz) d zd y; (40) 


由 边界 条 件 (37), 边界 项 为 0. 

公式 (40) 证 明了 , 定义 在 所 有 自 守 函数 上 的 算 子 Ag 为 对 称 非 负 算 子 ; CH 
Friedrichs 延 拓 , 仍 用 同一 个 符号 Au 表示 , 是 一 个 自 伴 算 子 ，Aa 的 谱 是 什么 ? 要 
刻画 Am 的 谱 , 我 们 很 自然 地 可 以 将 Ay 重 正 归 化 为 


1 
L- Aa 一 了 (41) 
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定理 14 
(i) 在 区 闻 [一 1,0] 上 , L 的 谱 由 单 点 —1 组 成 
(ii) 工 有 无 限 多 个 正 特征 值 且 这 些 特征 值 以 oo 为 极限 . 奇特 征 函 数 线性 张 成 
T T hf BRE if. 
(i) DA R} 上 有 重 数 为 1 的 绝对 连续 谱 . 
证 明 ”为 了 不 至 于 将 读者 带 离 主题 太 远 , 我 们 将 不 给 出 (i) 的 完整 证 明 . 
(i) 由 公式 (40) AL 的 定义 , 计算 内 积 


2 
(Lu,u)r = [| (u2 + u, = iz) d rd y. (42) 


设 a > 2 为 任意 实数 , 将 T TRAM, T = TUT, 其 中 T, 和 Te 分 别 表 
示 了 在 y=a 的 下 面部 分 和 上 面部 分 . 设 ulr, y) 为 C' BMRA y 接近 oo 时 ， 
u(x,y) 取 值 为 0. 由 分 部 积分 , 得 


oo 2 oo u? 
u 2 utu 
Í wy - =) av= f (u er 
2 u? 
=| (4-3 =) dy t (a). 


定义 p(y) = (2y — a)/a, 则 (a) = 1, p(a/2) = 0, y’ = 2/a. B 因此 
u? (a) = f - d,(pu’)dy = f n id + 2puuy)dy 


2 a a a 1/2 
«i u^dy--2 / vay f uzdy 

a Ja/2 a/2 a/2 

2 [* 2 1 f" 4 ^ 2 
<- u dy+ - u“dy+a uzdy. 

Q Ja/2 a Ja/2 a/2 


在 第 三 步 , 我 们 用 到 了 Schwarz TER, 在 最 后 一 步 , 用 到 了 算术 -几何 平均 值 不 等 
A. 又 在 积分 区 间 [2,a] 内 , 0 « y € a, 所 以 


ra) <a f (55 eu) ay. (44) 


若 进一步 假设 u(z,y) 是 一 个 C? 自 守 函数 且 当 y 接近 oo 时 , ulz, y) 取 值 为 0, 则 
(44) 两 边 对 变量 z 在 区 间 (-2,1] 上 积分 , 得 


(44 ) 


同样 ， (43) 两 边 对 变量 T 在 I-3, 3] 上 积分 
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”vv >- ”一 


II. (us - i) Ardy > -z [^ (z,a)dz. (43^). 


整理 (43) 和 (44^): 


ar) m 


用 q 表示 (42) 右边 的 被 积 函 数 , 并 将 右边 的 积分 分 成 两 部 分 , 再 利用 不 等 式 (45), 


得 
(Luu)r= | f adady+ | f ddzdy 
> f f. (u = mf J qdzdy 
JS Em 
=f [. (u2 acis) d zd y. 
定义 二 次 函数 K: 


K(u) = IE B dp 


并 将 K(u) 加 到 上 述 不 等 式 两 边 , 得 
(Lu, u) + K(u) > C(u), (46) 


o= f f (b+ ged) andy 


由 Rellich 紧 性 定理 , 对 于 任意 正 数 e, 存在 有 限 余 维 数 的 子 空间 , 使 得 在 此 子 
Z] E, K(u) < eC(u). Me = 1, 由 (46) 可 知 , 在 该 子 空间 上 , (Lu,u) > 0. Ak, 
由 定义 (41), L TE (—1,0] 上 的 谱 分 解 有 有 限 维 值 域 , EM LE [-3,0] 上 的 谱 由 有 
限 个 特征 值 组 成 . 

HF T 有 有 限 面 积 , 所 以 w= 1 在 TT 上 平方 可 积 且 u 是 工 的 相对 于 特征 值 
-i 的 特征 向 量 . 事实 上 , LE [71,0] 上 不 再 存在 除 -: 以 外 的 特征 值 ; 我 们 不 再 
给 出 该 结论 的 证 明 . 

(ii) 算 子 和 基本 域 T 在 经 y 轴 的 反射 : z 一 -r 下 是 不 变 的 , 因此 L 的 定 
义 域 被 约 化 为 偶 自 守 函数 和 奇 自 守 函数 的 直 和 . 对 于 奇 函 数 , 边界 条 件 (37) 中 的 第 
一 个 条 件 变 成 : u 在 边界 上 取 值 0; 第 二 个 条 件 自动 成 立 . 

我 们 将 证 明 , 在 Dirichlet 边界 条 件 u = 0 F, 预 解 式 (IHN 为 紧 算 子 . 为 
此 , > (L+ D^! w = u, B 


其 中 
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Lu + u = w. 
两 边 与 u 作 内 积 : 左边 用 恒等式 (42), 右边 用 Schwarz 不 等 式 和 算术 -几何 平均 值 
不 等 式 , 整理 后 得 


f [Gà aot i < sii (47) 
因为 ulz, y) Æ r= +3, y > 1 内 取 值 为 0, 由 Wirtinger 不 等 式 


[war <a [az 


4 Y > 1, 上 式 两 边 对 变量 y 在 [Y, oo) 积分 , 得 


[ [ests pj [va aJ fe d zd y. (48) 


我 们 断言 , 单位 球 wir < 1 在 算 子 (L-- D7! 下 的 象 是 准 紧 集 . 事实 上 , 由 不 等 式 
(47), 对 该 象 集 内 的 任意 函数 u, 导数 wz Mu, 的 平方 在 T. 上 的 积分 一 致 有 界 . 在 
T 的 紧 部 分 Ty E, 应 用 Rellich 紧 性 准则 (第 22 章 定理 2); dE T 的 另 一 部 分 上 T 
E, 由 (48) ^n, u Æ TY 上 的 双 曲 L 范 数 可 以 任意 小 . 由 此 , 单位 球 wlr < 1 在 
(L+) FREER ulr 拓扑 下 是 准 紧 的 , 从 而 (54-7)? 在 了 内 的 奇 函数 空 
间 上 为 紧 算 子 . 由 紧 对 称 算 子 的 谱 分解 理 论 , T 内 的 奇 函 数 空间 中 存在 由 (L+) 
的 特征 向 函数 组 成 的 完备 正 交 集 , 且 相 应 的 特征 值 都 是 实 的 、 正 的 并 趋 于 0. 因此 ， 
L 的 相应 特征 值 趋 于 oc. 

(iii) Laplace-Beltrami 算 子 的 重 归 化 正 是 在 此 部 分 证 明 中 起 到 了 重要 的 作用 . 
本 部 分 的 证 明 将 借助 于 Faddeev 和 Pavlov 引入 的 双 曲 波动 方程 

ut Lu = Q0. (49) 

(49) 两 边 与 u EAR, 可 以 导出 能 量 守恒 形式 : 


1 E [Cun ut)r + (Lu, u)r) = 0. 
由 (42) 可 知 , 此 时 的 守恒 能 量 为 


Erlu) = (ut, utr + (Lu, ur - f ft (5 +u? +u - 4) aay, (50) 


用 Er(u, v) 表示 与 二 次 函数 Er 关联 的 双 线性 函数 : 
Er(u,v) = (ue, ve)r + (Lu, v). (50°) 
众所周知 , 双 曲 波动 方程 的 解 由 它 的 初 值 (u(0),u,(0)) 唯一 决定 . 由 于 算 子 工 
在 双 曲 运动 7 FRE, 所 以 如 果 u(z, t) 是 波动 方程 (49) Æ H ARIRE, 那么 u(y(z),t) 
也 是 该 方程 的 解 . 进一步 地 , E u 的 初 值 是 自 守 的 , 则 ulz, t) Al u(y(z), t) 有 相同 的 
初 值 , 从 而 这 两 个 解 本 身 也 相同 . ARE, 如 果 双 曲 波 动 方程 解 的 初 值 是 自 守 的 ， 
那么 对 于 所 有 的 t, u(z,t) 都 是 自 守 的 . 
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用 U(t 表示 将 T 内 的 有 有 限 能 量 的 自 守 初 值 {u(0),w(0)} BRA t 时 刻 取 值 
{u(t), ue(t)} MAT: 
U(t): (u(0),u.(0)) 一 (u(t) ue(t)}- 
由 能 量 守 恒 , Er(u(t)) = Er(u(0)). 


习题 16 Ril, 对 T 内 任意 有 有 限 能 量 的 自 守 解 ult) Fr v(t), Er(u(t),v(t)) = 
Er(u(0), v(0)). 


由 定理 14(i), L 在 [-1,0] 上 的 谱 只 有 特征 值 —1, 其 相应 的 特征 函数 为 1. A 
此 , 35 (w Dr = 0, 则 由 方程 (50) 定义 的 能 量 是 正 的 . 我 们 断言 , 若 解 u(t) 的 初 值 
与 1 正 交 , 即 

(u(0), 1)r = 0 = (u(0), 1)7, 
W u(t) Ej 1 EX. 这 是 因为 , (w(t), Dr 满足 二 阶 微分 方程 
O2(u(t),1)r = (ut, 1)r = -(Lu,l)r = -(u, Ll)r = E(u, l)r. 

用 H 表示 在 T 内 有 有 限 能 量 的 且 与 L 的 所 有 特征 函数 正 交 的 所 有 上 自 守 初 值 
组 成 的 空间 . 由 上 述 讨论 , Ut) 为 H 到 自身 内 的 算 子 . 因为 H 内 的 每 个 初 值 有 有 
限 的 正 能 量 , 所 以 我 们 可 以 用 能 量 的 平方 根 定义 H 上 的 范 数 . 此 时 , 在 该 能 量 范 数 
F, U(t) 为 H EWERT. 

下 面 构造 H 到 LR) 上 的 表示 , 使 得 U(t) 在 此 表示 下 变 为 平移 作用 ， 设 
h = {hho} 为 五 中 的 任意 向 量 , u(z,y,t) 为 波动 方程 (49) WHE u(m, y, t) Ah 
为 初 值 , 用 Tuly, t) 表示 u 的 x FY: 

1/2 
u(y, t) =| u(x, y, t)d z. 
—1/2 
由 自 守 边界 条 件 (37), 我 们 得 到 波 方程 (49) 的 z 平均 : 
Ur 一 y*Tyy 一 n = D. 
作 变 量 替换 T= y/u, y = e^, 将 上 述 方 程 变 为 经 典 的 波动 方程 
Vit — Vss = Q. 
将 此 方程 分 解 
(8, + 0,)(v, — vs) = 0 
得 , w 一 vs As—t 的 函数 . 我 们 将 函数 
V2k,(s) = v, — v = Ose */"?hi(e*) — e-*/?h5(e*) (51) 
定义 为 h = (h, ho} 的 出 平移 表示 . BR, U(t)h 的 出 表示 为 ki (s — t). 

接 下 来 我 们 要 证 明 , LR) 内 的 每 个 函数 都 是 H 内 某 个 向 量 的 出 表示 并 且 这 

样 的 表示 是 一 个 等 距 . 设 m 是 一 个 紧 支 撑 在 1 < y 内 的 光滑 函数 , ET 上 定义 


Ws 
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wa (y,t) = y "^m(n y — t). (52) 
0 时 , wily, t) 在 了 的 边界 上 满足 条 件 (37), 因此 它 可 以 延 拓 为 整个 双 曲 平 
HH LABS. ETW, w+ 的 初 值 为 h = {hi,hz}, 这 里 


hy=y'?m(Iny), he = -ym (In y). (32^) 
E s>0 时 ， 由 公式 (51), hy = (Ai, h2} 的 出 表示 为 
V2k., (s) = Osm(s) + m'(s) = 2m’. (51^) 


因为 , 4 0<t,1 yet Bh, wi(y,t) = 0, PTA (ws (y, t), 3w (y, t)) 的 表示 
k+(s,t) £f£0€« s «t EJ 0. X k,(s,t) = k,(s—t), FU s « 0 时 , k, (s) = 0, Bp 
(51^) 对 所 有 的 实数 s RL. 用 公式 (50), 我 们 计算 wj Mick: 


dt (y! ?m!')? ] m m! V? ym? 
Br(ws)= | | 7 + 297 ya yi dy 


!9 n 
[er dy = fm? + mm’)äs =2 [ mas 


显然 , Er(w+) = ||k+l|?. 故 

对 形 如 (52) HM wr, 平移 表示 (51) 是 一 个 等 距 . 

这 也 解释 了 为 什么 在 公式 (51) 中 会 出 现 因子 V2. 

一 般 地 , w+ 的 初 值 hy 并 不 属于 H; 要 使 得 它们 与 工 的 特征 函数 1 EX, 我 
们 要 应 用 投影 Q: 


Oh: 一 (hi — €, ha = d), 
其 中 c Ald 是 由 方程 
dzdy _ 

f [^ -9 7 If 

所 确定 的 常数 . 对 于 hi 和 he, 应 用 (52^), 我 们 可 以 将 上 述 方程 重 写 为 
iR ymy) 3 = cA, -fv 1/2 m (In) = dA, 

这 里 A 表示 T 的 面积 . 作 变 量 替换 s = jny 得 

e/m(s)ds=cA 一 fe 7*/?m'(s)d s = dA. (53) 

0 0 


由 分 部 积分 , 得 d = —c/2. 
引 理 15 
(i) Qhy fe hy 有 相同 的 能 量 . 
(ii) Qh} $e hy 有 相同 的 平移 表示 . 
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WR (i) 由 定义 (50)， 


ha 一 d)? hı 一 cy? 
Er( Qh,) y= ff (ee thi, N) dzdy 
} 
= Ep (hy) - 24 | | Bavayt Pats f [ 3220-24. 


再 由 公式 (53), 此 能 量 又 可 重 与 为 


2 
Er(Qh.,) = Er(h.) - dA + TA 


X d= -c/2, BM Er(Qh+) = Er(h+). 
(ii) 由 定义 (51), hy 和 Qh, 的 两 平移 表示 的 差 为 


V2(Ose /2c — e”°/?d) = -V2e” uS +d) =0 口 


习题 17 WA, 36 L0 时 , 波动 方程 以 Qhi 为 初 值 的 解 是 w+ (t) 一 ce 177. 


显然 , 函数 Qh, 与 所 有 奇特 征 函数 正 交 . RIME, Qh. 与 工 的 所 有 正 特征 
值 的 平方 可 积 的 偶 特征 函数 p BER. 要 证 明 这 一 点 , 取 特 征 方程 Lp = pp N x 
平均 : í 

-Y Pyy — GB = MP. 
此 方程 的 解 为 y /2)*iu Al y(1/2)- ip jaiai 由 于 函数 yQ/2) tiu 和 y0/2)- iu 及 
其 非 零 线性 组 合 在 y = oo 附近 关于 d 非 平方 可 积 , 但 是 p I p 却 平方 可 积 , 所 
以 5=0. 因此 p 和 w+ EX. 

由 (51^), 形 如 ki(s) 的 表示 函数 包括 了 形 如 m'(s) 的 所 有 函数 , 其 中 m AK 
HER, 上 的 C3 函数 及 其 平移 函数 ; 显然 , 这 些 函数 在 LR) 内 是 稠密 的 . 用 K 
表示 H 中 的 以 形 如 ki(s) 的 函数 为 表示 函数 的 初 值 组 成 的 子 空间 , 则 K 为 Ut) 
下 的 不 变 闭 子 空间 . 容易 证 明 , L 在 K 上 存在 绝对 连续 的 谱 且 这 些 谱 覆盖 了 整个 
R,. u 


在 36.4 9, 我 们 引入 了 西 算 子 群 Ut) 的 出 子 空间 FL, 它 是 A 中 的 满足 如 下 
性 质 的 子 空间 : 

(i) U(t)F, C F,,t » 0; 

(ii) NU(t)F+ = (0); 

(ii) UU(t)F, = H. 
我 们 断言 , 用 形 如 Qh, 的 初 值 所 构造 的 空间 是 出 子 空 间 FL, 其 中 A, = (hi ho}, 
hi 和 ha 由 (51) 给 出 . PER (i) 和 (ii) 是 显然 的 . 性 质 (iii) 表明 了 所 有 UFE, 的 
并 集 的 闭 包 是 整个 空间 H, 有 关 此 性 质 的 一 个 简短 证 明 , 参见 Lax-Phillips 在 美国 
数学 会 会 报 中 的 一 篇 论文 . 
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需要 指出 的 一 点 是 , 我 们 并 没有 借助 35.5 节 中 的 平移 表示 定理 ， 而 是 直接 构造 
IVA. 

通过 一 些 平 凡 的 改动 ,上述 对 模 群 理论 的 刻画 同样 可 适应 于 任意 离散 子 群 ; 只 
不 过 , 一 般 来 说 人 们 无 法 精确 确定 点 谱 的 位 置 . 根据 Phillips, Sarnak, Wolpert 的 狂 
测 /理论 , 一 般 不 存在 嵌入 到 连续 谱 内 的 点 谱 . 

如 果 基 本 多 边 形 在 无 穷 远 处 有 n 个 顶点 , 那么 LER, 上 的 连续 谱 有 重 数 n. 
如 果 基 本 多 边 形 的 一 整 条 边 都 位 于 无 穷 远 处 , 那么 同样 可 实现 无 限 重 数 的 连续 谱 

对 于 入 表示 , 我 们 有 类 似 的 构造 . 此 时 的 入 子 空间 FO 是 用 形 如 Qh 的 初 值 
构成 的 子 空间 , 其 中 h 为 形 如 w (y, t) = y"?n(my-t), t<0 MARE T 上 的 
初 值 , 这 里 n 支撑 在 Ry E. 


习题 18 证 明 t<0 RE, 双 昔 波动 方程 以 Qh 为 初 值 的 解 是 w_(t) cet. 
习题 19 证 明 在 能 量 范 数 下 , F- 和 Fi ER. 


ER, w (y,t) = y "?n(Iny + t), t < 0, 刻画 了 在 T 内 从 无 穷 远 处 经 通道 
-1/2 < z « 1/2 到 达 的 波 , 而 w+(y, t), t > 0 则 刻画 在 T 内 经 相同 的 通道 传播 
到 无 穷 远 处 的 波 . 由 FoU op. 的 性 质 (iii), 我 们 可 以 得 到 : 从 无 穷 远 处 传 入 的 波 最 
终 再 要 传 到 无 穷 远 处 . 传播 的 速度 有 多 快 , 这 是 一 个 十 分 有 趣 的 问题 . 

在 37.8 Fi, 我 们 解释 过 一 对 正 交 的 入 平移 表示 和 出 平移 表示 通过 散射 算 子 相 
HER, 相应 的 谱 表 示 则 是 通过 由 散射 矩阵 MO) 得 到 的 乘法 算 子 紧密 关联 . 目前 
在 连续 谱 重 数 为 1 的 情形 下 , 散射 矩阵 为 数值 函数 . 对 于 实数 和, |M(A)| =1 AM 
可 以 解析 延 拓 到 下 半 平 面 + in, m < 0, A, 此 时 MOA + in)| < 1. 在 第 38 章 中 的 
有 界 解析 函数 的 Beurling 理论 中 , 我 们 还 将 遇 到 这 种 性 质 的 函数 . 

Faddeev 和 Pavlov 给 出 了 , 解 是 模 群 下 的 自 守 函数 的 双 曲 波动 方程 所 定义 的 
数值 散射 矩阵 的 形式 . 除去 非 本 质 的 因子 外 , 散射 矩阵 形 如 


SC2iA) 
aS c(i + any? (9 


XP BS F(A) 为 工 函 数 的 乘积 , ¢ A Riemann C- 函数 . WR Riemann 假设 成 立 , N 
在 下 半 平 面 内 , M 在 直线 — li A 上 有 零点 . 由 Schwarz 反射 得 到 的 M 到 上 半 平 
面 内 的 亚 纯 延 拓 在 直线 Ii A 上 有 极点 . 由 37.8 节 的 定理 13 和 13, 如 果 A e in 为 
M 的 零点 , 则 7+i 认 为 G 的 特征 值 , 其 中 G 为 半 群 Z(t) 的 生成 元 , Z(t) EUNT 
群 U(t) 和 一 对 正 交 的 入 子 空间 FO 及 出 子 空 间 E, 确定 的 半 群 . Faddeev 和 Pavlov 
指出 , 如 果 人 们 能 够 证 明 G 不 存在 实 部 大 于 -1/4 的 特征 值 y, ABA Riemann 假 
设 成 立 . 根据 半 群 的 Phillips 谱 映 射 定理 (第 34 MEA 12), Ay 属于 G 的 谱 , 则 
et 属于 Zt) 的 谱 . 由 于 算 子 的 谱 半 径 不 会 大 于 范 数 , 所 以 let) < ZO. BON 
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数 后 令 t 一 oo, 得 1 
Rey < lim = In IlZ(t)llg. 


因此 , 要 证 明 Riemann 假设 , 只 要 证 明 


1 1 - 
im — pepa 4 
Jim ; In || Zle € 7° (54) 


Faddeev 和 Pavlov 指出 , TER (54) 同样 也 是 Riemann 假设 成 立 的 一 个 必要 条 件 . 


不 难 证 明 , 如 果 不 等 式 1 
‚im 7 In || Z(t)h||g < = 


在 半 群 定义 域 的 一 个 稠密 子 集 上 成 立 , 那么 不 等 式 (54) 成 立 . 


这 些 信 息 能 够 给 出 Riemann 假设 的 一 个 证 明 吗 ? 如 果 可 以 , 你 将 会 听 到 此 方 
面 消 息 的 . 
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#388 — Beurling 定理 


38.1 Hardy 空间 


本 章 将 研究 平方 可 积 的 解析 函数 空间 与 有 界 解析 函数 代数 之 间 的 关系 . 
Hilbert 空间 1?(Z,) 是 由 满足 
le = V laf < oo (1) 
的 所 有 复 向 量 x = (ao,ai,……,) 组 成 的 集合 , 该 空间 可 以 表示 为 单位 圆 盘 内 的 解析 
函数 f(z) 空间 : 


f(z) = >. Gaz: (2) 
0 


该 表示 中 的 解析 函数 空间 称 为 Hardy 空间 , 用 HL 表示 . Hardy 空间 曾 在 27.2 9 
中 出 现 过 . 

令 f(z) A Hardy 空间 内 的 函数 , BY f(z) 是 单位 圆 盘 内 的 解析 函数 , 则 f(z) 在 
半径 为 + < 1 的 圆周 上 的 L 范 数 由 


J frih 28 — ^ la om (3) 
0 
定义 . 用 | 
HIP = sup y re) SE (3) 
定义 Hy 上 的 范 数 [Lf]. 在 此 范 数 下 , 上 述 表示 是 一 个 等 距 . 由 于 (re^) — f(se?) 
有 范 数 : | | 
Ilf (re) — f(se)II? = V lanl? Ir” — s^?, 

所 以 当 7+ + 1 Bf, f(re?) f L 范 数 收敛 于 f(z) 在 单位 圆周 上 的 边界 值 : 


fe) = Y ase", (4 
0 
其 中 右边 的 级 数 在 L 意义 下 收敛 . 边界 值 fe?) 的 L? 范 数 就 是 f(z) 的 H, fà 
数 : 
we = firere S. (4) 


以 B 表示 开 单 位 圆 盘 内 的 有 界 解析 函数 代数 , 用 |b| 表示 代数 8B 上 的 上 确 界 
范 数 : 
|b| = a |b(z)]. (5) 
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注意 , 在 + — 1 时 几乎 处 处 收敛 的 意义 下 , B 内 的 每 个 函数 b 存在 边界 值 . 
定理 1 
(i) it f 3 Hardy 空间 H, 内 的 函数 , È f 的 边界 值 有 界 , Mf AF B. 
(i) ROA B éd AK, B: H, o Hy 表示 函数 b 所 作 的 乘法 算 子 : 
Bf = bf, 
则 BARA 
IB = [b]. (6) 
WR (i) 60, X S, X 1111 节 中 用 于 构造 逼近 5- 函数 的 光滑 函数 . 对 
于 H, 内 的 函数 f, EX felz) 为 
fele) = [ fes.) a0 (7) 
显然, f, 属于 H, 且 当 = 一 0 时 , fe R H, 范 数 收敛 于 f. 此 外 , Se 在 闭 单位 圆 盘 上 
连续 . E |f| 的 边界 值 有 界 ; 如 令 1 是 |f| 的 边界 值 函 数 的 一 个 上 界 , 则 fe 的 边界 值 
有 界 且 1 是 它 的 一 个 界 . 由 极 大 模 原理 , 对 于 单位 圆 盘 内 部 的 每 一 点 z, |fe(z)| € 1. 
因此 f(z) 的 L? 极限 矿 在 开 单 位 圆 盘 内 也 满足 |f{z)| < 1, 即 了 属于 B. 
(ii) 由 A, 范 数 的 定义 (3), 对 于 B 内 的 函数 b, A 
BAILS lolllfl, fem. 


因此 ， 
1B]] < Jbl. (6 ) 
要 证 明 式 中 的 等 号 成 立 , 我 们 用 反 证 法 . 假设 等 号 不 成 立 , 调整 b 后 , 我 们 不 妨 假 设 
Bil < 1 < Ibl. 


因此 , B^] «1LBII" ZEn — oc FEST. 0. 另 一 方面 , 令 r 充 分 大 , 使 得 maxe|b(re?)] > 
1; 此 时 对 于 A, 内 的 任意 函数 f, 积分 


[reed 
在 n — oo 过 程 下 , ÉF oo. 再 由 定义 (3), ||B^ |] > oo, 这 与 ||B"|| 50 FE. O 


习题 1 试 证 与 由 B 中 的 每 个 函数 所 作 的 乘法 算 子 交换 的 有 界线 性 算 子 C :五 + 一 
H, 本 身 也 是 一 个 由 B 中 的 函数 c 所作 的 乘法 算 子 . 


习题 2 RERA B 无 零 因子 , PH BAN BK} fc 满足 bc 二 0, 则 b 和 c 中 
至 少 有 一 个 为 0. 
38.2 Beurling 定理 


本 章 的 基本 结果 主要 是 建立 Hilbert 空间 H, 和 代数 B 之 间 的 关系 , 该 结果 由 
Arne Beurling 得 出 . 
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定理 2 GEN X H, £3EEE-OEGgREON 在 B 中 的 每 个 函数 b MERERI 
FRE, 即 bN C N, 那么 存在 B PH BR p, 使 得 

N = ph}, (8) 
其 中 p 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1: 

lp(e?)| = 1. (9) 
此 外 , 在 相差 绝对 值 为 1 的 复 常数 因子 的 情形 下 , p 是 唯一 的 . 

我 们 下 面 所 提供 的 漂亮 证 明 是 由 Paul Halmos 给 出 的 . 

证 明 ”容易 证 明 , 由 (8) 定义 的 子 空间 N 在 B 中 的 每 个 函数 b 所 作 的 乘法 算 
子 下 不 变 . 由 (4) 和 (9), 满足 条 件 的 p 所 作 的 乘法 算 子 是 H, 上 的 等 距 算 子 , 所 以 
N 是 闭 的 . 

反之 , 假设 N 满足 条 件 , EIN 是 B 的 范 数 闭 不 变 子 空间 , 我 们 先 断 言 , IN 为 
N 的 真子 空间 . 若 不 然 , N 中 的 每 个 函数 f 总 可 以 表示 为 

f=:i=fh=---, 
因此 z = 0 为 解析 函数 f 的 无 限 级 零点 , 但 是 这 对 于 一 个 非 零 的 解析 函数 而 言 是 
不 可 能 的 . 因此 , zN EN 的 真子 空间 . 

由 于 2 所 作 的 乘法 算 子 为 Hy. 上 的 等 距 算 子 , 所 以 zN AN 的 真 闭 子 空间 : 
用 M 表示 zN ZEN 内 的 正 交 补 : 

N=M®@zN. (10) 
用 (10) 给 出 的 正 交 分 解 , 代替 (10) 中 右边 的 子 空间 N; 重复 进行 有 次 这 样 的 运算 ， 
得 


N=M@2zM627M@.---@2* 1M @2*N. (10/) 
4 k ÉF oo, (10) HAT 
NDM@zM®2?M®--.. (11) 


我 们 再 断言 , (11) 中 的 等 号 成 立 , BD (11) 的 右边 正 是 N. EDA, 存在 中 的 非 零 
函数 g 与 每 个 zM EX, j = 0,1,---. 但 由 分 解 (10) 和 (10^), 这 样 的 函数 9 必 属 
于 每 个 z*N,k 之 1. KE z= 0 为 非 零 解析 函数 9 的 无 限 级 零点 , 这 又 是 不 可 能 的 . 
因此 
N=M®zM®8:?M®--.. (12) 
考虑 非 零 子 空间 M. m 为 M 内 的 任意 函数 , 由 (10), m BRE z^N EX: 
特别 地 , m 与 每 个 zsm, 大 > 1 正 交 : 


ab io. 5d B 
(z^m, m) - Fe" mer = 0, k= 1:20; (13) 


MUREK, 则 对 于 每 个 大 = -1,-2,--. 03) 中 的 方程 也 成 立 . 因此 , 除 第 0 
位 外 , 函数 mlet) 的 其 他 Fourier 系数 均 为 零 . 故 Im (e?) 是 一 个 常数 . 
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我 们 再 断言 ,，M 的 维 数 为 1. 设 m A pA M 中 的 两 个 函数 , 则 对 于 任意 复数 
a, m ap 属于 M. 由 上 述 讨论 , 对 z = 69, 得 
Im + ap]? = (m + ap)(m + ap) = |m]? + |a\?|p|* + 2Re(apm) = 常数 . 
因为 a 是 任意 复 常数 , 所 以 pri 是 一 个 常 函数 . 又 m]? = mm 为 常数 , 所 以 p/m = 
pri / mri. 也 是 常 函数 , ED p 和 m 相差 一 个 数 乘 常数 . 因此 , M 的 维 数 为 1. 
A pH M 中 的 非 零 函数 并 正规 化 plet) 使 得 |p| = 1, W M 中 的 每 个 函数 都 
是 p 的 数 乘 函数 . 将 此 事实 代入 (12), W 中 的 每 个 函数 f 都 可 以 分 解 为 


f = agp + zaıp + z2aap +: = plao + aiz + a22? +--+) = pg. (14) 
因为 Iple) = 1, 所 以 |f(ei9)| = gC). 又 了 属于 Hy, 所 以 9 也 属于 Hy. 因此 
(14) 正 是 我 们 所 要 寻找 的 Beurling 定理 的 表示 (8). 口 


习题 3 ” 试 证 在 可 以 相差 绝对 值 为 1 的 常数 因子 外 , p 由 N 唯一 确定 . 


我 们 称 代 数 8 中 的 函数 p 为 内 函数 , WR p 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1. 
注意 在 定理 2 的 证 明 过 程 中 , 我 们 仅仅 用 到 了 条 件 : N 在 z 所 作 的 乘法 算 子 
下 不 变 . 由 下 面 的 习题 4, 该 条 件 与 定理 2 中 的 题 设 条 件 等 价 . 


习题 4 RNA HL, 中 的 闭 子 空间 且 N 在 z 所 作 的 乘法 作用 下 不 变 , 则 NN 在 B 
中 的 任意 函数 所 作 的 乘法 作用 下 不 变 . 


定理 3 代数 B 中 的 每 个 函数 都 可 以 本 质地 唯一 分 解 为 
b = pu, (15) 
KP p fou AA RM HHH Ip(e^)| = 1, uH, AH, FAR. 

证 明 用 表示 b+ BODIE. ER, N 在 z 所 作 的 乘法 作用 下 不 变 . 由 
Beurling 定理 , N = pH,, 其 中 p 为 有 界 解 析 函 数 且 |p(e)| = 1. 又 因为 上 属于 N, 
所 以 存在 H, 中 的 函数 u, 使 得 0 = pu. 因为 p(z) 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1, 所 
以 b(z) 和 u(z) 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 相 等 , 因此 b 的 有 界 性 可 以 导出 : u 为 有 界 
解析 函数 . 

用 S 表示 H, 中 的 子 集 S 的 闭 包 ， 此 时 N = OAL. TBD b 的 分 解 ， 有 
N = puH,. AF plz) 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1, 所 以 所 作 的 乘法 算 子 为 H4 
上 的 等 距 算 子 . 故 KEEN 

N =puH, = puH,. 
X N = pH,, 所 以 Hy = uH. 此 外 , 由 表示 (8) 中 p 的 唯一 性 可 知 , 在 相差 绝对 
{HA 1 的 常数 因子 的 情形 下 , pA u 由 b 唯一 确定 . 口 


公式 (15) 中 的 函数 p RA b 的 内 因子 , u RA b 的 外 因子 . 
显然 , 两 个 内 因子 的 乘积 是 一 个 内 因子 . 不 难 证 明 , 两 个 外 因子 的 乘积 同样 也 
是 外 因子 . 因此 若 b. 和 bs 为 两 个 有 界 解析 函数 , 则 乘积 bib: 的 内 因子 为 它们 的 内 
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因子 之 积 , 外 因子 为 它们 的 外 因子 之 积 . 由 此 , 要 证 明 一 个 有 界 解 析 函 数 可 以 被 为 
一 个 有 界 解析 函数 在 B ER, 只 要 验证 它 的 内 、 外 因子 是 否 可 以 分 别 被 这 个 函数 
的 内 、 外 因子 去 除 即 可 . 
由 下 面 的 定理 4, 外 因子 所 作 的 可 除 性 是 一 个 尤为 简单 的 事情 . 
定理 4 KABFHRK u 是 一 个 外 函数 , 那么 在 B 内 ,b 可 被 Ze, 当 且 仅 
当 b(z)/u(z) 在 单位 圆周 |z| = 1 LE-A RAR. 
证 明 ”由 外 因子 的 定义 , uH. Æ H, 内 稠密 , 所 以 存在 Ay 内 的 函数 列 {cn} 
使 得 
L? 一 lim uc, = 1. (16) 
假设 b/w 在 单位 圆周 上 有 界 , 我 们 断言 {ben} 在 H4 内 收敛 . 事实 上 , Hid ben = 
(b/u)(uc,), 则 由 b/w 在 单位 圆周 上 的 有 界 性 以 及 (16) TA, {ben} 在 单位 圆周 上 
L 收敛 于 某 个 函数 d: 
L? — lim be, = d. (16^) 
又 每 个 bc, 属于 H}, 所 以 极限 d 也 属于 H4. 
HARMA u ER (16), 得 


L? 一 lim benu = du. (16") 
另 一 方面 , 由 (16) 可 知 , (16”) 的 左边 也 收敛 于 b 因此 , b= du. W b/w = d 属于 
H,. 再 由 定理 1 中 的 (i), b/w 属于 代数 B. o 


由 上 述 定理 , 外 因子 所 作 的 可 除 性 准则 十 分 简单 的 . 在 定理 4 的 意义 下 , 代数 
中 的 外 因子 有 时 也 称 为 代数 B 中 的 拟 单 位 . 

下 面 我 们 给 出 内 函数 所 作 的 可 除 性 准则 . 
定理 5 设 p 和 4b 为 B 中 的 函数 且 p PS AX, pB PTR b, SARS, 
pH, &&bH,: bH, C pH,. 

证 明 车 b 有 分 解 b = pe 其 中 ce B, Wl bH, = peH, 包含 在 pH, A. R&R 
之 , Æ pH, 包含 了 bH}, Wb=b-1 可 以 分 解 为 pf 的 形式 , 其 中 f AF H. 
此 b/p 属于 Hy. 又 b 有 界 并 且 p 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1, 所 以 b/p 的 边界 值 
有 界 . 故 由 定理 1, b/p 属于 代数 B, 即 p 在 B ARR b. D 


在 此 证 明 过 程 中 , A, 中 的 财 不 变 子 空 间 起 到 了 8 的 理想 的 作用 , 而 Beurling 
定理 正 是 主 理想 定理 的 类 比 形式 . 在 以 后 的 研究 中 , 我 们 将 进一步 使 用 这 种 思想 方 
法 . 
定义 ”对 于 B 内 的 函数 b 和 c, 用 NN 表示 bH, +cH, WHE: 

bH} +cH} =N. (17) 
由 定理 2, N 有 形式 rH, 其 中 7 为 内 函数 . 我 们 称 r 为 函数 5 和 c 的 最 大 公 因 子 . 
上 述 定义 的 最 大 公 因 子 有 通常 意义 下 的 性 质 . 
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定理 6 dE b dec Bop RK, s ABPHARK TE s EB PI TH b 和 
c, 则 s 可 除 它们 的 最 大 公 因 子 . 

证 阴 ”由 定理 5, sH 包含 了 OH, 和 cH}, 因此 sH, BAT bH} +cH,. X 
sH, 为 闭 子 空间 , 所 以 sH, AAT bH,.--cH, NAB: 


sH, D bH, +cH;. (18) 
由 定义 , (18) 的 右边 为 rH}, HP r 为 b 和 cc 的 一 个 最 大 公 因 子 . 因此 , 由 定理 5, 
s 可 除 m. 口 


定义 ”如 果 B 中 的 函数 5 和 c 的 最 大 公 因 子 为 1, 那么 称 o 与 c 互 素 . 

由 定义 (17), b 和 c EX, 4AM bH +cH; 在 A, ARE. 
定理 7 He dFeABPHALRRK Fe PMH cH Ad KF, Me 与 它们 的 
KAR cd BE. 

证 明 — HH XHDEX,eH,-- cH, 和 eH, + dH, 都 在 H ARAB. 因此 ， 
d(eH, + cH.) 在 dH, 中 稠密 , 从 而 eH, + d(eH, + cH,) = eH, +dcH, FE H4 
HAE, 即 e 与 cd HR. g 


有 关 可 除 性 的 结果 可 以 用 于 研究 和 发 展 代数 B 中 的 素 元 理论 . 
定理 8 Ku D 348 P369: ju] <1, BH 


z— u 
uz — 1 


p(z) = (19) 
为 代数 B 中 的 素 内 函数 ， 

WERH ”经 计算 , plz) 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1, 所 以 p(z) 是 B 中 的 内 函数 . 
要 证 明 plz) 是 一 个 素 元 , 注意 到 plz) 在 z = u MAR 0, 从 而 子 空间 N = pH, 内 
的 每 个 函数 在 z = u 的 值 都 为 0. RZ, 若 f(z) 属于 H, B. f(u) 20, 9 £ AF 
H,, BD f 属于 N= pH,. 因此 pH, ER H} 中 的 以 z= u 为 零点 的 所 有 函数 组 
成 的 子 空间 ; 这 样 N = pH, 在 A, 内 的 余 维 数 为 1. 设 g 为 B 中 的 内 函数 , EB q 
在 B 中 可 除 p, 则 由 定理 50H; 包含 了 pH. 又 pH, 的 余 维 数 为 1, 所 以 qH, 要 
Att pH,, BAK Hj. 无 论 哪 一 种 情形 , q 都 是 p 的 平凡 因子 . 因此 p 为 代数 B 
中 的 素 元 . m 


很 快 我 们 将 会 证 明 , Ein (19) 的 函数 为 代数 B 中 的 唯一 素 元 . 现在, 考虑 8 
中 的 另 一 种 形式 的 函数 —— F. 如 果 我 们 将 函数 的 定义 域 从 单位 圆 盘 转 向 上 半 
平面, 这 将 有 助 于 帮助 我 们 分 析 素 备 . MER 
au 
w+rl 
则 此 变换 将 上 半 平 面 : Im w» 0, 映 为 整个 开 单 位 圆 盘 : |z| <1. 此 时 , 映射 
g(w) = (=) (20^) 


wi 


(20) 
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将 开 单 位 圆 盘 内 的 有 界 解析 函数 f(z) 变 为 上 半 平 面 内 的 有 界 解析 函数 gw) RZ 
亦 然 . 注意 到 关系 (20^) 是 两 个 赋 范 代数 之 间 的 等 距 同 构 . 我 们 将 用 同一 个 符号 B 
来 表示 这 两 个 同 构 的 代数 . 


定理 9 Hak 
p(w) = e" (21) 
是 一 个 内 函数 且 在 下 列 意义 下 , p(z) DER Pp p(z) 的 内 函数 因 式 分 解 仅 为 
p(z) =eioveibv a,b>0, a+b=1. (22) 


证 明 FR, 当 Im w > 0 时 , [p(w)| < 1, 4 Imw = 0 Rf, |p(w)| = 1. 因此， 
p(w) =e” 为 上 半 平 面 内 的 内 函数 . 
假设 ew 有 非 平凡 分 解 : 0 
e™ = p(w)q(w), (22’) 
其 中 p 和 9 为 内 函数 . Ow=rtiyA w 的 实 、 虚 部 分 解 . 对 于 公式 (22') 的 两 边 ， 
先 取 绝对 值 , 再 取 对 数 , 得 
—y = ln |p| + In |q]. (22^) 
定义 
h(w) = — In |p(w)|. (23) 
我 们 断言 hw) 满足 下 列 性 质 . 
(i) Aw) 为 上 半 平 面 内 : Imw > 0 的 调和 函数 . 
(ii) h(w) 在 上 半 平 面 内 为 正 函数 ; 此 外 , kw) 可 以 连续 到 边界 : Imw = 0 EFL, 
H Aw) 在 该 边界 上 取 值 为 0. 
由 (22^), p 和 4 在 上 半 平 面 内 没有 零点 , 所 以 , 作为 解析 函数 In p KWER, h 在 
上 半 平 面 内 为 调和 函数 , EN (i) 成 立 . 
HF p 和 4 为 非 平 凡 的 内 函数 , 所 以 它们 的 绝对 值 |p| 和 |g| 在 上 半 平 面 内 都 
小 于 1, 从 而 In |p| < 0, 1n|g| < 0. 因此 , 由 这 两 个 不 等 式 和 (22), 得 
0 < h(z,y) < y. 
AX (ii) 成 立 . 
由 调和 函数 理论 , 在 直线 边界 上 取 值 为 0 的 调和 函数 可 以 通过 反射 连续 穿 过 
边界 而 成 为 一 个 正则 的 调和 函数 . 因此 , 若 令 
h(x, —y) = —-h(z,y), v0, 
WW 六 可 以 被 延 拓 到 整个 复 平 面 上 , 延 拓 后 的 函数 仍 用 h 表示 . 用 半径 为 R 的 圆 盘 
代替 单位 圆 盘 , 对 函数 h 应 用 Poisson 公式 (第 11 BAX (29)), 得 
pog R? — r? 
Mew) = 95 | Ran 
HH (x,y) = r(cos0,sin0) H 
k(ó, R) = h(R cos à, R sin à). (24^) 


k(ó, R) d o, (24) 
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X. h 是 vy 的 奇 函数 , 所 以 k(o + n, R) = —k(ó, R). 因此 , (24) 又 可 重 写 为 
1 p 
hy) = 5 f QR. 6,6. Rad, 
Q= P(R,r,0 — $) — P(R,r,0 +), 
式 中 的 P 为 出 现在 积分 (24) 中 的 Poisson E. 用 关于 P 的 公式 , 将 Q 具体 地 表达 


出 来 : (R? — r?)4Rr sin @ sin ó 


ded (R? — 2Rr cos(0 — $) + r2)(R? — 2Rr cos(0 + ó) + r?) d 
ii QJ 
Q = yQo(R, T, 0, à). (26^) 
此 时 , Qo Æ 0 < o < x 内 取 正 值 , 并 且 极 限 
lim Qo(R Ti 09) _ (27) 


Ro Qo(R,r2,02,0) — 
关于 参数 6 一 致 成 立 . 对 于 上 半 平 面 内 的 任意 两 点 (11,91) 和 (x2, ye), 应 用 公式 


25), 得 
5) h(zı,Yı) _ Yl f Qo(R, 11,01, 0)k(ó, R) d ó 


h(x2,y2) Y2 f Qo(Jt, ra, 62, ó)k(ó, R) d 9 
由 于 (28) 右边 的 分 子 和 分 母 中 的 被 积 函数 都 是 正 函数 , 并 且 由 (27), 这 两 个 正 函 数 
的 商 在 R oo 时 趋 于 1; 因此 以 这 两 个 函数 为 被 积 函 数 的 积分 的 商 也 趋 于 1, 从 而 
(28) 的 右边 收敛 于 yi /yo. 又 (28) 左边 与 R 无 关 , 所 以 
h(x1, 41) E 
h(ra, y2) yo 
由 此 , 我 们 证 明了 h(r,y) = ay, a > 0. 再 由 (23), |p(w)| = e7. 因此 p(w) = e°”. 
用 类 似 的 方法 和 过 程 , 我 们 可 以 证 明 g(w) = ev, b > 0. 故 (22) 成 立 . 口 


对 于 任意 实数 c, 解析 映射 w 一 (c — w)-! 将 上 半 平 面 映 入 自身 内 . 因此 , (21) 
ARA I: 内 函数 


(28) 


p(w) = exp(i(c — w)~"} (29) 
也 是 定理 9 FR SCF RR. 
接 下 来 , 我 们 证 明 形 如 (21) 和 (29) 的 函数 为 B 中 仅 有 的 两 种 形式 的 素 窜 . 再 
回 到 单位 圆 盘 , 考虑 单位 圆 盘 内 的 任意 有 界 解析 函数 b(z). 用 {uj} 表示 biz) 的 零 
RTI (不 含 重 数 ), 并 假设 u, 的 重 数 为 mj. 定义 


_lu;| uj—2 


p;(2) = (30) 


uj ujz -= l 
由 定理 8, p;(z) 为 内 函数 且 p;(0) = luj| > 0. 用 类 似 于 9.2 节 中 的 讨论 方法 证 明 ， 
无 限 乘 积 即 所 谓 的 Blaschke 乘积 
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p(z) = [[»;(0", (31) 
在 单位 圆 盘 内 收敛 且 极 限 p(z) 是 5b 的 一 个 内 函数 因子 : 
b=pc, ceB. (32) 


此 时 , 函数 c 有 界 , |c| < |o], Hc 无 零点 . 假设 |b| < 1, 那么 — Inc 是 一 个 实 部 为 正 
函数 的 解析 函数 . 在 11.6 节 , 我 们 证 明了 , 这 样 的 解析 函数 存在 积分 表示 
ef +z 

el? — z’ 

其 中 m 为 非 负 有 限 测度 . 将 m 分 解 为 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 的 和 : 


m= Mesing + Mac: 


-me(z)= f C(z,6)dm, C= 


(33) 


相应 地 , c 有 分 解 


ele) = exp {= [Cd ming bexp{— f Camac). (33) 


不 难 证 明 , (33^) 右边 的 第 一 个 因子 是 内 函数 , 第 二 个 因子 是 外 函数 . 将 (33) FRA 
(32), 给 出 了 5 的 内 -外 因子 分 解 : 


b= pexp{~ [ Camas exp [- f Cama}, (34) 


其 中 分 解 中 的 内 因子 为 (34) 右边 前 两 个 因子 的 乘积 . 在 这 两 个 因子 中 , 第 一 个 因 
T pA (无 限 多 个 ) 素 元 的 乘积 , 第 二 个 因子 是 一 个 素 宪 的 离散 和 连续 乘积 的 混合 
形式 . 

由 表示 (34), 正如 前 面 所 述 , 所 有 的 素 元 都 形 如 下 列 形式 ; 


u-—z 


, jul<1; 
uz — 1 hu] 


PUB RR EAB IE IDE XX: 


exp = [v| = 1. 
v-z 
我 们 以 一 个 说 明 来 结束 本 节 内 容 . 本 节 中 的 部 分 理论 , 特别 是 Beurling 定理 ， 
可 以 被 推广 到 单位 圆 盘 或 上 半 平 面 内 的 平方 可 积 的 向 量 值 解析 函数 空间 或 有 界 函 
数 空 间 上 . 参见 文献 Halmos. 算 子 值 的 内 因子 是 指 在 边界 上 几乎 处 处 为 西 算 子 , 而 
在 上 半 平 面 内 , 范 数 不 大 于 1 的 解析 算 子 值 函数 . 用 37.7 节 的 语言 , 散射 矩阵 就 是 
一 个 算 子 值 的 内 函数 . 


38.3 Titchmarsh 卷 积 定理 


本 节 将 给 出 定理 9 的 一 个 应 用 ; 参见 文献 Lax. 考虑 正 实 轴 : € > 0 上 的 LI m 
BOF. 用 lr 表示 五 的 支 集 的 下 端 , BU 
£p = max(n: F(£) 20, <n}. (35) 
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关于 £p, Titchmarsh 卷 积 定理 . 
定理 10 ARBAR 上 的 L! BK ABARCAR: 


(Ae Bye) = f AMBE -ndn (36) 
0 
RI) 
£A, B = CA + Cp. (37) 
证 阴 6 < f4 £p, WE (36) 右边 的 被 积 函数 中 , 至 少 有 一 个 因子 为 0, 所 
以 该 积分 为 0, 即 (A * B)(£) 20. 因此 , £4.p > £A + ls: 要 证 明 此 不 等 式 中 的 等 号 
成 立 , 我 们 借助 于 Paley 和 Wiener 利用 L! 函数 F 的 Fourier 变换 


TE f ~ F(Oe*" ae (38) 
对 Cp 的 刻画 . 显然 , f(w) 为 上 半 平 面 内 的 有 界 解析 函数 = 


定理 11 (Paley-Wiener) X F(£) 为 定义 在 R} 4 L' KH, £ » 0, M P(E) 在 
区 冯 [0,7] 上 取 值 为 零 , 当 且 仅 当 |f(w)| 在 上 半 平 面 内 : Imw=y>0, 小 于 或 等 于 
常数 倍 的 ev, Bp 
lf(w) < Me", Imw=y>0, 
其 中 flw) X F(E) 的 Fourier 变换 , M 为 常数 . 此 时 , 公式 (35) 可 以 表示 为 
£p = max(4: |f(wJerv|< 常数 }. 
WR # F(&) 在 [0,4 上 取 值 为 零 , 则 在 Fourier 变换 (38) F, FREARK 
£—c4£,18 


f(w) = f j F(£)el*" dé = elf f B F(a + £e?" do. 


因此 , f(w)e-i^v 在 上 半 平 面 内 有 界 . RZ, 假设 f(w)e*" 在 上 半 平 面 内 有 界 , RA] 
断言 , f 的 Fourier 3 下 在 区 间 [0,4 上 取 值 为 零 . 要 证 明 此 断言 , 我 们 只 需 证 明 , 对 
于 支撑 在 任意 子 区 间 [0, 上 -dl(0<d< {) 上 的 任意 光滑 函数 GE), 成 立 (F,G) = 0. 
RG) 为 支撑 在 [0,2 dj 上 的 光滑 函数 , 0 < d < £,  g(x) A GE) 的 Fourier 
变换 


£—d 

g(x) = / G(£)e** de. (39) 

0 
HH Parseval AR, 得 
(F, G) — (f,9), (40) 

其 中 

(f,9) = J f(z)8(z) de. (40) 
HH (39), @ 


£—d 
g(z) = f C(£)e-*** d£. (39/) 
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该 公式 表明 , g(r) 可 以 延 拓 为 整个 复 平 面 上 的 解析 函数 hw): 
£—d 
h(w) = / G(£)e tr d£. 


因为 G 是 光滑 函数 , 所 以 h(w) 在 上 半 平 面 内 : Imw = y > 0 ARE e*-Ov/(1 + 
wl) 为 它 的 一 个 界 . 又 f 在 上 半 平 面 内 解析 , 利用 Cauchy 定理 , 将 (40) 中 的 积 
分 路 线 由 实 轴 变 为 直线 Im w = y > 0, 得 


(f,9) = [son dz= fre +iy)h(x + iy)drz. (41) 
由 A(w) 的 构造 , 成 立 


£—d): 
nee +l < ues (42) 
由 f(w) 的 题 设 条 件 , 得 
|f(z + iy) € Me~%, (43) 
其 中 M 为 常数 . 联合 (42) 和 (43), 4 y 一 oc 时 , (41) 的 右边 趋 于 0. ER (41) 的 
左边 与 y FER, 所 以 左边 (fog) 等 于 0. 因此 , (40) HAT (F.C) =0. 口 


我 们 可 以 用 B 中 的 可 除 性 重 述 Paley-Wiener 定理 . 

HA LR )- BK F HRRA T 35 £p Ze’ HABP TK F % Fourier € 
换 f(w) DREH 

我 们 再 接着 证 明 Titchmarsh 卷 积 定理 10. Ux alw) 和 b(w) 分 别 表示 函数 A 
和 B 的 Fourier ER, 它们 都 是 上 半 平 面 内 的 有 界 解析 函数 . 此 时 , EM A B 的 
Fourier 变换 为 a(w)b(w). 由 Paley-Wiener 定理 , 我 们 将 公式 (37) 重 述 如 下 . 

Bil, 和 LB 分 别 表 示 HA B PTR alw) 和 b(w) 的 最 高 需 指 数 ， 则 
£A T £p ATH a(w)b(w) 的 el” 的 最 高 圳 指数 . 

要 证 明 该 重 述 , 将 a Al b 进行 分 解 : a = ei*^"c, b = eitswd, 其 中 c Al d 属于 
B. 由 £4 的 定义 ,c 和 d 都 与 ew HR: 这 是 因为 , 定理 9 蕴含 了 ei 的 非 平 凡 因 子 
都 形 如 ev. k > 0 的 形式 . 再 由 定理 7, cd 和 ev HR. 因此 , ab = el^ teg 不 
能 再 被 eiw 的 高 于 £A + le RR. a 


itid Titchmarsh 卷 积 定理 是 一 个 关于 实 变量 函数 的 结果 , 而 Titchmarsh 在 1924 
年 的 原始 证 明 却 用 复 变 函数 理论 的 方法 给 出 , 这 是 一 个 不 同 寻常 的 事实 ， 该 卷 积 
定理 的 一 种 实 变量 证 明 方法 直到 1952 年 才 由 Ryll Nardzewski 给 出 , 参见 文献 
Mikusinski. 本 章 提 供 的 证 明显 示 ，Titchmarsh 卷 积 定理 的 复 变 量 证 明 方 法 是 十 
分 自然 的 . 


历史 注 记 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 英国 情报 部 门 破译 了 德国 军 方 的 “Enigma” 密 码 . 
由 此 破获 的 重要 信息 在 许多 战役 中 起 到 了 决定 性 的 作用 . 但 是 , 很 少 有 人 知道 瑞典 
人 也 破译 了 “Enigma” 密 码 , 而 领导 此 项 破译 工作 的 正 是 数学 家 Arne Beurling. 


38.3 Titchmarsh 卷 积 定理 437 


带领 英国 密码 破译 人 员 的 数学 家 是 伟大 的 逻辑 学 家 Alan Turing. 战 后 被 指控 
为 同性 恋 , BOB BLA. 
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附录 A Riesz-Kakutani 表示 定理 


在 数学 分 析 中 有 一 个 类 似 于 “ 先 有 鸡 还 是 先 有 蛋 ” 的 难题 : 是 先 有 Lesbegue FA 
分 还 是 先 有 Lesbegue WER? 我 的 答案 是 : 哪 一 个 都 不 对 ! 先 出 现 的 应 该 是 空间 
L! 首先 , 我 们 用 传统 的 方法 扩大 连续 函数 类 ; 然后 , 证 明 该 函数 类 充分 大 , 即 在 L 
范 数 下 , 它 是 一 个 完备 的 度量 空间 ; 接 下 来 的 步骤 将 是 顺理成章 的 . 本 附录 的 研究 
对 象 L1, 定义 为 连续 函数 空间 在 L 范 数 下 的 完备 化 , 是 一 个 抽象 的 空间 . 因此 , D? 
中 的 每 个 向 量 实 际 上 都 是 几乎 处 处 有 定义 的 函数 . 

Riesz-Kakutani 表示 定理 是 说 , C(Q) 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 2 都 可 以 表示 成 
积分 的 形式 : 

&(c) = eam, c € C(Q), 


其 中 Q 为 紧 的 Hausdorf 空间 , C(Q) 为 Q 上 的 所 有 连续 函数 c 组 成 的 空间 , m 为 
Q 的 Borel c 代数 上 的 有 限 符号 测度 . 本 附录 将 在 Q 为 紧 度 量 空间 的 条 件 下 , HZ 
函 分 析 的 方法 给 出 该 基本 命题 的 一 个 简单 而 又 自然 的 证 明 . 


A.l EREZA 


设 Q 为 紧 度 量 空间 ，C(Q) AQ 上 的 所 有 实 连续 函数 c 组 成 的 线性 空间 . 本 
节 我 们 将 研究 CQ) 上 的 有 界线 性 泛 函 L 有 界 性 是 指 , 存在 常数 M, 使 得 对 于 所 
有 连续 函数 c, 下 式 成 立 

l(c) < M|clmax- 
线性 泛 函 L 称 为 正 的 , 如 果 对 所 有 非 负 连续 函数 c, lc) > 0. 显然 , EREZA CE 
单调 的 : cl <a MAT Lc) < Llc). 由 此 可 知 , 每 个 正 线性 泛 函 都 是 有 界 的 ; 这 是 
因为 , C(Q) 中 的 每 个 函数 c 都 满足 : 
€ € |Clmax %, 
HF u XI Q 上 的 单位 函数 , BY ulg) = 1. 由 单调 性 , Lc) < £(u)|elmax. 

不 难 证 明 , C) 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 都 可 以 分 解 成 两 个 正 线性 泛 函 的 差 ， 
因此 ,要 证 明 表 示 定 理 , 我 们 只 和 需 考虑 正 线性 泛 函 的 情形 ， 此 时 的 表示 测度 为 正 
测度 . 

H FEREZA 2, 我 们 定义 C(Q) 上 的 2 范 数 : 

cle = lel), (1) 


440 MP A  Riesz-Kakutani 表示 定理 


其 中 |c| 表示 c 的 绝对 值 函 数 : |c|(g) = Ic(a)l. 

易 见 , 由 (1) 定义 的 量 |o], 为 CQ) 上 的 半 范 数 . 如 果 两 个 连续 函数 差 的 4 范 
数 为 0, 将 这 两 个 连续 函数 等 同 起 来 ; 这 样 我 们 可 以 得 到 商 空间 上 的 真 范 数 . AL 
表示 该 商 空间 在 4 范 数 下 的 完备 化 . 首先 回忆 一 下 , 完备 化 空间 中 的 每 个 向 量 都 是 
连续 函数 的 范 数 下 的 Cauchy 列 的 等 价 类 ; 两 个 Cauchy 列 称 为 等 价 ， 如 果 它 们 
的 差 在 4 范 数 下 是 一 个 零 序 列 . 为 方便 起 见 , 我 们 用 等 价 类 中 的 代表 元 表示 该 类 . 

由 范 数 的 定义 (1) 和 正 线性 泛 函 的 单调 性 , 得 

I&(c)] < lele- 
因此 , 泛 函 £ 可 以 连续 延 拓 到 整个 空间 L b. 设 f 为 工 中 的 任意 向 量 , + (cs) 为 
£ 范 数 下 收敛 于 f 的 连续 函数 Cauchy Fl, 我 们 定义 (f) = im), WEA LE 
的 有 界线 性 泛 函 : 
(f) < |fle. (2) 

下 面 我 们 证 明 , L 空间 中 的 向 量具 有 某 些 函 数 属性 . 
定理 1 o: RR AH Lipschitz 连续 函数 : 

lé(z) — é(y)| € k|z — yl. (3) 

若 f 为 工 中 的 任 一 元 素 , 则 Of) 可 被 定义 为 工 中 的 元 ; 此 外 , HTL 中 的 任 一 对 
元 素 f 和 g, 有 

lé(f) — é(g)le < k|f — gle. (4) 

WEBB ”对 工 中 的 任意 元 f, > {cn} 为 2 范 数 下 的 连续 函数 的 Cauchy 列 且 在 
L 内 收敛 于 f. 由 2 范 数 的 定义 、4 的 单调 性 和 不 等 式 (3), 得 

ló(cn) 一 gcm)le € klen — Cmle- 
因此 {9(cn)} 是 上 范 数 下 的 Cauchy FU. 我 们 用 Sf) 表示 {9(cn)} 在 工 内 的 极限 . 
考虑 第 二 部 分 . S {dr} X L 范 数 下 的 连续 函数 的 Cauchy 列 且 在 工 内 收敛 于 
g. FA (3), 对 于 每 个 ge Q, 
lġ(cn(q)) — é(da(a))| < klen(a) — d«(a)l. 
因为 £ 是 单调 的 , 所 以 
&(|g(cn) — O(dn)|) < ke(len 一 加 |); 
由 £ 范 数 的 定义 , BASRA T 
léó(cn) — (dn )le < k|en — ds e. 
& n EF oo, 上 述 不 等 式 左右 两 边 分 别 收敛 于 (4) 的 左右 两 边 . 口 


对 于 工 中 的 元 素 , 通常 意义 下 的 函数 演算 法 则 成 立 , 这 里 有 两 个 重要 的 例子 . 


例 1 + 


0, 42<08, 
e - | r, 30<coH. 
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我 们 用 fi 表示 ou). 并 称 之 为 f KES. 


EX1 工 中 的 元 素 f 称 为 非 负 的 , WR f+ = f. 用 f >0 表示 工 中 的 非 负 元 . 
注意 , L 中 的 元 素 f 非 负 , 当 且 仅 当 它 是 非 负 连 续 函 数列 的 4 范 数 极限 . 因此 ， 
车 ¢>0, Wifle=4(f). Hat, 2$ £ 20, g 20, UW f g 2 0. 
我 们 称 f < 9, 如 果 g 一 f 20. 显然 , 该 关系 在 L 内 有 传递 性 . 


例 2 对 任意 实数 a < b, 令 


a, 42a 时 ， 
(x)= zz， 当 ak 和 z 乏 8 时 ， 
b Iber. 
对 于 工 中 的 元 素 f, 我 们 用 fo 表示 ET): 


定义 2 工 中 的 元 素 f 称 为 有 界 的 , 如 果 存 在 常数 a 和 b, 使 得 f = fo. 

注意 , L 中 的 元 素 f 有 界 , 当 且 仅 当 它 是 有 界 连 续 函 数列 的 4 范 数 极限 . 

E f 为 工 中 的 有 界 元 , 6 AKR [a,b] 上 的 Lipschitz 连续 函数 , 则 ol) 可 被 
定义 为 工 中 的 元 . 

设 (x,y) 为 二 元 Lipschitz 连续 函数 , 则 对 于 L 中 的 任 一 对 元 素 f 和 g, 我 们 
同样 可 以 定义 工 中 的 元 素 $(f,g). 考虑 一 种 特殊 的 情形 . 设 f 和 9g 为 工 中 的 两 个 
有 界 元 , 用 下 列 方法 我 们 可 以 定义 f 和 9 在 工 内 的 乘积 fg. 

设 {cn} 和 {dn} WC 范 数 下 分 别 收敛 于 f A g 的 有 界 连续 函数 列 . 容易 证 明 ， 
{cndn} 也 是 £ 范 数 下 的 有 界 的 连续 函数 Cauchy 列 . 因此 {endn} Æ L AK £ 范 数 
WO, 我 们 用 fo RAE LAMAR, 并 称 之 为 和 9 的 乘积 . 注意 , fo ALP 
的 有 界 元 , 并 且 若 f > 0，9 > 0, W fg 2 0. 

下 面 的 结果 尽管 简单 但 十 分 有 用 . 
定理 2 (单调 收敛 定理 ) H (fa) 为 上 L 内 的 单调 列 , 若 数列 {4(fn)} AR A {fn} 
KL AR l EAE 

证 明 ”不 妨 设 (f) 单调 递增 , BU f < fus MZR e 的 单调 性 及 题 设 条 件 ， 
U) 是 单调 递增 的 有 界 实 数列 , 从 而 收敛 . 我 们 断言 , { 户 } A L ARI Cauchy JU. 
事实 上 , 当 n > m 时 , fa 一 fm 3ER, 所 以 

\fn = fmle = L fn ar fm) -— L( fn) a L( fm). 
由 于 {€(fn)} SE, 所 以 {fn} 为 工 内 的 Cauchy 列 . 此 时 , 工 的 完备 性 蕴含 了 {fn} 
TE L Vk e 范 数 收敛 . a 


定理 3 REAL PHA, m 
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WER {cn} 为 2 范 数 下 收敛 于 f 的 连续 函数 Cauchy Fl, 对 于 任意 s > 0, 

存在 N, 使 得 
If-cenle<e. (5) 
因为 cw 为 紧 空 间 Q 上 的 连续 函数 , 所 以 cy AF. 因此 , 对 于 分 别 超过 了 cn 的 上 
下 界 的 任意 实数 上 和 a, 总 有 a < ev (4) € b ge Q. 同 例 2, 定义 oh. 由 不 等 式 (4), 
得 
[I@2(f)— pe(cn)le < |f — enle < €. 

由 于 cw 的 取 值 位 于 区 间 [as b] 内, 所 以 此 (cw) = cw. 重 写 上 述 不 等 式 为 


HZ — cw |e <E. (6) 
用 三 角 不 等 式 及 估计 (5) (6), 有 
If — fle = |f — en eu — file < |f — enle + len — fale < 2e. 口 
A.2 体 积 


本 节 我 们 将 证 明 , 如 何 利用 正 线性 泛 函 LEN Q PRR G 的 体积 . 
定义 3 设 G 为 @ 中 的 任 一 开 集 ,ce C(Q), RINK c 为 G 的 可 允许 函数 , 如 果 
(i) c 的 支 集 suppc 包含 在 G A; 
(ii) c(q) < 1, q EQ. 
开 集 G 在 正 线性 泛 函 2 下 的 体积 V(G) 定义 为 
V(G) = sup(Z(c) : cA G 的 可 允许 函数 }. (7) 
定理 4 
(i) 空 集 的 体积 为 0. 
(ii) V 是 一 个 单调 的 集 函 数 : X: G cH, 则 Y(G) C V(H). 
(i) V 具有 可 数 次 可 加 性 : V(X, Gn) < E2, V (Gn). 
(iv) V 具有 可 数 可 加 性 : X {Ga} ONE 则 


‚(Ü G J Dv V(Gn). 
WEAR (i) 和 (ii) 是 显然 的 . 要 证 明 (ii), 为 开 集 U, Gn 的 任 一 可 允许 函 
数 . 由 于 c 的 支 集 是 紧 集 Q 的 一 个 闭 子 集 , 所 以 它 也 是 @ 的 紧 子 集 由 可 允许 函数 
的 定义 , c 的 支 集 被 开 集 列 (Gu) 覆盖 , 所 以 该 支 集 可 被 有 限 个 开 集 (01, Gu) 
am. 现在 我 们 证 明 c 有 分 解 
c=) tn, (8) 


n=1 
其 中 cn A Gy 的 可 允许 函数 ,m =1,---,N. 
假设 分 解 (8) 成 立 , 我 们 用 4 作用 在 (8) 的 两 边 , 得 
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N 
&c) = 》 Len). 
n=] 
由 体积 的 定义 ,f{cn) < V(Gn), 所 以 
l(c) < $ V (Ga). 
n=1 


对 所 有 的 可 允许 函数 c 取 上 确 界 , 即 得 到 (iii). 

因此 , 我 们 只 需 证 明 分 解 (8) 成 立 . 由 于 c 支 集 中 的 每 个 元 g 必 属 于 某 个 开 集 
Gn, n = 1,2,…,N, 所 以 对 于 c 支 集 中 的 任意 一 点 q, 都 存在 连续 函数 ba WE FF 
性 质 : 

(i) b, 非 负 ; 

(ii) ba(g) > 0; 

(ii) bo 的 支 集 包含 在 某 个 开 集 Gnr P, n = 1,2, N. 

40,-í(reQ: bo(z) > 0), WO, A Q 的 开 集 且 q € O,. 显然 , MARE 
O, 的 并 包含 了 ce 的 支 集 . 又 因为 c 的 支 集 为 紧 集 , 所 以 它 可 以 被 有 限 多 个 这 样 的 
FE O, 覆盖 ; 此 时 , 相应 于 这 有 限 多 个 开 集 O, 的 函数 bs 之 和 dy, YE c 的 支 集 
上 取 正 值 : 

在 c 的 支 集 上 ， y» > 0. 

由 b, 的 定义 , 将 每 个 bu 对 应 于 开 集 Gni, 使 得 G 包含 了 bu, 的 支 集 . 对 于 每 个 
n,n=1,2,-::,N, $ bn 表示 对 应 于 Gn 的 所 有 函数 by, 的 和 , 则 TN, bn = Dy ba- 
定义 

Me a n= 1,2,- N. 
EREN cn = c H en X Gr 的 可 允许 函数 . 这 样 , 我 们 给 出 了 c 的 分 解 (8). 

(iv) 对 于 任意 自然 数 N, 选取 Gn ns < N) 的 可 允许 函数 cn, 使 得 

VO ES < (cn). 
因为 {Gn} 两 两 不 交 , 所 以 Di ce UNG. 的 可 允许 函数 . 因此 


g (>: ca) <V (U e.) 


B e DIESES 得 
N 
Ye. e IS "(Ue 小 
令 N > œ, REM. 


SO V(Ga) SV (Ue.) | 


n 


444 附录 A  Riesz-Kakutani 表示 定理 


再 由 可 数 次 可 加 性 , 我 们 得 到 另 一 个 方向 的 不 等 式 . 因此 (iv) 成 立 . " 


下 面 的 简单 估计 是 一 个 有 用 的 结果 . 
定理 5 dh» Q 上 的 非 负 连续 函数 , a 为 正 实数 , 令 Go = {gq EQ: h(g) >a}, 
则 

V(Ga) < 24(h) (9) 

证 明 cA Ga 的 任 一 可 允许 函数 ,g 属于 Q. HI 不 属于 Ga, W cela) = 0, 
此 时 cla) < thla); 4 q 属于 Go, W 32 > 1, M cla) < 1, 所 以 亦 有 cla) < thlg). 
因此 , 对 于 Ga 的 任 一 可 允许 函数 ca AQ 中 的 每 个 点 q, 有 

Ca(q) < ha); 
由 4 的 单调 性 , 得 | 
(ca) S Zeh). 
对 上 述 不 等 式 中 的 co 取 上 确 界 , 则 不 等 式 (9) 成 立 . 口 


定义 4 Q@ 中 的 子 集 5 称 为 零 集 , 如 果 S 可 以 包含 在 体积 任意 小 的 开 集中 . 

由 体积 的 可 数 次 可 加 性 , 可 数 个 零 集 的 并 仍 是 一 个 零 集 . 

假设 一 个 关系 在 除去 一 个 零 集 外 的 每 个 点 9 上 都 成 立 , 则 称 此 关系 几乎 处 处 
成 立 , 用 ae. 简 记 之 . 


A.3 函数 空间 L 


本 节 我 们 将 证 明 如 何 将 L 中 的 每 个 元 素 f 与 定义 在 Q 上 的 某 一 函数 f(g), 在 
相差 一 个 零 集 的 情况 下 , 对 应 起 来 . 
定义 5 LPH Cauchy Fl {cn} 称 为 快 收敛 , 如 果 存 在 某 个 常数 k, 使 得 对 于 每 个 
nel, 有 

len — cn+lle < "t (10) 

ER, 每 个 Cauchy 列 都 有 一 个 快 收敛 的 子 列 ， 显然, 满足 不 等 式 (10) 的 列 是 
一 个 Cauchy Fij. 
定理 6 每 个 连续 函数 的 快 收敛 Cauchy Fi {cn} 几乎 处 处 收敛 . 

证 明 ”对 每 个 n= 1,2,.…, OG, 表示 开 集 : 


Gn = aE Q: lenla) emia) >} an) 
TF AB h= |o, — cn+l| 及 a = u, 应 用 不 等 式 (9) 和 (10) 得 
V(G,) < n?(les — engl) < 5. (12) 


由 (11), 35 q 不 属于 Gr, W |cn(gq) -enrılq)l < ds. 因此 , 由 
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cala) = Y (cr(q) - ck-1(g)), cola) = 0 


k=1 
可 知 , 车 q 仅 属 于 有 限 多 个 Gn, W {cn(9)} WR; 车 令 S 表示 使 得 {cn(9)} 不 收敛 
的 点 g 的 全 体 , 则 对 于 每 个 正 整数 N, 5 包含 在 URN Gn A. 由 体积 的 可 数 次 可 加 
性 和 不 等 式 (12), 可 知 
«(0 3 «Y: vo)« Y, 5 
n=N n=N n=N 

4 N 一 co, 则 YUz yy Gn) — 0. 因此 S 可 以 包含 在 体积 任意 小 的 开 集 内 , BU 5 
是 一 个 零 集 . 口 


对 于 任意 正 整数 N, 函数 列 {cn(g)} EAR Ur. G。 外 一 致 收敛 , 这 是 一 个 
十 分 重要 的 结论 . 

FL 中 的 元 素 f, 取 连 续 函 数 的 Cauchy Fi {cn}, 使 得 {cn} 4 £ 范 数 收敛 
于 f, U {on} 存在 快 收敛 的 子 序列 . 我 们 称 {en} 的 快 收敛 子 列 的 点 点 极 限 为 f 的 
一 个 实现 . 

我 们 断言 : 在 几乎 处 处 相等 的 意义 下 , f 的 实现 是 唯一 的 , 即 由 任意 两 个 快 收 
MF f 的 Cauchy 列 所 得 到 的 实现 几乎 处 处 相等 . 这 是 因为 ， 对 于 任意 两 个 都 快 收 
KF f 的 Cauchy 列 , 我 们 可 以 重新 构造 一 个 快 收敛 的 Cauchy 列 , 使 得 该 列 包含 
了 所 给 定 的 两 个 Cauchy 列 中 的 无 限 项 . 

下 述 定理 刻画 了 L 中 的 元 素 f 与 其 实现 fla) 之 间 的 关系 . 
定理 7 

(i) 对 于 任意 Lipschitz 连续 函数 o, d(f)(a) = ó(f(a)). 

(ii) (f + g)(q) = f(a) + g(a). 

(iii) 若 f tg AL 中 的 有 界 元 , N (fg)(q) = f(a)a(a). 

(iv) L 中 元 素 的 函数 实现 是 忠实 的 , PS f(a) = glg) ae, 则 在 工 内 ,f = g. 

(v) Æ L- lim, f, = f 且 {fn(9)} 几乎 处 处 收敛 , 则 {fn(9)} 的 点 点 极限 为 了 

极限 f HEM. 

WEBB (i), (ii) 和 Gii) 都 是 显然 的 . 要 证 明 (v), 我 们 只 要 证 明 : A 了 的 实现 是 
一 个 几乎 处 处 为 0 的 函数 , WW SAL PASI. 用 反 证 法 . 假设 f A 0; 进一步 地 ， 
我 们 不 妨 假 设 f AL 中 的 非 负 元 . 由 定理 3, f^ 在 4 范 数 下 收敛 于 f, 且 当 "充分 
AW, f^ 40, 因此 我 们 又 可 假设 FAL 中 的 非 负 有 界 元 并 且 1 为 f ALF. 

X {cn} 为 £ 范 数 收敛 于 f 的 连续 函数 的 快 收 僵 Cauchy 列 , 0 € c, < 1, FA 
{cen} 几乎 处 处 收敛 于 0. 由 定理 6 证 明之 后 的 注 记 , 对 于 任意 £ > 0, 存在 体积 小 
T e 的 开 集 Ge, 使 得 {cn(q)} 在 Ge 外 面 一 致 收敛 于 fla). 由 于 fla) 几乎 处 处 为 
0, 所 以 , 当 N 充分 大 时 , 有 
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en(q) 在 Ge 的 补 集 上 小 于 es， (13) 
lf — enle < €. (13 ) 
将 cn 分 解 : 
CN = CN — 2€u+ 2eu < (cn — 2eu)+ + 2&u, (14) 
RPH u 为 EKRAR. NAAR 
llen) < Ll(cN — 2eu)+) + 2el(u). (15) 


由 (13) 及 假设 条 件 0 < en < 1 知 , (ew 一 2eu)+ Ñ G: 的 可 允许 函数 ， 所 以 
(ev - 2eu)+) < V(G.). 再 由 (15) 并 注意 事实 V(Ge) < e, W 
en) <V(G.) + 2e£(u) < (1+ 2/(u))e. 
结合 03) 及 (2), 得 
Auf) = f — cv) + llen) € |f — enle+(1+ 2/(u))e < 2(1  £(u))e. 

由 于 f 为 工 中 的 非 负 元 , 所 以 (f£) = |fle. He 的 任意 性 , [fle = 0, 这 与 假设 f £0 
矛盾 . 因此 , 性 质 (iv) 成 立 . 

要 证 明 (v), 不 妨 假设 {fr} 是 一 个 不 等 式 (10) 意义 下 的 快 收敛 列 , 否则 考虑 
它 的 快 收敛 子 序列 . 对 于 每 个 n, 选取 连续 函数 cn 满足 : 

(a) |fn — cnle < i, 

(b) 在 一 个 体积 小 于 六 的 开 集 外 , fa (a) 一 cn(q)| € A. 

由 (a) 和 f 的 快 收敛 性 , {ca} 在 £ 范 数 下 快 收敛 于 f. 因此 {en(q)} 几乎 处 处 
收敛 于 f(q). 另 一 方面 , 条 件 (b) BAT limc„(g) = lim fn(g), a.e. 因此 , {fn(g)} 
的 点 点 极限 正 是 f 的 实现 f(a). Q 


定理 8 Xf 的 实现 f(g) LFRAAAAR BK 则 f 为 工 中 的 非 负 元 . 

证 明 由 定理 7 中 的 (i), fi4(q) = fla). & fla) 20 a.e., M fila) = f(g) ae. 
再 由 定理 7 中 的 (iv), f= 所 即 了 为 上 L 中 的 非 负 元 . g 
推论 RAG JT. LL, Jl] f < g, SAMS fla) € glg) ae. 


证 明 XR f < g 意味 着 g = fp, 其 中 pp 为 工 中 的 非 负 元 . 将 p 应 用 定理 
8, 可 得 推论 . 口 


AA 可 测 集 和 测度 
定义 6 Q 中 的 子 集 5 称 为 可 测 集 , 如 果 S 的 特征 函数 cs: 


| jJ 1, «4€Q, 
Cs(q) = | 0， 其 他 (16) 
是 工 中 某 个 元 素 fs 的 实现 . 此 时 , 我 们 定义 可 测 集 S 的 测度 为 


m(S) = &(fs). (17) 
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注意 , 可 测 和 测度 的 概念 仅仅 依赖 于 线性 泛 函 £. 
首先 证 明 这 些 概念 是 有 意义 的 , 而 不 是 空洞 的 . 
定理 9 ”每 个 开 集 都 是 可 测 集 , 其 测度 等 于 它 的 体积 ， 
证 明 ”对 于 Q 中 的 开 集 G 和 ge Q, 用 adl, G°) RR q $0 G 的 补 集 G^ 的 距 
离 . 定义 
0, r& am 
2n 
1 
2n 


$n(x) = 线性 ， 


erg 


3 


L. =. d. 


L 
n 
4 
en(q) = on(d(q,G*)), n=1,2,---, 

Wc, € C(Q), A {en} 为 单调 递增 的 连续 函数 列 , Len) < Lu). 由 定理 2, {cn} 在 
L 中 以 4 范 数 收敛 于 L 中 的 元 fo. 另 一 方面 , {cn(9)} 点 点 收敛 于 G 的 特征 函数 
colq). 因此 , 由 定理 7 的 (v), ea (a) 为 fa 的 实现 . 故 G 为 可 测 集 . 

要 计算 G 的 测度 , 由 于 {cn} 在 4 范 数 下 收敛 于 fa, 所 以 (ken) KAF (c). 
又 每 个 cn 都 是 G 的 可 允许 函数 , 所 以 (en) < V(G), 从 而 Kfe) < V(G). 3 
方面 , 对 于 G 的 任意 可 允许 函数 co 取 充 分 大 的 n 使 得 c < c. 由 体积 的 定义 ， 
V(G) = sup£(c) € supL(cn); 从 而 £(fa) = lim£(cn) = sup£(c4) > V(G). USt, 
Sc) = V(G). C) 


定理 10 Q 的 所 有 可 测 子 集 构成 了 一 个 o0 代数 , 并 且 由 (17) 定义 的 集 函 数 m(S) 
是 一 个 测度 . 即 

(i) 可 测 集 的 补 集 是 可 测 的 ; 

(ii) 两 个 可 测 集 的 交集 是 可 测 的 ; 

(ii) 可 数 个 可 测 集 的 并 集 是 可 测 的 ; 

(iv) m(S) 具有 可 数 可 加 性 . 

WR (i) 设 5S 为 可 测 集 , M S 的 特征 函数 cs AL 中 某 个 元 fs 的 实现 . 此 
时 , 1 一 cs X LP PRII u— fs 的 实现 , 即 补 集 So 的 特征 函数 1 一 cs AL Pu fs 
的 实现 , 其 中 u 为 单位 函数 . 因此 S 的 补 集 可 测 . 

(ii) HS) 和 So 为 两 个 可 测 集 , > fs, 和 fs, 为 工 中 的 两 个 元 且 它 们 的 实现 
分 别 是 S, 和 S 的 特征 函数 cs, 和 cs,, 则 乘积 fs, fs, 的 实现 为 Sı AS: 上 的 特征 
函数 . 因此 Sı N Se By Wy. 

(ii) W {Sn} 为 一 列 可 测 集 , OT = Si, Tr = S, (S U+-- US), n 2 2, 
则 对 于 任意 的 w, Ti U- - Um = S51U.…U Ss, 进而 Un Tn = Un Sn. 因此 , 我 们 可 
用 {Tn} 代替 {Sn}, 此 时 {Tn} 两 两 不 交 . 设 特征 函数 cr. (9) AL 中 的 元 fr, 的 
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实现 . 考虑 级 数 STD fn 因为 每 个 fr, WL 中 的 非 负 元 , 所 以 部 分 和 Daa fr. 
构成 了 L 中 的 递增 列 ， 又 因为 (Tu) 两 两 不 交 , 所 以 DI, fr, <u, RAAT 
ED fr.) < Au). 由 单调 收敛 定理 , 部 分 和 列 LA fr.) 在 4 范 数 下 收敛 于 L 
中 的 某 个 元 fr: 

》 fr. = fr. (18) 


n=1 
另 一 方面 , 37" enl) AD, fr, 的 实现 且 {LA cr,(g)} 点 点 收敛 于 cr(9), 其 
中 了 =U, Tn. 再 由 定理 7 的 (iv), cr(q) 为 fr 的 实现 . 因此 了 = Un Tr = Un Sn 
可 测 . 

(iv) 因为 (18) 的 部 分 和 在 £ 范 数 下 收敛 于 fr, 将 & 作用 到 (18) E, 成 立 
329 i A(fr,) =e fr). 再 由 测度 的 定义 , 得 377 mm(T,) = m(T). 口 
定理 11 设 f 为 L 中 的 元 , f(g) 为 f 的 实现 , 则 f(q) ATARA, 即 对 于 任意 的 
实数 a, 集合 

Ka ={q: f(q) >a} (19) 
TTA. 

WA ”首先 假设 a > 0, 否则 , 考虑 f 加 上 一 个 常数 的 情形 . 进一步 地 , 我 们 还 
可 以 假设 a = 1, 否则 , 考虑 用 a ER f. A, 我 们 只 要 证 明 由 (19) 定义 的 集合 
Ki 可 测 即 可 . 为 此 , 我 们 先 来 回忆 一 下 L 中 的 元 fl, 它 表 示 下 界 为 0, 上 界 为 1 的 
f 的 截面 . 令 fa = (JH. BF fn- faa = (AVA — fd) 为 L 中 有 界 非 负 元 的 乘 
积 , 所 以 {fn} 单调 递减 . X. f, 2 0, 所 以 {uf 有 下 界 0. 此 时 , 单调 收敛 定理 总 
ST {fn} FEC 范 数 下 收敛 . KA, fp 的 实现 

fala) = (f6(9))" 
在 Ki 上 点 点 收敛 于 1, 在 Ki 的 补 集 上 点 点 收敛 于 0. 因此 , 由 定理 7 的 (v), Ki 
的 特征 函数 正 是 {n} YE £ 范 数 下 的 极限 的 实现 . 因此 , K, 可 测 . 口 


用 —f 代替 f, 或 者 采用 取 补 集 的 方法 等 , 我 们 同样 可 以 证 明 , 所 有 形 如 
(a:f(a «al {a:f(q)<a}, (a:f(a) >a} 
的 集合 也 都 是 可 测 集 . 


Fr, 我 们 准备 证 明 : 由 (17) 构造 的 测度 m 决定 了 线性 泛 函 4, 即 对 于 每 个 连 
续 函 数 ce C(Q), FARM. 


tc) = fs dm. (20) 
为 此 , 对 于 连续 函数 c 和 整数 j 以 及 e > 0, 我 们 构造 可 测 集 合 Kje: 
Kje = {gq9€Q: je cl(g) < (j+ 1)e}. (21) 
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用 kjeld) 表示 Kje 的 特征 函数 , 用 kje 表示 L 中 的 元 , 其 实现 为 kj,e(q). 由 (21), 
对 于 任意 ge Q, 得 

Sjek;e(q) < cla) < SOG + Vek; (9). (22) 
由 于 c 有 界 , 所 以 上 述 不 等 式 中 的 (有限 ) 和 有 界 . 根据 定理 8 的 推论 , 我 们 可 以 由 
(22) FH: 不 等 式 | 


Y jekj,e &c& SG + Lek; (23) 

TE L 中 成 立 . 由 的 单调 性 , 得 
》 Jet(kje)<tl(os> 7G + 1)el(kj,e). 
用 测度 的 定义 (17), 我 们 将 上 式 重 写 为 
>》 jem(Kje) < (c) < È G + Dem(K;.). (24) 

ER, (24) 的 左边 与 右边 分 别 是 (20) 中 的 积分 fc dm 的 下 和 与 上 和 . 当 = 一 0 时 ， 
它们 的 差 

e) m(K;.) = em(UK;.) E em(Q), 


趋 于 0. 因此 , 由 (24), 我 们 得 到 表示 公式 (20). 
需要 说 明 一 点 , 表示 公式 (20) 对 于 工 中 的 所 有 元 素 f 都 是 成 立 的 . 但 是 , 在 
该 情形 下 , 出 现在 (23) 中 的 和 式 可 能 是 无 限 和 . 若 f 为 工 中 的 非 负 元 , 由 单调 收 
OE EB, 我 们 可 以 证 明 出 现在 (23) 中 的 级 数 收敛 . 因此 , 对 于 这 样 的 f. 表示 公式 
(20) RE. X. L 中 的 每 个 元 都 可 以 表示 成 两 个 非 负 元 的 差 , 所 以 对 于 L 中 的 一 般 
元 , 表示 公式 (20) 同样 成 立 . 
我 们 以 定理 11 的 逆 来 结束 本 节 内 容 . 
定理 12 # gla) 为 定义 在 @ LTM TREK, N g(q) 是 工 中 某 个 元 9 HEM. 
WEBB gla) 的 可 测 性 意味 着 , 对 任意 实数 a, 集合 Ha = {gE Q: g(q) <a} Æ 
WR. 定义 函数 no: R —^ R JJ 
ng(a) = m(H.). 
若 
fi dng < +00, 
则 称 函 数 9 可 积 . 
定义 
ge =) ‚jekje, 
其 中 kje A (21) 后 面 的 定义 , 则 gs BF L. 24 e 趋 于 0 时 , ge 的 实现 g.(g) AF 
g(q. 令 < = 2", 我 们 得 到 了 £ 范 数 下 的 一 个 Cauchy 列 , 使 得 g(g) 为 其 极限 g 的 
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实现 . 口 
表示 测度 的 唯一 性 是 测度 论 中 的 一 个 标准 事实 . 


A.5  Lebesgue 测度 和 积分 


MRS Q Jj Euclidean WH, £ 为 Riemann 积分 ,那么 我 们 的 构造 给 出 了 
Lebesgue 测度 和 Lebesgue 积分 ， 我 认为 这 种 方法 比 传统 的 方法 更 自然 ， 因 为 在 
Lebesgue 理论 中 , 最 重要 的 研究 对 象 是 完备 空间 L 和 Lh. 在 传统 的 方法 中 , L 的 
完备 性 直到 最 后 才 出 现 , 而 在 目前 的 方法 中 , L 空间 一 开始 就 出 现 了 . 


附录 B 广义 函数 理论 


Dirac 在 他 的 量子 力学 公式 中 用 R 上 的 “函数 ”5 处 理 连续 谱 , 这 以 后 5 即 称 
为 “Dirac delta MAL”. 5 是 一 个 这 样 的 函数 , 它 定义 在 R ERENS r 40 AN 
值 为 0, 而 在 z = 0 点 取 值 充分 大 , 并 使 得 5 在 整个 及 上 的 积分 为 1. 当然 , 这 种 函 
数 是 不 存在 的 Von Neumann 在 他 的 量子 力学 著作 (1932) 中 ， 不 太 赞 成 建立 在 此 
虚构 函数 基础 之 上 的 理论 . 他 已 清楚 地 知道 如 何 严 格 地 处 理 连 续 谱 . 

6 函数 被 看 作 是 一 个 广义 函数 后 又 重新 获得 了 “生命 ” 20 世纪 20 FRE 30 年 
代 间 , 人 们 对 这 种 广义 函数 的 需要 是 迫切 的 . Bochner 和 Sobolev 分 别 在 Fourier Æ 
换 和 偏 微分 方程 的 背景 下 , 引入 了 此 概念 . 在 双 曲 方程 解 的 公式 中 , Hadamard 对 积 
分 的 “有 限 部 分 ”的 应 用 预示 了 入 们 对 广义 函数 的 需要 ; 同时 , Wiener 在 Hearyside 
演算 的 证 明 中 也 预示 到 了 这 一 点 . L.C.Young 的 “广义 曲线 ”概念 也 为 引入 “广义 
函数 ”迈进 了 一 步 . 但 是 , 正 是 Laurent Schwartz 在 40 年 代 提 出 了 广义 函数 的 概 
D. 该 概念 既 广泛 又 灵活 , 能 够 满足 偏 微分 方程 与 调和 分 析 两 种 理论 中 的 大 部 分 需 
要 . 著名 数学 家 Harald Bohr ( 即 Niels Bohr 的 兄弟 ) 首先 认识 到 了 Schwartz 广义 
函数 思想 的 价值 . 不 久 , 整个 数学 界 也 意识 到 了 这 些 ; 1950 年 的 ICM E, Laurent 
Schwartz R4 T SEAR BERK; 人 们 对 广义 函数 的 许多 抵制 也 就 最 终 消 失 了 . 

本 附录 主要 提供 了 广义 函数 理论 中 的 主干 部 分 , 许多 细节 被 省 略 掉 了 . 对 于 广 
义 函 数理 论 的 一 套 完整 讨 论 , 可 参看 Robert Strichwartz 的 书 . 


B.1 定义 和 例子 


用 Cg 表示 了 ”上 的 无 穷 次 连续 可 微 的 有 紧 支 集 的 复 值 函 数 的 全 体 . 称 CF 
ARF) {up} 收敛 于 u, 用 符号 wk 一 u 表示 , 如 果 每 个 wk 的 支 集 都 含 在 同一 个 紧 
子 集 K A, 并 且 对 每 个 多 重 指标 a = (01,02, 7,05), Dur = DY --- Daruk 一 至 
KAT Drau 其 中 D; 表示 对 变量 x; 的 偏 导数 . 

EX RCS 的 对 偶 空间 中 的 向 量 2 为 一 个 广义 函数 , 即 广义 函数 4 是 Cpe 上 的 
在 上 述 序列 收敛 意义 下 连续 的 复 值 线性 泛 沙 : 
4$ ur > u, Wl) fur) > llu). 

这 种 连续 性 等 价 于 下 面 的 条 件 . 
定理 1 设 L 为 一 个 广义 函数 ， 则 对 于 每 个 紧 子 集 K, 必 存 在 正 整 数 N = N(K) 
和 正常 数 c= cK), 使 得 对 于 支撑 在 K 内 的 每 个 Cg? 函数 us 有 
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M(u) <cluly, HP luly = max |D%u(z)|, lal = Y o; (1) 


lal<N 
证 明 ”车 不 然 , 存在 紧 子 集 K, 使 得 对 于 所 有 正 整 数 N, 都 存在 支 集 包含 在 KC 
内 的 Cse 函数 un, 使 得 Llun) = 1 和 jus] < a. 显然 , 在 序列 收敛 意义 下 , un 一 0. 


HF 为 广义 函数 , 此 时 应 有 Llun) > (0) = 0, 但 这 与 Lun) = 1 矛盾 . 口 
Fk (1) 中 定义 的 luly 为 CN 范 数 . 对 于 每 个 CH 函数 v, 定义 
£(u) — [waz = (u,v), (2) 


式 中 的 u 属于 Co. 显然 , 由 (2) 定义 的 4 是 一 个 广义 函数 , 并 且 不 同 的 v EXT 
不 同 的 广义 函数 . 如 果 我 们 将 v 与 由 (2) 定义 的 广义 函数 4 对 应 起 来 , 那么 在 此 意 
LF, 我 们 可 将 C 嵌入 到 广义 函数 空间 内 . 因此 每 个 CY 函数 就 是 一 个 特殊 的 广 
SER RC 

基于 同样 的 理由 , 每 个 广义 函数 也 可 以 看 作 是 一 个 广义 的 函数 . 在 接 下 来 的 部 
分 , 我 们 总 记 

£(u) — (u, £). 

下 面 给 出 一 些 广 义 函 数 的 例子 . 在 所 有 这 些 例子 中 , 我 们 省 略 了 广义 函数 在 序 

列 收敛 意义 连续 的 证 明 . 


例 1 Z(w) = f uvdz, v 为 任意 连续 函数 . 

例 2 ö(u) = u(0), Dirac delta “RE”. 

Bl 3 Lu) = f(D*u)vdz, v 是 任意 可 积 函数 , a 为 任意 多 重 指标 . 

fla KpAr EM Ce 函数 且 其 零点 是 单 的 : 即 若 p(y) = 0, W p'(y) £0 


O 
u)=Pv [Ya dz = lim Me) dn 


< 一 0 JIp(z)| »« p(z) 
以 后 , 我 们 将 证 明 更 一 般 的 广义 函数 都 是 由 形 如 例 3 的 广义 函数 所 构成 的 . 
EX ROAR’ 中 的 开 集 , 用 CP? 表示 支 集 包含 在 D 内 的 所 有 Co 函数 组 成 
的 集合 . D 内 的 广义 函数 是 指 , CP 上 的 在 序列 收敛 意义 下 连续 的 线性 泛 函 . 


B.2 广义 函数 的 运算 


本 节 将 证 明 如 何 将 通常 意义 下 的 函数 运算 实现 到 广义 函数 上 . 这 些 运算 T B 
"I: 
(i) T EK CH 映 入 到 自身 内 的 连续 线性 映射 ; 
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Gi) TARE T, H T RCo 映 入 自身 内 ,这 里 的 转 置 T 是 指 , 对 于 任意 

CS AM u Al v, A 

(T'u, v) = (u, Tv), (3) 
其 中 (, ) 表示 通过 (2) 将 Cge MAF A PRA TET A, 注意 , 转 置 T 由 
方程 (3) 唯一 决定 , BT 的 转 置 为 THE. 

下 面 两 个 关于 转 置 的 运算 法 则 是 显然 的 , 也 是 十 分 有 用 的 . 

i) # TA S 有 转 置 , 则 aT+bS 也 有 转 置 旦 (aT - dS) — aT +bS.. 

(ui) TS 的 转 置 为 ST. 
定理 2 ( 延 拓 定理 ) KTA T ACS 到 其 自身 内 的 连续 线性 映射 且 它们 互 为 转 
置 ， 则 对 于 任意 广义 函数 CL, 公式 

(T'v,£) = (v, T£) (4) 
定义 了 广义 函数 TI. 

证 明 HT 的 连续 性 , 容易 证 明 (4) 的 右边 关于 变量 v 是 线性 和 连续 的 ， 口 
习题 1 证 明 : 若 全 和 S, dE Xy CK 到 其 自身 内 的 两 个 连续 线性 映射 是 可 换 的 , 则 
作为 广义 函数 间 的 线性 映射 , 它们 也 是 可 换 的 . 

说 明 一 点 , 若 恰好 属于 0%, 则 由 (4) 定义 的 广义 函数 TE 与 原来 的 一 样 . 现 
在 , 我 们 给 出 几 个 有 趣 的 带 转 置 的 线性 算 子 的 例子 . 

例 5 设 上 为 Cee MM, TAC 上 的 由 上 所 作 的 乘法 算 子 . ER, T 的 转 置 正 是 
T AH. 
Bic KT=D, 即 对 变量 z; 的 偏 导数 . ER TA CO 到 自身 内 的 连续 线性 映 
8 H T --rT. 
#7 2 (Ta.u)(z) = ula — x), Bl T, AH o 所 定义 的 平移 . BR, T, X CH 到 
自身 内 的 连续 线性 映射 且 T, A —o 所 作 的 平移 . 
例 8 4 (Ru)(z) = ul-r); 显然 
R=R. 

例 9 设 t 是 一 个 有 紧 支 集 的 连续 函数 , $ Tu 为 二 与 上 的 卷 积 : 

Tu(z) = (t+ u(x) = | toule -v) dy (5) 
显然 , TA Cg 到 Coe 内 的 连续 线性 映射 . 转 置 T 是 由 Rt 所 作 的 卷 积 算 子 . 

由 延 拓 定理 和 例 9, 我 们 同样 可 以 定义 广义 函数 4 CH 函数 u 之 间 的 卷 积 
£u, 它 是 一 个 广义 函数 . 我 们 断言 , u 实际 上 是 一 个 Cx 函数 . 要 证 明 此 断言 ， 
注意 到 , 假若 (5) 的 右边 像 (2) 那样 解释 , 那么 对 于 t 为 广义 函数 € 的 情形 , 经 典 的 
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卷 积 公式 (5) 也 是 有 意义 的 : 

(£* u)(z) = (uz; £), (6) 
其 中 wz 表示 函数 uly- c). BR, 作为 CH 中 的 函数 , us 是 z 是 连续 可 微 函 数 . 
WE, (ur, £) 是 r 的 一 个 Ch BR. 


例 10 WU ó:R'"—R"J C^ RAH o ER" 中 的 紧 集 映 为 紧 集 ; 假设 o 是 可 
WH, 并 且 o 的 逆 v 与 o 有 相同 的 性 质 , 则 映射 T: 
(Tu)(z) = u(¢(z)) 
A CS 到 其 自身 内 的 连续 线性 映射 , 且 THRE T 由 条 件 
(T'v)(y) = v(v(y))J(y) 
给 出 , 其 中 J 为 yw 的 Jacobian 行列 式 ; T 是 CF 到 其 自身 内 的 连续 线性 映射 . 


对 于 这 些 例子 , 我 们 应 用 延 拓 定理 给 出 广义 函数 的 运算 : 

(i) Ce。 函数 和 广义 函数 的 乘积 是 一 个 广义 函数 : 

(ii) 广义 函数 的 任意 阶 导数 是 一 个 广义 函数 ; 

(ui) 广义 函数 的 平移 是 一 个 广义 函数 ; 

(iv) 广义 函数 与 0° 函数 的 卷 积 是 一 个 Co 函数 ; 

(v) 广义 函数 与 可 道 Coo 映射 的 复合 是 一 个 广义 函数 . 

男 一 方面 , 无 法 定义 两 个 广义 函数 的 乘积 , 也 无 法 定义 广义 函数 与 不 可 逆 Coo 
映射 的 复合 . 特别 地 , 无 法 定义 , 诸如 562(z) 或 d(x?) 等 . 但 是 , 有 一 种 方式 可 以 定 
义 无 公 共 变 量 的 两 个 广义 函数 的 乘积 . 


习题 2 Kil, E 4i 和 ta 分 别 是 两 组 不 交 变 量 zi,……,zm 和 y un 的 广义 函 
数 , 则 它们 的 乘积 Ll 可 以 定义 为 RI 上 的 广义 函数 . 特别 地 ， 
0(zl)b(zz) mie -Ölzn) 一 0(Zl1，， s ida): 


习题 3 HER 上 的 广义 函数 的 一 阶 导数 : 
(a) Ku) = Sulz)laldz; 
(b) = = PV [u(e)/zdz; 
(c) &(u =f". u(x) dz; 
(d) Po = ó(u) = u(0). 


B.3 广义 函数 的 局 部 性 质 


回忆 一 下 , 连续 函数 f 的 文集 是 指 , 满足 f(z) 40 的 所 有 z 组 成 集合 的 闭 包 . 
对 于 广义 函数 , 同样 可 以 有 类 似 的 定义 . 首先 我 们 从 函数 支 集 的 一 个 等 价 刻画 开始 . 
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函数 f 的 支 集 在 其 定义 域内 的 补 是 使 得 f 在 其 上 取 值 为 0 的 最 大 开 集 . 我 们 
先 给 出 开 集 上 为 0 的 广义 函数 的 概念 . 
定义 ” 称 广义 函数 4 ERE G LAE, 如 果 对 于 支 集 包含 在 G 内 的 所 有 Cy BH 
数 u, £(u) = 0 成 立 . 
引 理 3 ”车 广义 函数 人 在 开 集 G1 和 G2 LAK, Ml 在 并 集 G1UG2 上 也 为 零 . 

证 明 ”由 定义 , 对 于 支 集 含 在 G1 U G2 内 的 所 有 CH 函数 u, 要 证 明 £(u) = 0. 
为 此 , 我 们 只 需 证 明 , 这 样 的 函数 u 存在 分 解 u = wi + uo, 其 中 u 的 支 集 含 在 Gi 
Aus 的 支 集 含 在 Gs。 A. 证 明 如 下 . 由 于 u 的 支 集中 的 每 一 点 zx 属于 Gi B Go, 
所 以 我 们 可 以 构造 函数 he 满足 下 列 性 质 : 

(i) 对 于 所 有 的 y, hz(y) > 0; 

(ii) hz 为 C” AR; 

(iii) hz(z) > 0; 

(iv) he WRAL Gi 或 Go 内 . 

由 满足 hj(y) > 0 的 所 有 y 构成 的 集合 是 一 个 含有 r 的 开 集 . 因此 , 所 有 这 样 
的 开 集 形成 了 支 集 的 一 个 开 覆 盖 ; 由 紧 性 , IUBE E EE EH IR T PR 

上 述 有 限 子 覆 盖 对 应 了 有 限 个 函数 ha. 令 hi 表示 这 有 限 个 函数 中 支 集 含 在 
G1 内 的 所 有 函数 之 和 , > h 表示 支 集 含 在 Go 内 的 所 有 函数 之 和 , W hi + ha 在 
u 的 支 集 上 取 正 值 . 令 


uj 


hi ha 
htm "UU Eh; 
ER, u 和 u: 的 支 集 分 别 含 在 Gi 和 Ga A, u 和 us 为 CF AM E u= ua us. 
由 题 设 , 4 ERE Gi M G5 LAS, 所 以 
(u, £) = (u1 + u2, £) (u1, £) + (ue, £) = 0. g 


借助 于 上 述 引 理 , 若 4 在 有 限 个 开 集 Gi, G2, Gs EX 0, 则 £ 在 他 们 的 并 
集 上 也 为 0. 我 们 断言 , 此 结论 对 于 一 族 开 集 {Gi} 仍然 成 立 . 为 此 , 我 们 须 证 , # u 
的 支 集 含 在 U Gj A, 则 eu) = 0. 此 事实 是 支 集 的 紧 性 和 已 知 结论 的 直接 推论 . 

设 4 是 一 个 广义 函数 , 由 上 述 结论 , 则 e 在 其 上 为 0 的 所 有 开 集 的 并 集 是 一 个 
仍然 具有 此 性 质 的 最 大 开 集 . 此 开 集 的 补 定义 为 上 《的 支 集 . 

由 支 集 的 定义 , 下 面 的 定理 是 显然 的 . 
定理 4 设 ! 是 一 个 广义 函数 , u 是 一 个 CC BK Hu 和 上 的 支 集 不 交 , 则 
£(u) = 0. 


习题 4 ER: 若 《 是 一 个 有 紧 支 集 的 广义 函数 , w 为 C8e BH, 则 lew 是 一 个 
Cg? ER. 


习题 5 证 明 : HL 和 m 是 两 个 广义 函数 , 并 且 其 中 有 一 个 广义 函数 的 支 集 是 紧 
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的 , 则 它们 的 卷 积 Co 有 意义 , 且 也 是 一 个 广义 函数 . 


习题 6 证 明 : 若 f 为 C8 函数 ,为 广义 函数 且 FL = 0, 则 4 在 开 集 {z: f(x) #0} 
上 为 0. 


习题 7 证 明 : 广义 函数 E 的 导数 的 支 集 包 含 在 的 支 集 内 . 


广义 函数 Dirac 6 的 支 集 为 单 点 集 {0}. 因此 , 由 习题 7, 5 的 所 有 导数 的 文集 
也 是 单 点 集 (0). RZ, 有 下 列 定理 . 
定理 5 支 集 为 单 点 集 {0} 的 广义 函数 上 都 形 如 

t= > c,D^6 
jals N 

的 形式 , HPN 为 正 整 数 ,ca ALK. 

证 明 ”我 们 需要 下 列 引 理 . 
引 理 6 设 & 是 一 个 支 集 仅 含 原 点 的 广义 函数 , 则 存在 整数 N, 使 得 对 所 有 CH BH 
Ku, 只 要 以 及 其 所 有 p 阶 导 数 (1 < p & N) 在 原点 的 值 都 是 0, LA Au) = 0. 

WR f(z) 为 具有 如 下 性 质 的 C” 函数 : 

0, |z| < l, 
fe | 1, 2> |zl. 
对 任意 CF KA u, 9 v= (1 一 fj)u， 因 为 当 |z| < 1 Bf, fu = 0, 所 以 由 定理 4, 
£(fu) = 0. 因此 
£(v) = £(u) — (fu) = £(u). 

这 证 明了 我 们 只 需 考 虑 支 集 包含 在 球 |z| < 3 内 的 函数 u. 定理 1 蕴含 了 这 样 的 函 
Eu 在 某 个 CN 范 数 下 连续 . 

对 任意 正 实数 k, 定义 函数 fr: fk(z) = flkr). 令 wk = fru. 我 们 断言 大 一 oo 
时 , wx 在 CN 范 数 下 趋向 于 u 由 f 的 性 质 , f(z) 在 |z| > 2/k 上 取 值 是 1, 所 以 
ur(z) = u(x). 我 们 要 估计 wx 及 其 导数 在 |z| < 2/k 内 的 值 . 由 于 u 及 其 p 阶 导 数 
(p< N) 在 z=0 AEA 0, MUAS [8| < N 时 ， 


IDPu(z)| = O(|z| V*1-18!). (7) 
因此 , 在 |z| < 2/k 内 ， 
IDPu(z)] = O(kI8I-N 1), (8) 
经 计算 , 得 
D?u, = D? fru = 2. (5) DP f, Du. (9) 


因为 f(z) = f(kz), 所 以 |D? f.(z)| = OKI), 复合 该 方程 与 (8) 和 (9), 8840168 88, 
在 |x| < 2/k 内 , |D*uy(z)| = O(klel-N-1). 又 wk(z) 在 |z| > 2/k 上 恒 等 于 ulz) 所 
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以 {ur} 在 CN 范 数 下 收敛 于 u. 因此 , 定理 1 蕴含 了 Lur) 收敛 于 Lu). 注意 到 fi 
和 wx 在 原点 为 心 的 球 内 为 0. 因此 , 由 定理 4, (up) = 0. 此 时 £(u) = lim (wx) = 0. 
口 


设 w 和 wo 为 两 个 Cge 函数 且 us uo 及 其 所 有 p (p< N) 阶 导数 在 z = 0 点 
的 值 相等 , 则 由 引 理 6, Eur) = Alu). 换 句 话说 , L(w) 的 值 仅仅 依赖 于 v UR u 的 
所 有 p (p< N) 阶 导数 在 z = 0 的 取 值 . 因此 , £ 有 形式 : 

Ku)= J, as D^(u) lo - 


la] <N 


定理 5 的 结论 仅仅 是 此 关系 的 一 种 重 述 . 口 
定理 7 具有 紧 支 集 的 广义 函数 上 有 如 下 形式 : 


t= >  D*go, 
lalsL 
其 中 ga 为 连续 函数 , 工 为 某 一 个 整数 . 
证 明 令 h 是 一 个 C8 函数 , HAA 在 包含 4 的 支 集 的 某 个 开 集 上 恒 等 于 1. 
由 定理 4, 对 任意 u € CS, Lu) = (hu). 
因为 对 任意 u € CS, hu Æ h 的 支 集 外 取 值 为 0, 所 以 由 定理 1, 存在 某 个 正常 
数 c 和 整数 N 使 得 对 任意 u € CS, 成 立 
£(hu) < c |hu|w. 
ER, |hulv € kluln, 式 中 的 大 是 仅仅 依赖 于 h 的 常数 ， 因 此 , 存在 某 个 正常 数 q 
和 整数 N, 使 得 对 任意 u € CS, 
|£(u)] < qluln- (10) 


Iul - ( X [osa (11) 


ja|<M 
用 Hy 表示 空间 CY 在 此 范 数 下 的 完备 化 . 显然 , HEN ulu 来 源 于 一 个 数值 
AR, RIA (,)xw 表示 . 因此 Hu 是 一 个 Hilbert 空间 .由 Riesz-Fréchet 定理 ， 
Hy 上 的 每 个 连续 线性 泛 函 都 是 内 积 的 形式 : 
(u, g)m; ge Hy. (12) 

事实 上 , Hy 正 是 第 5 AMAR Sobolev 空间 WM. 

由 Sobolev 不 等 式 ( 参 见 文献 Adam 的 书 第 5 3€), 存在 仅仅 依赖 于 u 支 集 的 体 
积 的 常数 c, 使 得 


引入 新 范 数 


TL 
luv €&cilulu, N<M- 2 (13) 


由 (13), 每 个 CY 函数 的 Hu 范 数 下 的 Cauchy Fil {ur} 也 是 一 个 C^ 范 数 
下 的 Cauchy 列 . 因此 , 这 样 的 列 {ur} 收敛 于 一 个 CN BM u 这样 我 们 建立 了 
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一 个 从 Hilbert 空间 Hu 到 空间 CN 内 的 一 一 映射 ; 从 而 , 我 们 可 以 将 Hw BON SU 
CN 内 . 
由 (10) 和 (13), Elu) < eq llulla. 因此 , Ku) 为 Hm 上 的 有 界线 性 泛 函 , 从 而 存 
在 ge Hm, 使 得 对 于 任意 ve Hu, 有 
tu) = (u.g)u = 2, (D^u, D*9). 
jals M 
注意 右边 可 以 重 写 为 
u) = Y (79^ Dg) = (u, '(- D^ D?g), 
这 里 D?eg 表示 9 的 广义 函数 导数 . 因此 
e= > (-1)'l Dg. (14) 
由 于 g 属于 Hm, 所 以 g 是 一 个 CN 函数 . 这 样 , (14) 正 是 的 如 定理 7 所 述 的 一 
种 表示 , 其 中 LL =2M -N. = 
下 面 的 结果 显示 , 就 像 通常 的 函数 一 样 , 在 相差 一 个 常数 的 情况 下 广义 函数 由 
其 一 阶 导 数 决 定 . 
定理 8 AGAR 中 的 连通 开 集 ,L AR 上 的 广义 函数 . X4 的 所 有 一 阶 偏 导 
AK D; 在 G 内 为 0, 则 人 在 G 内 为 常数 . 
证 明 “SCE GG 内 为 常数 ”是 指 , 存在 常数 c, 使 得 对 支 集 含 在 G 内 的 任意 函 
ou, 下 式 成 立 
£(u) 一 cf ude. (15) 
我 们 将 用 到 下 列 引 理 . 
引 理 9 ik b(z) 为 任意 一 个 支 集 含 在 单位 球 |z| < 1 内 的 CH BH, A f bdz = 1 
令 天 为 任 一 正 数 , 定义 bur) = k^b(kz), 则 对 任意 广义 函数 L, Lk = b * l 在 下 列 意 
AFIAT £, 即 对 任意 Cg? X u, 3$ k — oo n}, {Lk(u)} aF Lu). 
证 明 ”不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 b 有 对 称 性 : 8( 一 x) = bir), 从 而 bk 也 有 对 
称 性 . 因此 , Coe 上 的 由 bi 作 的 卷 积 算 子 是 其 自身 的 转 置 . 由 建立 在 延 拓 定理 基础 
之 上 的 卷 积 by + 的 定义 , 对 每 个 Coe 函数 u, 有 


br(u) = (by * £)(u) = (by * £, u) = (bk * u, £). (16) 
容易 证 明 ( 见 11.1 7), Cge 函数 列 (bu) KAF u, 从 而 {Ebr u)) 收敛 于 Cu). 
因此 , 引 理 的 结论 由 (16) 得 到 . 口 


Cj? 函数 空间 上 的 卷 积 运算 和 微分 运算 交换 . 因此 , 由 习题 1, 作为 广义 函数 空 
间 上 的 运算 , 它们 也 是 交换 的 : 
Dj;(b* m) = (Djb) «m, 
其 中 5 为 Ce 函数 , m AS KBR. 
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习题 8 证 明 : 
Dj(b* m) = b* Djm, 
其 中 5 为 任意 C8 BH, mm 为 任意 广义 函数 . 


引 理 10 设 b 是 一 个 0F 函数 且 支 集 含 在 以 原点 为 心 , Ar 为 半径 的 球 内 , Om 
为 任意 广义 函数 , 则 对 于 bem 的 支 集 内 的 任意 r, 存在 m. 支 集 内 的 点 y, 使 得 工 
fe y 的 距离 <r. 


习题 9 证 明 引 理 10. 


设 b(z) 满足 引 理 9 的 题 设 条 件 , 令 b RI £L 同 引 理 9 中 的 定义 . 由 习题 8, 得 
Djtx = Dj(by * £) = by * De. 

由 假设 , by 的 支 集 被 限制 在 以 原点 为 心 、 以 1/k 为 半径 的 球 内 . 再 根据 定理 8 的 题 
设 , D; 的 支 集 含 在 G 的 补 集 内 . 因此 , 由 引 理 10, Di 在 Gk 内 为 0, 其 中 Gi 是 
G 中 到 G 的 边界 的 距离 大 于 1/k 的 点 组 成 的 点 集 . 

Bu 是 支 集 S AEG 内 的 Co 函数 . 由 于 G 连通 , 不 难 证 明 , 存在 正 数 d, 使 
得 S 中 的 任意 两 点 都 可 以 用 G 内 的 到 G 边界 距离 不 小 于 d 的 多 边 形 道路 P 连接 
起 来 . 令 上 为 充分 大 的 正 整数 , 使 得 上 > 1, 则 满足 条 件 的 多 边 形 道路 P 位 于 Gr 
内 . 这 样 4 的 所 有 偏 导 数 Di 在 P 上 为 0, 从 而 £ dE P. 上 为 常数 , 且 该 常数 与 
S 中 的 点 无 关 , 记 此 常数 为 cr. 因此 , 由 (2), 得 

£k(u) = f «922 = ox | ude. 


根据 引 理 9, 34 k 一 oo 时 , 左边 趋 于 £(u), 从 而 右边 的 极限 存在 . W u 使 得 [udz Z 
0, N) {cr} WM. 令 c 为 其 极限 . 易 证 , c Fu 无 关 , 从 而 得 到 (15). 口 


定理 11 设 9 为 连续 函数 , 并 且 g 在 广义 函数 意义 下 的 导数 Dig 为 连续 函数 , 则 
Djg 不 仅 是 9 的 广义 函数 意义 下 的 导数 而 且 还 是 经 典 意义 下 的 导数 ， 

WEBB ”由 引 理 9, g 是 Cx 函数 列 (ox) 在 广义 函数 意义 下 的 极限 , 其 中 — 
burg. 由 于 求 导 运算 与 卷 积 运算 可 换 , 所 以 Do = bk * Dig. 又 g 和 Dig WEA 
数 , 所 以 {ox} 和 (Dg) 分 别 在 紧 集 上 一 致 收敛 于 g 和 Dyg: 参见 11.1 节 . 由 计算 

b 
ilb) soda) = / D;gk dz. 
4 k — oo, 得 
b 
g(b) — g(a) = / D;gdz;, 
因此 D;g 是 g 在 经 典 意义 下 的 导数 T 


定义 ” 称 广 义 函 数 6 为 正 的 , 如 果 对 每 个 非 负 CF 函数 u, Au) > 0. 
下 面 是 几 个 正 广义 函数 的 例子 . 
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例 11 非 负 连续 函数 4. 
例 12 /-ó(r-a). 
例 13 Lu) = fudm, 其 中 m 为 测度 . 


引 理 12 ik £ 为 正 广义 函数 , KAR" 中 的 紧 子 集 , 则 存在 常数 c 使 得 对 支撑 在 
K 内 的 每 个 CO Bak u, |t(u)| < clulmax. 
WA 设 p 是 一 个 在 K 上 取 值 为 1 的 非 负 CF 函数 . Ou 是 一 个 支 集 含 在 
K 内 的 CF 函数 , 则 对 于 每 个 zx， 
u(z) < |u| max p(z). 
由 于 2 为 正 广义 函数 , 所 以 L(w) € lulmaxt(p). 284008, u(z) 和 Julmax p(x), 从 而 
—£(u) < lulmax£(p). & c = Lp), 则 引 理 12 中 的 不 等 式 成 立 . 口 


借助 不 等 式 Lu) < clulmax; 由 连续 性 , 我 们 可 以 将 线性 泛 函 上 延 拓 到 有 紧 文 集 
的 连续 函数 空间 上 . 该 延 拓 后 的 泛 函 仍 是 正 的 . 
根据 Riesz-Kakutani 表示 定理 ( 见 附录 A), 具有 紧 支 集 的 连续 函数 空间 Co 上 
的 每 个 正 线性 泛 函 都 可 以 表示 成 在 某 个 测度 下 的 积分 形式 . 因此 , 如 下 定理 成 立 . 
定理 13 每 个 正 广义 函数 都 是 一 个 测度 : 
£(u) — fuam. 


BA 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 


对 于 平面 内 的 光滑 有 界 域 D, 我 们 在 第 9 章 构造 了 Green 函数 的 正则 部 分 g. 
对 D 内 的 任意 一 点 q, g = g(p;q) 为 p 的 调和 函数 , HEE D 的 边界 上 , g HRA 
等 于 In |p — ql. £ In|p — q| — g(p, q) 为 Green AR G(p,q). 我 们 要 证 明 , Green K 
数 在 广义 函数 意义 下 满足 方程 
AG = 2nó(p — q), 
其 中 A JJ Laplace HF ^ = D2 + D2, z fly 为 p 的 Cartsian 坐标 . 由 于 Green 
函数 的 正则 部 分 满足 Ag = 0, 所 以 我 们 只 需 证 明 


A In yz? + y? = 2xó(z, y), (17) 
这 里 我 们 已 令 g = 0. 
证 明 由 广义 函数 导数 定义 , (17) 意味 着 : 对 任意 C 函数 u, 下 式 成 立 
fa plAudrdy = 2nu(0). (17) 


要 证 明 (17), 我 们 将 其 左边 写成 积分 
/ In |p|Au d zd y (18) 
Ipl2e 
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在 < 一 0 下 的 极限 形式 . 用 分 部 积分 , 将 (18) BEA 
|,“ In [p])u d zd 22 In piönuds- | (5. In |p|)u d s, (18^) 

这 里 8， 表示 在 区 域 jp| > e 的 边界 上 的 外 法 向 导数 , 即 在 |p| =e E, On = —O/Or, 
其 中 ”= 四. 

因为 njp| 为 p #0 的 正则 调和 函数 , 所 以 对 每 个 p, |p| > e, A Alnlp| = 0. 
因此 (18^) 中 的 二 重 积分 为 0。 对 于 (18) 中 的 第 一 个 曲线 积分 ， 其 绝对 值 小 于 
2cne| ln e|, 这 里 的 常数 cH | Ou | 的 上 界 , 所 以 当 e — 0 BT, 该 曲线 积分 趋 于 0. 对 
于 第 二 个 曲线 积分 , 注意 到 


1 
0, ln |p| = -2 nr= m 


在 圆周 |p| =e E, EXSET 1. Xu zum | p |= e 上 每 点 的 值 等 于 u(0)+0(e). 
此 , 当 e 趋 于 0 时 , (18^) 中 的 第 二 个 曲线 积分 趋 于 2nu(0). 综 上 所 述 , (17) 成 立 . O 


广义 函数 在 偏 微分 方程 理论 中 的 应 用 首先 是 证 明 广 义 函 数 解 的 存在 性 , 然后 再 
证 明 此 解 为 Cee 函数 . 下 面 给 出 一 个 例子 , 简单 地 看 一 看 第 二 步 是 如 何 进行 的 . 该 
例子 是 Weyl 经 典 结果 的 一 个 推广 . 
定理 14 KLAR" 中 的 开 集 DD 内 的 广义 函数 ,， HAZ Laplace 方程 AL = 0, 则 
LAD AH CT 调和 函数 . 

证 明 ”本 定理 的 证 明 建 立 在 下 面 引 理 的 基础 上 . 

引 理 15 ik f AR” 上 的 球 对 称 函 数 ,n > 2, 即 f(z) = g(|z|). 假设 f(x) 在 |zl 2 R 
上 为 0, 并 且 


f fae = 0, [ re: E ID (19) 
则 存在 球 对 称 C™ AA h, 使 得 A(x) A jz| > RERA 0, FA 
Ah = f. (20) 
WERB ”将 要 确定 的 函数 h WA A(x) = plr). FARRAR AR r, 将 (20) BA 
Ah = p” + p = g(r), (207) 


这 里 ' 表示 对 > 的 导数 . 用 r R (20') 两 边 , 整理 后 得 
(ripy = g(r)". 
两 边 积分 , 得 
r”-ip (r) = [ sn 1g(s)ds. (21) 
我 们 断言 , Sr> R 时 ,右边 为 0. 事实 上 , g(s) = f(z), 所 以 右边 可 重 写 为 


I... f(z)dz. 
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由 (19), ERE r > R LW 0. 这 是 因为 , f 的 支 集 包含 在 以 原点 为 心 , UR 为 半径 
的 球 内 . 
用 rr- ER (21) 两 边 , 然后 积分 得 


p(r) = f p [ sn 1g(s) d sdt. (22) 


我 们 再 断言 , pt>) 在 7 > R 时 , 取 值 为 0. 要 证 明之 , 将 (22) 右边 用 分 部 积分 . ER 
Bll r > RE, p'r) = 0, 所 以 我 们 有 


p(r) = 


: f tg(t)dt. 
n— 2 0 


/ lzj2-= f (2) de, 
\z\<R 


因为 f 的 支 集 含 在 |r| < RA, 由 (19), 此 积分 为 0. 
下 面 , 我 们 证 明 A 是 Coo 函数 . 首先 , 由 (21), 我 们 不 难 证 明 , p 是 0° 函数 . 
将 x =(r,0,---,0) 代入 f(x) = g(Ixl), 得 
f(r,0,--+,0) = g(Ir]). 
此 证 明了 g(r) 可 以 被 延 拓 为 整个 及 上 的 偶 Coo 函数 . 由 (20^), p(r) 也 可 以 延 拓 为 
整个 及 上 的 偶 Co 函数 . 因此 p 在 r = 0 点 的 所 有 奇数 阶 导 数 为 0. 由 此 不 难得 
到 , plr) = g(r2)， 其 中 q 为 Co» 函数 . 因此 A(z) = p(|z|) = q(|x]?) 也 是 Coo 函数 . 
口 


重 写 此 积分 为 


习题 10 MH n —2, 叙述 并 证 明 引 理 15. 


现在 我 们 转向 证 明定 理 14. 像 引 理 9 一 样 , 用 Ce RABI 7. 取 n 22, 2 
b 为 支撑 在 |z| < 1 上 的 且 满 足 条 件 : 
J ox = 1; nar = (23) 
的 球 对 称 Cs 函数 . 同 引 理 9 一 样 , 定义 函数 dy (m) = k"b(kz). 易 见 , 这 些 函 数 也 
满足 条 件 (23): 
] «cx E f iens =(. (23^) 
由 假设 , b (x) 的 支 集 限 制 在 以 原点 为 心 , UA t 为 半径 的 球 内 . EL = be*l 可 以 
看 作 是 定义 在 D, 上 的 Co» 函数 , 其 中 Di 表示 D 中 到 D 边界 的 距离 > i 的 所 
有 点 组 成 的 集合 . 由 公式 (6), 对 D 中 的 y, 
£k(y) = (bi. y, £), 
其 中 bi, y (c) = be (y = 2j. 对 比 这 两 个 函数 : 
€x(y) — £m(y) = (bk,y — bm,y, £). (24) 
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注意 到 , KE br, —Omy 关于 y 球 对 称 , 其 支 集 包含 在 以 y AL, VAR 为 半径 的 球 内 ， 
这 里 R = max(+, i). 因此 , 由 (23°), 每 个 bey — bm,y 都 满足 条 件 (19)， 再 由 引 理 
15, 它们 都 是 Ce 函数 h YE Laplace HF FIR: 

Ah = by — bm: 
其 中 h 是 关于 wv 的 球 对 称 函 数 , 且 h 的 支 集 限 制 在 以 y AD, 以 R 为 半径 的 球 内 . 
重新 整理 (24), 得 

&(y) 一 £m(y) = (Ah, £). 

由 定理 2. 将 上 式 右边 重 记 为 (h, Al). 因为 Al = 0, 所 以 (h, A£) = 0. 因此 , 对 D 
内 的 每 点 y, 只 要 km > 1, 就 成 立 lly) = Lm(y), 其 中 d 表示 y 到 D 的 边界 的 距 
离 . 该 事实 蕴含 了 , 在 D 内 的 每 个 紧 子 集 上 , 4 k 充分 大 时 , L 并 不 依赖 于 k. 由 
引 理 9, Cee 函数 bi 依 广义 函数 收敛 于 e. 因此 e 为 D 内 的 Coe 函数 . o 


对 于 Ce 系数 的 椭圆 偏 微分 方程 的 解 , 定理 14 仍 就 成 立 . 
就 可 微 性 而 言 , 双 曲 偏 微分 方程 的 解 是 十 分 不 同 的 . 再 举 一 个 简单 的 例子 , 如 
一 维 空间 上 的 波动 方程 
Utt — Wzz = Q. (25) 
每 个 形 如 
u(x,t) = f(x +t) + g(x — t) (26) 
的 函数 都 是 (25) 的 解 , 其 中 f A g 为 两 个 二 阶 可 微 函 数 . 反之 , 波动 方程 (25) 的 
所 有 二 阶 可 微 的 解 也 都 具有 这 种 形式 . 要 看 到 这 一 点 , 重 写 (25) 为 
(D, + Dz)(ut—uz) = 0, (Di— Dz)(ut + ur) = 0. 
由 这 两 个 方程 , 我 们 分 别 得 到 
Uut—ug-a(r—t) uid ugz-b(r-t), 
其 中 a Alb 为 一 阶 可 微 函 数 . 将 这 两 式 相 加 , 再 积分 , 则 (26) RZ. 
广义 函数 解 的 情形 又 如 何 呢 ? 我 们 断言 , 对 任意 单 变量 广义 函数 £m, 
u=l(ze+t)+m(r-t) (26’) 
为 广义 函数 意义 下 的 波动 方程 的 解 . EU SS, HERE B2 节 中 的 例 o, 
(x +t) Al m(z — t) 可 被 定义 为 z,t 的 广义 函数 , 并 且 它们 的 偏 导数 可 由 链 法 则 计 
算得 到 . 


习题 11 完成 上 述 证 明 ， 
进一步 地 可 以 证 明 , (25) 的 每 个 广义 函数 解 都 形 如 (26^). 
习题 12 EHR- P. 


波动 方程 的 广义 函数 解 有 何 用 呢 ? 用 途 非 常 多 ! 举 一 个 由 波动 方程 控制 的 声音 
传播 的 例子 . 牛角 的 号 角 声 可 由 形 如 (26') 的 解 来 刻画 , 此 时 的 函数 4 和 mm 在 一 个 
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区 间 7 上 取 值 为 常数 c, 在 工 外 取 值 为 0. 
广义 函数 的 其 他 应 用 可 在 7.2 节 和 文献 Lax(1955) 中 找到 . 


B.5 Fourier 变换 


WH, 我 们 已 经 看 到 了 cg 函数 空间 是 许多 算 子 的 自然 定义 域 , 如 微分 算 子 . 
可 是 , 对 于 其 他 相当 重要 的 算 子 ， 如 Fourier 变换 , 该 函数 空间 又 太 窗 了 .， 要 考虑 
Fourier 变换 , 我 们 用 S 表示 如 下 更 大 的 函数 类 . 

SER 上 的 满足 如 下 条 件 的 所 有 复 值 Coo 函数 u 组 成 的 空间 . 在 jz| 一 oo 
F, u, 连同 其 各 阶 偏 导 数 , BT 0 的 速度 比 |z|-! POE TE REAR. 也 就 是 说 , 函数 
u 属于 S, 当 且 仅 当 对 任意 多 重 指数 标 a 及 任意 正 整数 b, 


| lim lz? Deu(z)| = 0. (27) 
对 多 重 指标 a 及 正 数 b, 定义 范 数 
llss = max |2|*|D°u(2)| (28) 


此 时 , 我 们 可 将 S 看 作 是 使 得 每 个 范 数 (28) 都 有 限 的 所 有 Co 函数 v 的 集合 . 
习题 13 AGE HK (28) 的 有 限 性 蕴含 了 (27). 
定义 ”我 们 称 S 中 的 函数 列 {fuw} 收敛 于 u, 如 果 对 任意 指标 a KIER b, 


lim |un — uloa = 0. 


EX WS 中 的 函数 u, v, 定义 它们 之 间 的 距离 
d(u,v) = V. 1 _llu — vlla (29) 


2b+lal 1 + ||u — v|[o,o 


这 里 的 和 取 遍 所 有 多 重 指标 a 和 所 有 正 整 数 b. 


习题 14 (a) 证 明 {un} 收敛 于 u, YENY d(un,u) 一 0. 

(b) 证 明 由 (29) 定义 的 d(u,v) 满足 三 角 不 等 式 . 

(c) 证 明 在 距离 (29) 下 , S 是 一 个 完备 的 距离 空间 . 

(d) 证 明 S 为 线性 空间 . 

(e) 证 明 在 距离 (29) T, Cg? 函数 空间 在 S 内 稠密 . 
EX 5 的 对 偶 S' 是 由 S 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 2 组 成 的 (线性 ) 空间 ; 4 的 连续 
性 意 指 , 即 

4 limu, = u, 则 lim Z(u,) = (u). 

AA Cg 是 S 的 子 空间 , 所 以 S ERREZE 4 在 CF 上 的 限制 是 Ce 上 的 线 
TES BR. 
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SJ 15 (a) RC 属于 S 的 对 偶 S", 则 限制 在 CH E, LEBI 节 定 义 的 收敛 意 
义 下 连续 ， 

(b) HS 中 的 泛 函 £m £z m, 则 限制 在 Co E, LAm. 

因此 , 由 习题 (15), S 中 的 每 个 元 都 是 广义 函数 , 称 为 温和 广义 函数 . 像 以 前 
一 样 , LES’, u € S, 我 们 采用 符号 Au) = (u,£). 

下 面 是 几 个 温和 广义 函数 的 例子 . 


例 14 有 紧 支 集 的 广义 函数 . 
例 15 车 在 jz| 一 ee F,v(z) 的 增长 速度 比 jz| SEP ES, W Au) = [vude 为 
温和 广义 函数 . 
现在 , 我 们 再 回 到 本 节 的 主题 上 来 . 
定义 对 35 中 的 函数 其 Fourier 变换 , 用 F(u) BURN, 定义 为 


1O = (PUE) = Garay | wet" de. (30) 
习题 16 证明 |Fulmax < (22)? July. 


定理 16 FAS 到 自身 内 的 连续 映射 
证 明 由 (30) 中 的 积分 Fu 关于 SA 

D? Fu = F((iz)*u). (31) 
对 S 中 的 函数 u, 由 于 |z| 一 oo 时 , reu 趋 于 0 的 速度 比 |z| FET REAR, 所 
以 ceu 属于 LI. 因此 对 任意 指标 o, D° Fu 连续 , 进而 Fu 是 C^ ARM. 要 证 Fu 
属于 S, 对 (30) 右边 用 分 部 积分 得 : 对 于 任意 多 重 指标 8, 

EP Fu = F((iD)Pu). (32) 
结合 (31) 和 (32), 得 

£8 D? Fu = i**? F( DÓz*«), 

这 证 明了 Ef De Fu 是 形 如 z^ Dou 函数 的 Fourier 变换 的 线性 组 合 . 又 z^ D^u 属于 
L!, 所 以 习题 16 BAST AERE] Fourier 变换 在 R ABR. 故 了 属于 S. oO 


习题 17  iXübu Fu X S 8| S 内 的 连续 映射 . 


下 述 定理 总 结 了 Fourier 变换 与 R" 上 的 通常 运算 之 间 的 关系 . 
定理 17 
(i) FARR" 上 的 平移 变换 变 为 elo 作 的 乘法 作用 , 即 若 令 (Tauj(z) = ule — 
a), W) 
FT,u=e*§ Fu, TuFu= Feriez,. 
(ii) (i) 的 无 穷 小 形式 成 立 : 
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FiDju= €;Fu, D;Fu= Firju. 
(ii) F 55/5 5 693€ E AA (Ru)(z) = u(r) 定义 的 反射 R 交换 . 
(iv) RA A R” 5| R^ 上 的 可 逆 映 射 ， ^ uaA(r) Am u(Ar), R) 
Fu, = ide evar Fe u)B, 
其 中 B=(A!. 
习题 18 证 明定 理 17. 
习题 19 证明 S 内 的 两 个 函数 ufo 的 卷 积 仍 在 S 内 , 并 且 
F(u * v) = (2x)? (Fu)(Fv). 
Fourier 变换 的 核 是 zx A E 的 对 称 函 数 , 所 以 F 是 它 自身 的 转 置 F. 因此 , 由 
延 拓 定理 , 我 们 可 以 定义 温和 广义 函数 £ 的 Fourier 变换 Fe: 
(Fv, £) = (v, F£), ves. (33) 
定理 17 对 温和 广义 函数 的 Fourier 变换 , 定理 17 RÈ. 
习题 20 证 明定 理 17’. 
假设 广义 函数 5 有 紧 子 集 , 借助 于 (30), 我 们 可 以 直接 由 公式 
EE) = (e(€),2), e(€) = (27)-"/?eiér (34) 
将 Ft 定义 为 Ce RE. 
习题 21 (a) 试 证 由 (34) 定义 的 有 紧 支 集 的 广义 函数 4 的 Fourier Kl BC 
函数 . 
(b) 试 证 , 由 (34) 定义 的 Fl 满足 (33). 


下 面 我 们 给 出 几 个 温和 广义 函数 及 其 Fourier 变换 的 例子 , 其 中 前 5 个 例子 定 


义 在 R! E. 
例 16 
Jh lz|<1, B 

(x) = | Dc de sed L(6) = = 
例 17 

_J 1-lzl |z| «1, ~ = are 

£(z) = | 0, lz| > 1, ££) = zn È` 

例 18 


qe, ÑO = Vill. 
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例 19 
L(x) = D P(E) = V3 e-tél. 
例 20 
u(x) =e? /2, ü(£) = e-* /2. 
Bi 21 
£ — 6, &(£) = (2x)-"/?. 


习题 22 ĦMAR (30) È (34), 验证 例 16 至 例 21 所 给 的 Fourier FR. 
定理 18 AR" Ł,/=1 $ Fourier 变换 为 


£ = (2n)r/26. 
证 明 Hd XR £m 1 的 Fourier 变换 . 依 定理 17' 的 (ii), HEA j = 1,2,---, 2, 
rid 一 z;Fl = F(iD;1) = 0. (35) 


由 习题 6, 车 f 为 C™ 函数 ,4 为 广义 函数 且 [2 = 0, WL 的 支 集 包 含 在 f 的 零 集 
之 内 . 对 f = zj, j = 1,2,…,n, 用 习题 6, Wd 的 支 集 为 z = 0. 再 由 定理 5, d 有 
形式 
d= 》 c,D*6 — 0. (36) 
lal<N 
因此 , 由 (35), 对 任意 指标 8, |8| > 0, 有 29d = 0. 再 结合 (36) 得 , 对 任意 指标 0, 
I8| > 0, FAR 


rêd = Y c,z? D^ = 0. (37) 
lal< N 
要 从 (37) 导出 N = 0, 须 借助 于 下 列 引 理 ， 
引 理 19 
0, la| < 18], 
zPD^6-4 0, la| = 18], o # Ø, 


(-1)l*laló, a=. 
证 明 对 Ce 函数 u, 有 


(u, 2° D%5) = (zu, Da5) = (—1)'e!(D*zu, à). (38) 
4 jal < [8], RÁ lal = [8], fH a + FT, 函数 Dezpv XE x = 0 BAER 0, 此 时 (38) 
5 0.3406 = b BI,(D*z*u,6) TE r — 0 取 值 为 alw(0). 5] 19 成 立 . g 


我 们 再 返回 定理 18 的 证 明 . 假设 N > 0, WFE o, 使 得 lal =N, ca #0. RJ 
用 (37) 及 引 理 19 得 , ca = 0, 此 造成 了 矛盾 . 故 由 (36) 得 , d = co6. 下 面 我 们 再 确 
定 系数 co. 由 Fe 的 定义 (33), 
(Fv, £) = (v, Fé), 
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4 UE) 2 1 v =e), WU FL = d = coô; 再 由 习题 5, Fo = e- (/2, 
(e- 5,1) = (e~ , co6). 
左边 等 于 积分 fon e-€ /2dt = (2n)^/2, 右边 等 于 co. 因此 d = (2n)36, 定理 18 得 


证 . 口 
定理 20 
(i) 百 为 S 到 5 内 的 可 逆 映射 ， x F`’ 由 
ulz) = ros | (e*t (39) 
给 出 . 
(i) F X S' 到 S' 内 的 可 逆 映 射 , EF — FR, 其 中 RAH 17(üi) 所 定义 
的 反射 . 


WEBH (i) 由 定理 17(i), Feriet = Ta F; 由 定理 17, 此 蕴含 了 , 对 每 个 广义 函数 

l, 有 
Fe-iott = T, Fé. 
B /z1, 用 定理 18 可 得 ， 
Fe-ioé = (2n)?ö(z — a). 
将 此 式 带 入 (33) 得 , 对 S 中 的 每 个 v 及 上 = eet, 有 
(v, e-ie-6) = (2x)? (v, 6(z — a)). 

左边 等 于 SUE de, 右边 等 于 (2n)? v(a); 由 此 证 明了 (39). 

(ii) 在 (39) 中 ,用 -E RE 作为 积分 变量 , 我 们 得 到 F^! = FR, 即 FRF — I. 
因此 , 对 S 中 的 任意 函数 v, 9 e 为 任 一 温和 广义 函数 , 则 

(v, £) = (FRFv, £) = (RFv, Fé) = (Fv, RF) = (v, FRFY). 

A FRF! = £, BI FR 和 FR ZAA FE S HAWAR% VPA RAR, 故 
(ii) 成 立 . 口 


定理 21 (Parseval AR) #4 L AK u 的 Fourier ERT MA L 内 , 并且 
Iullza = |jullz»- 


uEBB EWE u 属于 OS 的 情形 . 对 Fourier 变换 公式 (30) REHA 


Fu = FE [we taz 
由 于 右边 可 以 记 作 RFu, 所 以 将 上 式 重 新 记 为 
Fu = RF. (40) 
X Fourier 变换 与 其 自身 的 转 置 相 等 , 所 以 
(Fu, v) 2 (u, Fv). 
在 上 式 中 , $ v = Fu, 用 公式 (40) 及 FRF= I, &8 
(Fu, Fu) = (u, FFu) = (u, FRFu) = (u,u). 
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因此 作用 在 S 上 的 Fourier 变换 为 L? 等 距 . 
对 任意 L? 函数 u, 我 们 可 以 用 S 中 的 函数 列 逼 近 u, 从 而 借助 于 上 述 u 属于 
S 的 情形 得 到 定理 21 的 一 般 情 形 . 口 


习题 23 ik un 的 L? RMU HA (33). 


换 句 话说 , 定理 21 告诉 我 们 , Fourier 变换 为 LR”) 到 自身 上 的 西 算 子 . 
定理 22 ”对 任意 实数 a, 定义 
pa(z) = »- ó(r — am), (41) 


其 中 和 式 取 遍 所 有 整数 . 
(i) pa 是 一 个 温和 广义 函数 . 
(ii) pa 的 Fourier 变换 是 (V27/la|)pp, HP b= 2x/a, a #0. 
WEBB (i) 是 显然 的 . 要 证 明 (i), 首先 注意 到 , pe 为 周期 函数 , a 是 一 个 周期 : 
Tapa — Pa = 9. 
两 边 求 Fourier 变换 , 并 借助 Fourier 变换 与 平移 之 间 的 关系 (RER 17), 得 
(et — 1)pa = 0. (42) 
由 于 函数 et 在 每 个 r = am 点 取 值 为 1, EF b= 2z/a, m 为 整数 , 所 以 由 pa 
的 定义 (41), 得 
ein = pa. 
上 式 两 边 取 Fourier 变换 , 再 用 定理 17, 得 
Topa = Da; (43) 
即 p, 是 以 b 为 周期 的 周期 函数 . 
设 u(£) AS 中 的 函数 并 假设 u(£) YE € = mb 点 取 值 为 0, 其 中 m 为 任意 整 
数 : 
u(mb) —0, m € Z. 
这 样 的 函数 u(£) E S 内 可 以 被 eot — 1 ER: 
u(£) = (et — 1)v(£), (44) 
其 中 v(£) 属于 S. 此 时 ， 
(u, Pa) = ((e'^* — 1)v, pa) = (v, (ei — 1)pa) = 0, (45) 
其 中 在 最 后 一 步 , 我 们 用 到 了 (42). 
由 (45), € u 属于 S, 并 且 对 任意 |n| > N, u(nb) = 0, WW (u, Da) 的 值 仅仅 依赖 
T u(nb) |n| < N. 由 于 此 依赖 关系 是 线性 的 , 所 以 
(u, Pa) = 》，cnu(nb). (46) 
In|« N 


由 (43), b 是 pa 的 周期 , 故 所 有 的 cn 都 相等 , 用 c 表示 此 共同 值 : 
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(u, Pa) = cV u(nb), (47) 
这 里 c = cla) 依赖 于 a. 

ER, S 内 的 每 个 u 都 可 以 用 形 如 un 的 函数 列 依 S 内 的 拓扑 逼近 , 其 中 ww 
属于 S, 且 满 足 : 对 任意 jn| > N, un(nb) = 0. 在 (47) P, $ u = un, 然后 令 
N 一 oo, 则 可 以 证 明 , 对 S 内 的 所 有 函数 u, (47) 成 立 . 用 (41) 中 的 符号 , SOR E 
述 结果 为 


Pa = cla)», bo =. (48) 
两 边 取 Fourier 变换 . 因为 pa 为 偶 函 数 , 所 以 p, 的 Fourier 变换 为 pa, W 
Pa = c(a)po. (48^) 


交换 (48) 中 的 RI b 的 角色 , 得 p. = c(b)pa. 结合 (48), 可 以 导出 : 当 ab = 2r 时 ， 
c(a)c(b) = 1. 特别 地 , 34 a = b = V2r 时 , c(V2n)? = 1. 因此 , c(V2r) = +1. 
由 温和 广义 函数 p, 的 Fourier 变换 的 定义 , 对 5 内 的 函数 u, 有 
(U, Pa) = (u, Pa). 
FH pa 的 定义 (41) (47), BS b = 2x/a, 则 
2- wem — c(a) à ulbn (49) 


SESS u 及 实数 r Um "m = u(rz), M u, 的 Fourier 变换 为 


BO = gy | rade de = es [uet ee) 
在 (49) 中 , 用 u, 代替 u 并 结合 上 式 , 得 
T 2 (2m) = c(a) > u(rbn). (49') 
在 (49) 中 , 用 a/r 和 rb 分 别 代替 a Al b, W (49) 改写 为 
TE (En) -人 sa 


对 比 上 式 与 (49'), 我 们 导出 rel?) = cla). Sr = —, WU (X25) - c(V/2x) = c(a). 
由 于 c(V2r) = +1, 所 以 
E - 
c(a) — “Ta? 
我 们 断言 ca) 只 能 取 正 值 . 设 v 为 S AHE-EN BRK, EX u 为 卷 积 
v * v, Wu 为 正 函 数 . 由 于 偶 函 数 v 的 Fourier 变换 是 实 的 , 所 以 T= Van 也 是 
EK. 因此 , (49) BAT cla) 须 是 正 数 . 这 样 , 我 们 完成 了 定理 22 的 证 明 . 口 


4 c(a) = V2x/|a| 代入 (49), Poisson 和 公式 成 立 . 
Poisson 和 公式 ”对 35 内 的 任意 函数 u 以 及 任意 实数 a, 成 立 
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Zu) = m 2s (=n) (50) 

在 比 S 更 广 的 许多 函数 类 内 , Poisson 和 公式 仍旧 成 立 . 
注 记 ”在 30.6 节 , 作为 迹 公式 在 卷 积 算 子 上 的 应 用 , 我 们 导出 了 Poisson MAR. 
那 时 , 我 们 用 到 了 Fourier 变换 的 另 一 种 正规 化 形式 . 

现在 , 我 们 再 来 考虑 如 何 将 定理 22 推广 到 R^ 上 去 . 当然 , 我 们 不 能 再 考虑 a 
的 整数 乘积 , 而 需要 考虑 格 L PHRA A. 
EX R 内 的 子 集 工 称 为 格 , WR 工 满足 如 下 性 质 : 

i) L 内 的 向 量 的 和 与 差 仍 属于 L; 

(i) RA LER AGRA; 

(ui) L 中 的 向 量 张 成 了 R”. 

下 面 我 们 给 出 几 个 格 的 例子 . 


Bl 22 R 中 的 分 量 为 整数 的 所 有 向 量 组 成 的 集合 E 是 一 个 格 . 
例 23 任 一 格 在 R^ 到 R^ 上 的 可 道 线性 映射 下 的 象 集 仍旧 是 一 个 格 . 


引 理 23 
(i) 每 个 格 工 都 可 以 表示 为 
L = AE, (51) 
其 中 A XR" SR LHTHERRRH, E 为 例 22 所 给 出 的 格 . 
(ii) L 的 表示 (51) 不 是 唯一 的 , 但 是 在 工 的 所 有 这 些 表 示 中 , |det4| 有 相同 的 
值 . 

证 明 关于 (i) WER, 我 们 建议 读者 参考 本 附录 的 有 关 线 性 代数 的 教材 . 

(i) € L = A;E Wl L = A;E 为 工 的 两 个 形 如 (51) 的 表示 , W AZ! A. 将 五 
BUS E AS. 首先 证 明 , 对 R^ 上 的 可 道 线性 映射 M, 若 M 将 格 E 映 到 自身 上 ， 
则 和 矩阵 M 的 每 个 赋值 都 是 整数 , 并 且 M 的 行列 式 det M 为 +. 事实 上 , HM 
存在 一 个 非 整 数 赋值 mij, 则 Me; 的 第 i 个 分 量 正 是 m, 其 中 e; e 五 表示 R7 
的 第 j 个 单位 癌 量 , 这 与 M 将 整数 分 量 的 向 量 映 为 整数 分 量 的 向 量 的 假设 矛盾 . 
因此 , 矩阵 M. 的 每 个 赋值 都 是 整数 . 

X M AFK E 映 到 自身 E E, 所 以 M^ 的 每 个 赋值 也 都 是 整数 ， 由 
于 MM-! = I, & (det M)(det M^) = 1. 注意 到 M 和 M^ 的 所 有 赋值 均 
ABR, 它们 的 行列 式 也 是 整数 ， 从 而 det M 只 能 是 +1. $ M = A;!A;, N 
det M = (det Aa) "(det A1) = +1. 口 


定义 ” 格 工 的 对 偶 L 是 由 R 中 的 满足 : YD 中 的 每 个 向 量 a, a.b 为 整数 的 
所 有 问 量 b 所 组 成 的 子 集 . 
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习题 24 (a) 试 证 格 的 对 偶 也 是 格 . 
(b) RIEL = L. 
(c) 3k L AK, A: R^ SR" HTPRERH, U (AL) - BL', H+ B=(A''). 
对 格 L, 用 pi 表示 温和 广义 函数 : 
pL =) 6(2 — a). (52) 


acL 


定理 24 pr 的 Fourier 变换 为 
Pr = C(L)pont’, (53) 
ik € c(L) = (2n)"/?/\det Al, A 为 出 现在 L 的 表示 (51) 中 的 矩阵 . 
习题 25 仿照 定理 22 的 证 明 , 试 证 定理 24. 
习题 26 给 出 R^ 上 的 格 L 的 Poisson MAR. 


B.6 Fourier 变换 的 应 用 


本 节 将 给 出 Fourier 变换 的 几 个 应 用 . 
Liouville 定理 ik f(z) 为 定义 在 整个 复 平 面 上 的 解析 函数 , 且 f(z) 有 多 项 式 增 
长 性 : 
If(z)l < c(1 + |z|)”, 
其 中 c 和 M 为 常数 , RI f(z) 是 一 个 次 数 不 大 于 M 的 多 项 式 . 
证 明 ”首先 注意 到 解析 函数 f(z) 满足 Cauchy-Riemann 方程 
def = Z (ðs idy)f =0. (54) 
具有 多 项 式 增 长 性 的 函数 f 是 温和 广义 函数 , 所 以 f 的 导数 也 是 温和 广义 函数 . 故 
(54) 的 Fourier 变换 为 
(i£ +n) F(E, n) = 0. 
由 习题 6, f. 的 支 集 为 原点 , 从 而 定理 5 蕴含 , 广义 函数 f 有 形式 : 
f= Y «aD°. (55) 


jals N 
由 定理 18, 6 的 Fourier MARR. 因此 , 根据 定理 17, (55) 右边 的 Fourier X. f A 
cA y 的 多 项 式 . 又 因为 f 解析 , 所 以 f 为 z= cc + WEMA. 口 


并 不 像 Liouvill 定理 的 其 他 通常 证 明 一 样 ， 此 处 的 证 明 仅 仅 用 到 了 Cauchy- 
Riemann 方程 . 事实 上 , 用 同样 的 方法 , 可 以 证 明 如 下 更 一 般 的 结果 . 
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定理 25 ik P(E) = P6, 62,64) 为 齐 次 椭圆 多 项 式 , Pp £ — 0 A P(E) 的 唯一 
RES BSF FR LEHRT LAR, HA f 为 偏 微分 方程 
P(Di,D»,:-:,D4)f 一 0 

在 整个 R^ 内 的 解 , 则 f 是 一 个 多 项 式 . 

满足 定理 25 中 性 质 的 微分 方程 的 例子 有 Af = 0, A?f = 0, 5%. 

下 面 我 们 再 给 出 Poisson 和 公式 的 一 些 应 用 . 将 u(x) = er* /2 代入 (50). A 
为 UE) = et 2, 所 以 对 所 有 实数 a, 

_ sim? 2 h?n 2x 
$e u = 2 meh, b= 


m 


车 左边 的 函数 用 Z(a) ER, 则 重 写 上 述 方程 为 
Vor Qn 
a Te): 
这 是 一 个 十 分 有 趣 的 函数 方程 . 
习题 27 将 wu(z) = ez /2+zt 代入 Poission MAR, 你 会 得 到 什么 样 的 结果 ? 


B.7 Fourier 级 数 


周期 广义 函数 的 Fourier 分 析 非 常 简明 . Ru 为 单位 圆周 S! 上 的 Cee PR, 
MEH Fourier KM bn 为 


T 1 —in8 
bn = zd. e ""u(0)d0. 


习题 28 (a) 试 证 对 任意 的 N, 存在 常数 c, 使 得 |bn| < cln. 
(b) 试 证 u 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 wk =F ne? 在 CN 拓扑 下 收敛 于 
(c) 车 广义 函数 《的 Fourier 系数 an 定义 为 
Qn = (e~'"9, 2) /2x, 
试 证 对 任意 C? 函数 u, MI 


(4,4) — b aca. 


(d) 设 {an} 是 一 列 复数 且 满 足 : 存在 常数 c 和 N, 使 得 对 每 个 n= 1,2, 成 
立 


lan! < cia”, 


试 证 an 是 S! AZS XBR £8 Fourier 系数 . 
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附录 C Zorn 5l38 


Zorn 引 理 是 集合 论 中 Zermelo-Fraenkel 系统 中 的 一 个 定理 . 在 逻辑 上 , 它 与 选 
择 公理 等 价 . 因此 , Zorn 引 理 通常 用 在 高 度 非 构造 性 的 步骤 上 . 

Zorn 引 理 处 理 的 对 象 是 偏 序 集合 , 即 在 某 些 元 素 上 定义 了 序 关 系 “a < b” 的 
非 空 集合 , 这 里 的 序 关 系 < 满足 如 下 性 质 . 

(i) 传递 性 : Ha<bHb<c,WMaK<c. 

(i) 自 反 性 : 对 该 集合 内 的 每 个 元 素 a, RM a <a. 

偏 序 集中 的 子 集 称 为 全 序 集 ,如 果 对 该 子 集中 的 任意 两 个 元 素 zx 和 y, BA 
r Sy, BA ysr. 

偏 序 集 内 的 元 素 u 称 为 是 一 个 子 集 的 上 界 , 如 果 对 该 子 集中 的 任意 元 素 c, 都 
有 rtu. 

偏 序 集 内 的 元 素 m 称 为 是 一 个 极 大 元 , 如 果 对 该 偏 序 集合 中 的 每 个 元 素 b, 都 
"H bem. 
Zorn 引 理 ”车 偏 序 集 中 的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 则 该 偏 序 集 存在 极 大 元 . 
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